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in  Körper  bewegt  sich,  wenn  er  seinen  Ort  im  Räume  än- 
dert Die  Ursache  ,  welche  ihn  in  Bewegung  setzt ,  oder  zu 
setzen  sucht ,  heifst  Kraft,  und  die  Richtung  dieser  Kraft 
ist  die  gerade  Linie ,  welche  der  Körper  durch  die  Wirkung  die- 
ser Kraft  in  jedem  Augenblicke  zu  beschreiben  sucht*  Die  H  e- 
chanik  ist  die  Lehre  der  Bewegung« 

Werden  mehrere  Kräfte  auf  einen  Körper  angebracht,  so 
können  sie  sich  auch  einander  aufheben,  so  dafs  keine  Be- 
wegung entsteht.  Man  sagt  ds^nn,  diese  Kräfte  sind  im  Gleich- 
gewichte« 

Die  St  atik  ist  die  Lehre  des  Gleichgewichtes.  Der  Zweck 
dieser  Wissenschaft  ist  daher ,  die  Gesetze  aufzufinden ,  nach 
welchen  diese  gegenseitige  Aufhebung  der  Kräfte  vor  sich  geht , 
damit  Qleichgewicht  entstehe. 

Wenn  mehrere  Kräfte  jiachyerschiedenenRichtungenauf  ei- 
nen Funkt  wirken ,  ohne  sich  Gleichgewicht  zuhalten,  so.  wiid 
sich  der  Punkt  in  einer  gewissen  Richtung  bewegen ,  und  nichts 
hindert  uns  anzunehmen ,  dafs  diese  Bewegung  von  einer  einzigen 
Kraft  hprrühre ,  die  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Punktes 
auf  diesen  Punkt  wirkt.  Eine  solche  Kraft ,  die  mehreren  anderen 
gleichgeltend  ist ,  heifst  mittlere  Kraft ,  die  daher  ,  .in  entge- 
gengesetzter Richtung  betrachtet,  mit  allen  anderen  äufseren 
Kräften  im  Gleichgewichte'ist. 

Wirken  alle  äufseren  Kräfte  in  einer  geraden  Linie ,  einige 
derselben  vor-,'  die  anderen  rückwärts,  so  ist  offenbar  die  mitt- 
lere Kraft  gleich  der  Summe  derjenigen  äufseren  ,  die  nach  einer 
der  bejden  Richtungen  dieser  gei^aden  Linie ,  wenigt^r  der  Summe 
der  anderen  äufseren  Kräfte,  die  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  wirken,  und  die  mittlere  Kraft  wird  ihre  Richtung 
mit  der  gröfseren  dieser  beyden  Summen  gemeinschaftlich  haben. 
Sind  Aber  beyde  Summen  gleich,  so  wird  die  mittlere  Kraft  Null 
seyn ,  oder  die  äufseren  Kräfte  werden  sich  unter  einander  das 
Gleichgewicht  halten* 


Zwey  gleiche  äufsere  Kräfte  "wirken  auf  einen  Punkt  nach 
yerschiedenen  Richtungen.   !Man  suche  ihre  mittlere  Kraft. 

Die  mittlere  Kraft  wird  in  der  Ehene  der  beyden  äufsereii 
liegen ,  und  ihre  Richtung  "wird  den  Winkel  der  Richtungen  dei* 
beyden  äufsereii  Kräfte  in  zwey  gleiche  Theile  theilen,  da  kein 
Grund  da  ist ,  warum  die  mittlere  Kraft  die  £bene  der  bejden 
äufseren  verlassen,  oder  warum  sie  sich  der  einen  mehr ,  als 
der  andern  nähern  sollte* 

Es  sollen  die  Schenkeln  BA  und  CA  des  Winkels  BAC  =  2x 
die  Richtungen  dieser  äufseren  Kräfte  yorstellen ,  deren  jede 
gleich  P  seyn  soll.  Die  Linie  AD  ,  welche  den  Winkel  BAC  hal- 
birt ,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die  Richtung  der  mittleren 
Kraft  seyn  ^  deren  zu  suchende  Gröfse  gleich  R  seyn  solL 

/  R 

Da  das  Yerhältnifs  der  beyden  Kräfte  —nur  ron  der  Gröfse 
des  Winkel»  x  abhängen  kann ,  so  ist 

R 

wo  ^  X  eine  Function  Ton  x  bezeichnet,  die  bestimmt  wer-^ 
den  soll. 

Zu  beyden  Seiten  der  Linie  AB  ziehe  man  durch  den  Punkt 
A  zwey  Linien  Ab  und  Aßf  welche  beyde .  denselben ,  übngens 
willkührlichen  Winkel  y  mit  der  Linie  AB  bilden.  Eben  so  ziehe 
man  zu  beyden  Seiten  der  Linie  AC  die  Linie  Ac  und  Acynn^ 
ter  denselben  Winkeln,  so  dafs  also  bABs=BA|3  =  cAC  ;=  OAcw 
=  y  ist'. 

Zerlegt  man  die  Kraft  P,  die  nach  AB  wirkt,  in  zwey  gleiche 
äufsere  nach  Ab  und  Aß  ^  deren  jede  Q  heifsen  soll ,  so  ist  wieder 

ip 

Zerlegt  tnan  eben  so  diö  Kraft  P ,  die  nach  AC  M^irkt ,  m  zwey 
gleiche  äufsere  nach  Ac  Und  A7 ,  so  werden  die  zwey  Kräfte  P 
nun  durch  die  yier  Kräfte  (^  vorgestellt  werden ,  und  die  mitt- 
lere  Kraft  dieser  vier  letzten  Q  mufs  mit  der  mittleren  Kraft  R 
der  beyden  vorhergehenden  P  in  ihrer  Richtung  zusammenfallen. 
Reifst  aber  Q'  die  mittlere  der  zwey  Kräfte  Q ,  die  nach  Ab 
und  Ac  wirken ,  so  ist,  wenn  A/^  und  Ay  die  beyden  äufsersten 
jener  Linien  sind , 

bAD  =Ä  cAD  =  X  —  7 

-      =5  ^  (t y) 

Heifst  endlich  Q'/  die  mittlere  der  zWey  Kräfte  Q ,  Sie  nach  A^ 
und  Ac^  wirken ,  so  ist  auch 


I 

t 


0" 

^  =  9  (*  +  y) 

Da  aber  die  Lejden  Kräfte  Q*  und  Q^^  nach  derselben  Liuia 
.  AD  gerichtet  sind,  so  ist  ihre  mittlere  Kraft,  die  zugleich  die 
mittlere  Kraft  der  vier  «^ufseren  Kräfte  Q  ist ,  gleich  der  Summe 
Yon  Q'  und  Q'' ,  oder  es  ist 

R  =x  <J'  +  Q" 

oder  da  R  ss  P«  ^. x  a=  Q.  ^  x.  ^  y  war,    so  ist 

^  X  ^  y  =»  ^  (x  —  y)  +  ^  (x  +  y) 

Entwickelt  man  4ie  Ausdrücke  ^  (x  -—  y)  und  p  (x  +  y)  nacli 
dem  bekannten  Taylor'sehen  T.heoreme,  so  geht  die  letxte 
Glj^itihung  in  folgende  über 


(Py 


_      r  y'  d*  ffx  y^d^  {j»x  N 

-"^  V  ■*"  1.2  ^x.  dx»'^i.ö.3.4?>if.dx*  T-'-V 


Da  aber  p  y  die  Gröfse  x  nicht  enthalten  kann ,  so  müssen  die 

Gröfsen 

d»  jD  X         d*  ^x 

p  X.  d  X*    ^  X*  d  XI*  *  *  *  *  •* 
von  X  ganz  unabhängig,  oder  sie  müssen  oonstant  scyn. 
Sej  also  d«  ^x         . 

px.  dx» 

so  ist  d4^X_b.d»^X^^, 

dx*  dx«  ^ 


d«  ^x       b«  d'  ?>x       ,  ,  ^         - 

,      L..-  =  —TT =  b'   Ä  X  u.  I. 

dx*  dx» 


und  man  erhält 

(byf  fea   y4  b'    y*  N 

'  +  th; + T:iX4 + rrüTTb  ^  •  •'•; 

oder  wenn  man  b  =5  — ^  a*  setzt, 

(a»>«    .      Ä*  y*  \ 

das  heifst  also 

^  y  =  9  Cos  ay,  und  daher  auch  , 

'  ^  X  =  2  Cos  a  X ,  und  endlich 

^  R  =  3  P  Cos  ax 

L  Um  die  Constante  a  zu  bestimmen ,  sey  x  ein  rechter 
Winkel ,  so  sind  beyde  Kräfte  einander  entgegengesetzt ,  also 
R  =  o,  oder  Cos  (90«  a)  ===  o ,  also  ist  a  eine  ganze  ungerade 
Zahl.  Allein  die  GrÖfse  a  kann  nicht  gröfser  als  die  Einheit  sejn« 
Denn  ist  z.  B.  a  =  3 ,    so  würde   die  mittlere  Kraft  R  gleich 


Null  seyn  für  x  =  V  ==  3o®  oder  die  beiden  gleichen  äufseren 
Kräfte  würden  im  Gleichgewichte  sejn ,  ohne  sich  entgegenge- 
setzt zu  sejn ,  was  unmöglich  ist ;  und  da  diefs  für  jede  andere 
ganze  ungerade  Zahl ,  die  Einheit  ausgenommen ,  der  Fall  ist,  so 
ist  a  =  1  und  man  hat 

R  =  2  P  Cos  X 

Daraus  folgt  also  f  dafs  die  mittlere  Kraft  tl  durch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms ,  dessen  Seiten  die  äufseren  Kräfte  sind^ 
ihrer  Richtung  sowohl  als  ihrer  Gröfse  nach ,  vorgestellt  wird. 

IT.  Es  seyen  nun  P,  Q  zwey  ungleiche  Kräfte ,  deren  Rich- 
tungen einen  rechten  Winkel  unter  einander  bilden*  Sind  x  und 
<^o — X  die  Winkel,  welche  sie  mit  ihrer  mittleren  Kraft  R  bilden , 
und  zieht  man  durch  ihren  Yereinigungspunkt  eine  gerade  I^inie« 
die  mit  der  Richtung  der  P  den  Winkel  x ,  also  mit  der  Rich- 
tung der  Q  den  Winkel  90  ' —  x  bildet,  so  wird  man,  nach  (0, 
die  Kraft  P  in  zwey  gleiche  änfsere  auflösen  können ,  deren  Rich- 
tungen in  jener  geraden  Linie  und  in  der  Richtung  der  Kraft  R 
liegen  ,  und  deren  jede  gleich  I^P.sec.  xist.  Ebenso  wird  sich  die 
Kraft  Q  in  zwey  andere  nach  der  Richtung  jener  Geraden  und  der 
Kraft  R  zerlegen  lassen,  deren  jede  gleich  ^  Q  sec  (90 — ^  x) 
=s  7  Q  CQ%ec.  X  ist.  Dadurch  hat  man  also  die  Kraft  R  in  yier 
andere  zerlegt ,  yon  welchen  die  in  der  Richtung  der  R  addirt 
die  Kraft  R  selbst  geben ,  während  die  in  der  Richtung  jener 
Geraden  sich  gegenseitig  aufheben.    Man  hat  also : 

i  P  Sec.  X  -f-  i  9  ^^'*®c*  X  =  R    und 
i  P  Sec.  X  —  4  Q  Cosec.  x  =  o 

woraus  folgt 

P  =  R  Cos  X 

Q  r=  R  Sin  X 

so  dafs  also  auch  hier  die  mittlere  Kraft  die  Diagonale  des  Pa- 
rallelogramms ist,  dessen  Seiten  diebeyden  äufseren  Kräfte  sind« 

III.  Es  seyen  endlich  P ,  Q  zwey  ungleiche  Kräfte ,  welche 
mit  ihrer  mittleren  Kraft  die  willkührlichen  Winkel '  y  und  x 
bilden.  Zerlegt  man  P  in  ^  zwey  recht  winklichte  Kräfte  p  und 
p',  deren  die  erste  mit  R  zusammen  fallt,  so  ist  nach  (11} 

p  '==  P  Cos  y 

p/  =  P  Sin  y 

Und  wenn  man  eben  so  Q  in  ?5wey  rechtwinklichte  Kräfte  q  und 
q^  zerlegt,  deren  die  «rste  q  mit  R  zusammen  fallt,  so  ist 

q  =  Q  Cos  X 

q/  =  Q  Sin  X 

Es  ist  aber  p  4-  q  =  K  «"^d  p'  —  q'  =  o.  oder  wenn  man  die 
vorhergehenden  Werthe  dieser  Gröfsen  substituirt, 


P  Cos  7  +  Q  Cos  X  3s  R  und 
P  8in  j  —  Q  Sin  X  SS  o 
und  aos  diesen  bejden  Gleichungen  folgt 

""  Sin  (X  +  y) 
RSiny 
V*Sin(x  +  y) 

oder  immer  ist  die  mittlere  Kraft  der  Gröfse  und  Richtung  nach 
die  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  die  äulsereu 
Kräfte  Tors  teilen« 

lY.  Da  endlich  die  Seitenflächen  eines  Parallelepipedums 
ebenfalls  Parallelogramme  sind,  so  läfst  sich  auch  jede  Ki*aft  in 
drej  andere  auflösen,  welche  ihrer  Gröfse  und  Lage  nach  durch 
die  drej  Seitenlinien  eines  Parallelepipedums  vorgestellt  wer- 
den, Ton  welchen  jene  mittlere  Kraft  die  Diagonale  ist. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  inuner  nur  rechtwinkllchte 
Parallelogramme  und  Parallelepipeda  betrachten,  da  diese,  wie 
man  sehen  wird ,  zur  Auflösung  aller  Aufgaben  him*eichen  ,  und 
zugleich  unter  allen  anderen  zur  Rechnung  die  bequemsten  sind« 

V.  Sind  also  X  ,  Y ,  Z  drey  äufsere  Kräfte ,  deren  Rich- 
tungen untereinander  senkrecht  sind,  auf  einenPunkt  angebracht, 
und  heifst  R  die  mittlere  Kraft ,  so  hat  man ,  wenn  man  durch 
a,  ß,  cy  die  Winkel  bezeichnet ,  welche  diese  mittlere  Kraft  resp. 
mit  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  Y,  Z  bildet,  nach  dem  Vor* 
hergehenden 

Y  =  R  Cos  ß  J^  .  .  .  (I) 
Z 


=  R  Cos  a  1 

=  E  Cos  ß  >  .  .  . 

=  R  C0S7J 


und  da  Cos«  a  -f«  Cos«  ß  +  ^'O^'  Y  =^  *  ^^^' 

R«  Ä  X«  +  Y«  +  Z»  .  .  .  {i\) 

Sind  also  z.  6.  die  äufseren  Kräfte  X,  Y,  Z  gegeben,  so  wird 
die  Gleichung  (il)  die  Gröfse  der  mittleren  Kraft,  und  die  Glei- 
chungen (I^  werden  die  Richtung  der  mittleren  Kraft  durch  die 
Winkel  a,  üj,  y  geben,  Ist  eine  der  äufseren  Kräfte,  z.  R. , 
Z  =  o ,  so  ist  R  die  mittlere  Kraft  der  he/den  äufseren  Kräfte 
X  und  Y ,  und  man  hat 

X  s=  R  Cos  a 
Y  =  R  Cos  0 
R«=:X»-hY« 

f.   4. 

Auf  einen  Punkt  wirken  mehrere  Kräfte  P,  P',  P^'.  ♦*•  nach 
▼urschiedenen  Richtungen.  Scyena,  ß«  ^^  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  der  Kraft  P  mit  den  Achsen  der  rechtwinklichten 


I 


Coordinaten  z,  7^2  bildet,  und  eben  »o  ce^ß^^^für  P^  und 
a"  ß''  <y''  für  P"  u.  f.  Zerlegt  man  jede  dieser  Kräfte  in  drey 
andere  unter  sich  senkrechte ,  den  drey  Achsen  der  Coordinaten 
parallele  Kräfte  f  so  erhält  man  für  die  drej  äufseren  Kräfte  von 

P  (g.  3.  V) 

P  Cos  u  nach  x ,  P  Cos  ß  nach  7 ,  P  Co$  <y  nach  z  und,  eben 
so  für  die  drey  äufseren  Kräfte  yon  P' , .  P'  Cos  a'  nach  x,  P'  Cos  ß' 
nach  y,  P^  Cos  cy<  nach  z  u«  s.  w« »  Summirt  man  die  Kräfte, 
deren  Richtungen  einander  parallel  sind,  so  erhält  man  statt  allen 
diesen  Kräften  P,  P^f  P". ...  drey  andere  X,  Y,  Z,  welche 
letztere  unter  sich  senkrecht  und  den  drey  Achsen  der  Coordi- 
naten parallel  sind ,  so  dafs  man  hat 

X  =  P  Cos  ^  +  P'  Cos  a'  +  P'/  Cos  «/<+.••  . 

Y  «  P  Cqs./Ü  +  P'  Cos  ß'  +  P''  Cos  ß/^  + 

Z    =a  P  Cos  Vy  -f-  P'  Cos  y  +  P"  Cos  y^'  +  .   .   .    . 

welche  Ausdrücke  man  der  Kürze  wegen  so  schreiben  kann 

X  ==  iP  CosÄ 

Y  =  2$  P  Cos  ß 

8|   =;;  2  P  Cos  <y 

Heifst  dann  R  die  mittlere  aller  dieser  Kräfte  P,  P',  P".* ..  oder 
was  dasselbe  ist,  die  mittlere  der  drey  Kräfte  X,  Y,  Z,  und 
sind  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieser  mittleren 
Kraft  R  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,    sf>  hat  man 


R  =1  V^  X»  -h  Y«  +  Z« 

X     ^      ,         Y     ^  Z     . 

Cos  a  =  — ,   Cos  b  =5   ~,   Cos  c  =  ^ 

au$  welchen  Gleichungen  man'  daher  die  Gröfse  und  Richtung 
der  mittleren  Kraft  R  bestimmen  kann« 

5.  5, 

Durch  einen  Punkt  A  seyen  mehrere  gerade  Linien  AP , 
AP',  AP"...*  in  verschiedenen  Ebenen  gezogen,  welche  die  ver- 
schiedenen Kräfte  P,  P',  P"*.. .  ausdrücken  sollen,  die  in  die- 
sen Richtungen  auf  den  Funkt  A  wirken.  Eine  gerade  Linie  AR 
durch  denselben  Punkt  stelle  dip  Gröfse  und  Richtung  der  mitt- 
leren Kraft  R  aller  jener  Kräfte  vor. 

Endlich  ziehe  man  durch  denselben  Punkt  A  in  irgend  einer 
willkührlichen  Richtung  eine  gerade  Linie  AB. 

Diefs  vorausgesetzt  kann  man  jede  Kraft  R,  P,  P^ . .  in  zwey 
andere  zerlegen,  deren  eine  parallel  mit  der  Linie  AB,  und 
deren  die  andere  auf  diese  Linie  senkrecht  ist ,  und  da  R  die 
mittlere  Kraft  aller  anderen  Kräfte  P,  P',  P"....  ist,  so  wird 
auch  die  Kraft  R  nach  der  Richtung  der  Linie  AB  zerlegt ,  gleich 
der  Summe  aller  Kräfte  P,  P',  P"* . . .  seyn ,  wenn  diese  ebenfalls 
nach  der  Richtung  der  Linie  AB  zerlegt  werden.'  Sind  also  ä  , 
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«/,  A'/....*dte  Wmbel,  welche  die  Richtangen  der  Krifte  P,  P^, 
V*K  • .  •  mit  der  Linie  AB  bilden ,  mnd  ist  eben  »o  a  der  Winkel 
der  Richtinig  der  miitleren. KraCt  R  mit  derselben  Linie  AB,   sk> 

hat  man 

R  Ciois  a'Ä  P  Co4  a  +  P'  Cos  «/  4-  P'/  Cos  a'^  +  •  .  .  , 

FäUt  man  aber  Ton  einem  irillkührlichen  Punkte  C  der  Linie  AB 
Lothe  auf  die  Richtungen  jener  Kräfte  R  ,  F,  F^*  • « .  d«  b«  Lothe 
auf  die  Linien  AR,  AP,  AP'i«  AF^^«.  und  nennt  man.Te&p«  r^ 
p ,  p',  p'^ . .  •  dieFrojectipoeu  der  .Linie  AC  auf  diese  Richtungen 
AR,  AP,  AP',  AP".,.  s<MBi;hält,man     . 

rsACCosa,  p±s  ACCose^,  {»/:££  AOGos  «S  p^sAC  Cosa«'.««. 

also  auch  ,  wenn  man  didse  Werthe  yon  Cos  a,  (Jos  et,  Cos  af,,. 
in  der  yorhergebenden  Gleichung  substituirt,      ' 

Rr  =  Pp  4-  P'p'+  P''p''  +  .  .  •  . 

Es  ist  aber  klar ,  dafs  diese  letzte  Gleicbnng  auch  dann  noch 
statt  haben  wird ,  wenn  der  Puftkt  C  unendlich  nahe  bej  A  ge- 
nommen wird,  oder  wenn  die  Linie  AC  unendlich  klein  ist, 
wodurch  dann  auch  die  Projectionen  r,  p ,  p'.*.»  der  Linie  AC 
aaf  die  Richtungen  AR,  AP,  AP^••  unendlich  kleih  werden. 
Drückt  man  daher ,  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  gemäfs ,  diese 
unendlich  kleinen  Projectionen  jdurob  dr ,  dp ,  dp^ . .  •  aus ,  so 
geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  über 

Rdr  =  Pdp  +  P/d'p'  4-'p/^d'/p//+  ....  (HI) 

Nimmt  man  also  an ,  dafs  wahrend  einem  Augenblicke  durch  die 
Wirkung  jener  Kräfte  der  Funkt  A  in  der  Richtung  der  mittleren 
Kraft  AR  durch  den  unendlich  kleinen  Raum  dr  gegangen  sey, 
während  ihn  die  Kraft  P  allein  durch  den  Raum  dp  in  der  Rieh* 
tung  der  Linie  AP;  die  Kraft  P^  allein  durch  den  Raum  dp^  in 
der  Richtung  der  Linie  AP^'u.  s.  w.  getrieben  hStte  ,  so  hat  zwi- 
schen diesen  unendlich  kleinen  Räumen  dr ,  dp ,  dp^- ;  •  und  den 
Kräften  R,  P,  P^...  immer  die  Gleichung  (III)  statt. 

I. .  Sollen  aber  die  Rrfifte.  P,  P^  P".. .  um  den  Punkt  A  im 
Gleich  gewichte  seyn,  sich  gegeViseitig  aufheben ,  so  werden 
sie  keine  Bewegung  dieses  Punktes  herrorbringen,  oder  die  mitt- 
lere KrofiR  wird  gleich  Null  seyn.  Man  bat  daher  für  das  Gleich« 
gewicht 

o  =5  Pdp  -f  P'Jp'  +  P'^dp"  +  .  ..  ♦  •  (IV) 
oder  für  d^s  Gleichgewicht  ist  die  Summe  der  Pro- 
duktejeder  Kraft  in  den. unendlich  kleinen  Raum, 
welchen  der  Funkt  nacbder  Richtungj^dpr  dieser 
Kräfte  in  einemAugenbl  icke  zu  beschreiben  sucht, 
gleich  Null. 

Man  nennt  diese  unendlich  kleinen  Räume',  welche  jeder 
Punkt  ,  der  im  Gleichgewichte,  ist,  in  dem  Falles  dats  sein 
Gleichgewicht  gestört  werden  solke  y  im  ersteh  Augenblicke  der 


Störung  nach  der  Bichtnng  jdder  der  siörendeii  Kräfte  beschreib* 
ben  würde  ,  die  rirtuelle  Geseh.windigkeit  des  Punktes« 
Die  Gleichung  (IV)  enthält  also  den  Grundsatz  d^r  yirtuellen  Ge- 
achwindigkeiten,*d«  h«  den  Satz,  dafs  für  das  Gleichgewicht  eines 
Punktes,  auf  den  mehrere  Krs^fte  wirken,  die  Stimme  d^r  Produkte 

{'eder  Kraft  in  ihre  yirtuelle  Geschwindigkeit  gleich  Null  sey* 
)ieser  Grundsatz  ist  einer  der  einfachsten  und  fruchtbarsten  in 
der  Mechanik ,  und  er  gilt  nicht  blöfs ,  wenn  der  Punkt,  auf  wel^ 
chen  die  Kräfte  wirken,  frej,  d.  h«  durch äufsere  Bedingungen 
unbeschränkt  ist,  sondern  auch  dann,  wenn  der  Punkt  gezwungen 
ist,  auf  einer  Fläche  oder  auf  einer  krummen  Linie  zu  bleiben^ 
ja  er  läfst  sich  auch,  wie  wit  sehen  werden  ,  auf  ein  System  m'eh'- 
rerer  Punkte,  die  auf  irgend,  eine  Art  unter. einander  yerbunden 
sind,   also  auch  auf  Körper  yon  irgendeiner  Gestalt  anwenden* 

» 

Welches  immer  diese  Kräfte  sejn  mögen,  so  werden  sie  doch 
so  betrachtet  werden  können ,  als  ob  sie  yon  einem  Punkte  aus^ 
gingen ,  der  irgend  wo  in  der  Richtung  dieser  Kraft  liegt«  Wir 
wollen  diesen  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Kraft  nennen,  und 
durch  a,  b,  ö  die  drey  recht wioklichten  Coordinaten  dieses  Mit-* 
telpunktes,  so  wie  durch  x^  y,  z,  die  den  yorigen  parallelen 
Coordinaten  des  Punktes  bezeichnen,  auf  welchen  jene  Kraft 
wirkt«  Für  eine  zweyte,  dritte . .  • .  Kraft  werden  wir  diese  a,  b,  c, 
hö  wie  für  einen  zweyten,  dritten*  «•«  Punkt  die  x,  y,  z  mit 
einen ,  zwey  • « . .  Strichen  bezeichnen. 

Diefs  yorausgesetzt  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Kraft  P  yon  dem  Punkte  des  Systemes  ,  auf  welchen  diese  Kraft 
wirkt , 

p  =  V  (x-a)»  +  (y-b)«  +(z-c)« 

also  auch ,  wenn  a ,  b ,  c  constante  Gröfsen  sind ,  d.  h.  wenn  die 
Kraft  P  keine  innere  Kraft  des  Systemes  ist ,  sondern  yon  einem 
Punkte  aufser  dem  Systeme  kömmt , 

X  -^  a  y  — -  b  ^  z  —  c  _ 

dp  =a d  X  +  t d  y  +  • d  z  oder 

A  P  P^     ^  P 

dp  =  dxGosa-^dy  Cosß  4-  dz  Cos  7 

wenn  ä,  ß,  cy  die  Winkel  sind,  welche  die  Richtung  der  Kraft 
P  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,  und  wo  man  wegen  der  recht-^ 
winkliclilen  Lage  dieser  Achsen  hat 

Cos«  a  +  Cos«  ß  -^  Cos*  ry  =  1 

Ganz  ähnliche  Ausdrücke  wird  man  für  pS  dp^  p'^  dp^'«  •  f  « 
erhalten«  Sobstituirt  man  dann  diese  Werthe  yon  dp,  dp^, 
dp^^ « « « ,  in  der  allgemeinen  Gleichung  (IV)  des  Gleichgewich- 
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tes,  so  wird  man,  wenn  das  Sjstem  ganz  firej  istf  d.  h*  wenn 
die Coordinaten  x,  7,  ac ,  x'...  yon  einander  miabhanfpg  sind, 
auch  die  Gröfsen  dx,  dy,  dz,  dx^«««  als  yon  einander  unab- 
hängig betrachten,  also  in  jener  Gleiehung  die  Faktoren  Ton 
dx ,  dy ,  dz ,  dx' .  •  •  jeden  fnr  sich  gleich  Null  setzen ,  wodurch 
man  eben  ao  viele  Gleichungen  als  Coordinaten  erhalt,  aus 
welchen  Gleichungen  man  daher  die  Werthe  dieser  Coordinaten 
durch  Elimination  bestimmen ,  d.  h.  die  Orte  der  Punkte  des  Sf- 
stemes  angeben  wird,  welche  diese  Punkte  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts  einnehmen  müssen. 

J.  Ist  aber  das  System  nicht  frey ,  sondern  gewissen  Bedin* 
gungen  unterworfen ,  sollen  z.  B  einige  dieser  Pimkte  Auf  ge- 
gebenen Flächen  oder  auf  gegebenen  krummen  Linien  bleiben , 
80  wird  man  durch  die  Gleichungen  dieser  Flächen  oder  Linien 
aus  der  yorh ergehenden  Gleichung  des  Gleichgewichtes  so  yiele 
Diflerenzialien  dx,  dy,  dz,  dx'«  •• ,  als  möglich  eliminiren,  und 
rlann  die  übrigbleibenden  als  yon  einander  unabhängig  betrach-. 
ten,  also  die  Faktoren  der  übrig  bleibenden  Diflerenzialien  je- 
den für  sich  gleich  Null  setzen ,  wodurch  man  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  erhält ,  die  mit  den  yorigen  Bedingungsgleichungen 
verbunden ,  ihrer  Anzahl  nach  wieder  gleich  der  Zahl  aller  Coor- 
dinaten X ,  y ,  z ,  x'  •  • « •  seyn  werden ,  und  aus  welchen  sich  da- 
her wieder  der  Ort  eines  jeden  Punktes  des  Systemes  für  das 
Gleichgewicht^  wie  zuvor,  bestimmen  lassen  wird. 

H.  Denselben  Zweck  kann  man  aber,  wie  aus  der  Theorie 
der  Elimination  folgt,  einfacher  dadurch  erreichen,  dafs  man 
die  gegebenen  Bedingungsgleich ungen ,  jede  mit  einem  unbe- 
stimmten Coefficienten  muUiplicirt,  der  allgemeinen  Gleichung 
(lY)  des  Gleichgewichtes  hinzufügt,  und  dann  die  Differenzia- 
lien  dx,  dy,  dz,  dx' • « « •  alle  als^unter  einander  unabhängig 
betrachtet ,  wodurch  man  eo  viele  Gleichungen  als  Coordinaten 
erhält ,  die  aber  durch  die  Elimination  jener  unbestimmten  Coef- 
ficienten auf  eine  bestimmte  Anzahl  zurück  geführt  werden» 

Sind  also  dL  =  o ,  dL'  =  o « « .  •  diese  Bedingungsgleichun- 
gen, in  Functionen  der  Coordinaten  x,  y ,  z,  x',  y^  z^  •  •  •  aus- 
gedrückt ,  und  sind  ^ ,  V  • « •  •  diese  unbestimmten  Coefficienten , 
so  wird  die  allgemeine  Gleichung  (lY)  das  Gleichgewichtes  seyn 


•  « * 


o  t=  Pdp  -f-  P'd'p'  -J-  P"dp"  + 
+  hdh  +  VdL/  +  Ä^'dL''  +  . . .  (V) 

und  diese  Gleichung  gibt  für  jede  Coordinate  z.  B.  x  eine  Glei- 
chung der  Form 
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und  die  Anzahl  dieser  letztem  Gleicbnngen  wird  der  Anaahl  alr 
ler  Cpordinaten  x,  7^  z',  x'««««  gleich  seyn*  Hätte  man  z.  B* 
nur  drej  Punkte,  deren  jeder  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bleiben  gezwungen  seyn  sali ,  so  sey  L  =s  o  die  Gleichung  der 
Fläche  des  ersten,  L'  =  o  des  zweyten  und  L'<  =  o  des  drit- 
ten Punktes«  Diese  drey  Gleichungen»  yerbunden  mit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (V)»  werden  hinreichen,  die  zwölf  un- 
bekaiinten  Gröfsen  X  X'  X",  z  x'  x",  y  y'  y"  und  z  z^  zß^  zu  be- 
stimmen* Wäre  aber  der  erste  Punkt  gezwungen  auf  einer  krum-  . 
men  Linie  zu  bleiben ,  deren  Gleichungen  L  ss  o-,  L^  ss  o  sind , 
und  soll  eben  so  der  zweyte  Punkt  auf  der  Linie  L"  =  o , 
L"^  =  o  und  der  dritte  auf  der  Linie  L*''  =  05  L^  =  o  I^leiben, 
so  werden  diese  sechs  Gleichungen  yerbunden  onit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (Y^  ebenfalls  hinreichen ,  die  neun  Goor- 
^din^ten  x  x^..,  • «  und  die  sechs  Gröfsen  X  X^«  •  •'  X^  zu  bestimmen, 
imd  also  das  Problem  yoUständig  aufzulösen  u«  s.  £>  für  ähnliche 
Fälle; 

lILDas  in  IL  gezeigte  Verfahren,  auf  die  Nebenbedingungen 
der  Aufgabe  Rücksicht  zu  nehmen ,  hat  noch  den  Yörtheil ,  dafs 
les  zugleich  die  Wirkungen  und  Gegenwirkungen  angibt ,  welche 
aus  diesen  Bedingungen  auf  die  Punkte  des  Systenua  entspringen« 

Da  nämlich,  nach  dem  y<>rher gehenden  9  die  Gt^öfse  dp  den 
klemeii  Raum  bezeichnet,  welchen  der  Punkt,  auf  den  die  Kraft 
P  wirkt ,  nach  der  Richtung  dieser  Kraft  im  ersten  Augenblicke 
nach  der  Störung  des  Gleichgewichtes' zurücklegt,  so  wird,  wenn 
dp  =  o,ist^  dieser  Punkt  sich  nicht  anders,  als  blofs  in  einer 
Richtung  bewegen  können,  welche  senkrecht  auf  die  Richtung 
jener  Kraft  ist,  und  dp  =:.  o  wird  daher  die  Gleichung  einer 
Fläche  seyn,  auf  der  die  Richtung  der  Kraft  senkrecht  ist« 

Setzen  wir  umgekehrt  yoraus ,  dafs  die  Kraft  P  senkrecht 
aiifeiiie  FUche  wirke  ,  deren  Gleichung  ist 

'dL\    ,    '\     t^^\    -      •     ^^^^ 

\Ty) 

Damit  diese^  Gleichung  mit  der  folgenden 

(^"•^)  d^  +  (y — b)  dy  +  (z — c)  dz  =  o 

welche  aus  der  Yoraussetznng  dp  =s  o  folgt,   zusammenfalle, 
wird  man  haben 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  rorhergehenden  Werthen 
von  p  und  dp  (J.  b.y^,  so  erhält  man 

A  ,  dL 

dp— , 


dL  =  o  oder  (^)  dx  +  (^)  dy  +  (-;^).dz  =  o. 


-a.(->.^.=(|>.-c  =  (-^ 


^fm^C^y<Ty 
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Wenn  also  die  Kraft  P  senkrecht  auf  die  Flache  dL  a  o  wirkt 
80  ist  das  Produkt  derselben  in  ihre  tirtuello  Geschwindigkeit   ' 


PdL 

Pdp  = 


Soll  daher  in  der  Gleichung  (Y)  die  Gleichung  dL  ss  o  die 
Bedingungsgleichung  des  Punktes  seyn,  dessen  Coordinaten  x  j 
z  sind ,  so  kann  man  dem  Gliede  ^dL  jener  Gleichung  auch  die 
Form  geben 

dL 

und  so  ist  klär,  dafs  dieses  Glied  XdL,  so  wie  die  yorhergehenden 
Pdp,  P^dp^*  •  • .  das  Produkt  einer  Kraft  in  ihre  yirtuelle  Geschwin« 
dtgkeit  Torstellt,  wo  die  yirluelle  Geschwindigkeit 

dL 


V(^y+(^)-+©' 


und  wo  die  Kraft 


VW+(^)'+(tJ* 


I 

sejn  wird ,    und  wo  endlich'  die  Richtung  dieser  Kraft  senkrecht 
auf  die  Fläche  dL  =  o  ist«  Dasselbe  wird  auch  yon  den  folgenden 

Gliedern  X^  dL' gelten.  JedeBedingiinsgleichung  ist  also  im* 

mer  einer  neuen  Kraft  gleichgeltend ,  die  nach  einer  gegebenen 
Bichtnng  an  das  System  angiebracht  wird ,  so  dafs ,  wenn  man 
diese  Kraft  auf  die  oben  gezeigte  Art  in  die  allgemeine  Gleichung 
(Y)  des  Gleichgewichtes  aufnimmt,  man  dann  das  ganze  System 
als  frey ,  oder  als  keiner  weiteren  aufseren  Bedingung  unterwor- 
fen annehmen  kann.  Eigentlich  drücken  diese  neuen  Kräfte  blofs 
den  Widerstand  oder  den  Druck  aus,  welchen  die  Punkte  des 
Systems  durch  die  Wirkung  dieser  aufseren  Bedingungen  eriah- 
i*en ,  und  es  ist ,  wie  oben  gesagt  wurde ,  ein  besonderer  Vor« 
theil  dieser  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten ,  dafs  sie 
uns  zugleich  den  Werth  oder  die  Gröfse  dieses  Widerstandes 
geben. 

f  ff*  7- 

Suchen  wit  das  Gleichgewicht  eines  Systems  yon  mehreren 
Körpern  oder  Punkten ,   die  auf  irgend  eine  Art  unter  einander 


! 
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verboiiden  sind,  und  aaf  welche  mehrere  ihrer  Gröfae  und  Rich- 
tung nach  gegebene  Kräfte  wirken. 

Sind  P,  P',  P'^.*.  dicsÄ-flräfte ,  und  p,  p',  p"....  die  Rich- 
tungen derselben)  so  hat  jman,  wenn  keine  äufseren Bedingungen, 
die  Bewegung  der  Punkte  beschränken,  nach  den  Gleichungen 
(IV)  oder  (V)  für  das  Gleichgewicht 

o  =  Pdp  +  P'dp/  +  P"dp"  + 

Sind  aber  xyz  die  drej  Coordinaten  des  ersten  dieser  Punkte , 
x'  j/  z'  die  des  zweyten  u.  f*  sind  eben  so  a  b  c  die  den  yorigen 
parallelen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kraft  P ,  und  eben 
so  a^  b'  c^  für  P^  u.  f.  so  hat  man 

pa  =(x— a)»+(y—  b)«+(z— c)» 

p/a  r=  (x/— aO'  +  (y'— b')*  +(z'— c')'  u.  f. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  dieser 
Funkte  selbst,  z.  B*  in  den  ersten,  und  bezeichnet  die  von 
diesem  an  gezählten  Coordinaten  der  anderen  Punkte  durch 
I  V  ( f  S'  ^^  V  ^>  ^*  so  kann  man  annehmen 

X'   =x+t  y/  =:y  +  u  z'=:z  +  ^ 

x'/=x4-|'         y//  =  y  +  ü'         z^^=iZ'i-l^f  u.f. 

Nennt  man  endlich  wie  in  ^.  4.  a  J3  «y^  die  Winkel  der  Linie  p 
mit  den  Achsen  der  xyz,  und  a^  ß^  <y^  die  Winkel  der  Linie  p' 
mit  denselben  Achsen  u.  s*  w.  so  hat  man 

dp    =  dx  Cos  c6  -j-  dyCosß  +  dz  Cos  «y 

dp'  =  (dx  +  d|)  Cos  «/  4-  (dy  -+-  du)  Cos  |3'  +  (dz  -+-  d^)  Cos  7' 

dp''=  (dx+d|OCos«"+(dy+dwOCosß/'+(clz  +  d^'ÖCos«y"  u.f. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  dp,  dp^  dp^^««.  in  der  yor- 
hergehenden  Gleichung  des  Gleichgewichtes,  soerUält  man,  wenn 
man  die  Gröfse  P  Cos  a  +  P'  Cos  a'  +  P"  Cos  «''  +  .••  der  Kürze 
wegen  durch  2JV  Cos  a  bezeichnet 

o  =  dx«2;P  Cos«  +  dy*2PCosß+dz.  2PCos<y  ^ 

4-  dg*  P'  Cos  af  4-dy.  P/  Cos  ß^  +  A^  P'  Cos  V  MVO 

+  d|'.  P"  Cos  «''  +  du/.  P//  Cos  ß"  +  d^/.  P//  Cos  ^"  + .  •  •  J 

Da  wir  nun  im  Allgemeinen  dieGröfsen  dp,  dp^*.  dx,  dy,  dz«^  • 
df,  du,  d^.  w  als  von. einander  unabhängig  betrachten ^  wenn  uns 
nicht  durch  die  besonderen  Bedingungen  der  Aufgabe  ein  Gesetz 
der  Abhängigkeit  dieser  Grölsen  gegeben  wird,  so  kann  der 
letzten  Gleichung  nur  dann  genug  geschehen  ^  wenn  wir  jedes 
Glied  derselben  für  sich  gleich  Null  setzen*  Die  ersteh  drey 
Glieder  geben  so 

o  =  dx.  2iP  Cos  Ci 

o  Ä,dy*  2PCosß 

o  SB  dz.  2P  Cos  7 


Ist  also  das  System  frey,  oder  jeder  Punkt  desselben  naeh  der 
Bichtttng  der  drey  Coordinaten  gleich  beweglich,  so  können  die 
Gröfsen  dx ,  dy ,  dz  nicht  gleich  Null  seyn ,  oder  den  letzten  drey 
Gleichungen  kann  nur  dann  genug  geschehen ,  wenn  man  hat 

o  s  2P  Cos  al 
o  =  2PCosi8l(A) 
osa2PCosiyJ 

und  da  diese  drey  Gleichungen  (A)  von  der  Figur  und  der  beson* 
deren  Art  des  Zusammenhanges  des  Systemes  unabhängig  sind , 
so  sind  sie  zugleich  die  gesuchten  allgemeinen  Bedin- 
gungsgleichungen des  Gleichgewichtes« 

Die  übrigen  aus  jener  Hauptgleichung  folgenden  Bedingungs* 
gleichungen  o  s=  d|*  P^Cos  «',  o=dv.  P'  Cos  ß^  u*  s«  w.  hängen 
Ton  den  relativen  Coordinaten  I  v  ^9  S'  u'  ^^*  •  •  der  andern  Punk- 
te ^-egen  den  ersten«  also  Ton  der  Figur  des  Systemes  ab,  und 
ihnen  wird  daher  nach  den  gegebenen  Bedingungen  des  Zusam* 
inenhanges  des  Systemes  zu  genügen  seyn.  Ist  z.  B.  die  Figur , 
wie  bey  festen  Korpern ,  unveränderlich ,  so  sind  {  «^  ^5  f '  w'  ^' .  • ; 
constante  Gröfsen,  also  df  =  o,  du  =  o  u. f*  daher  in  diesem 
Falle  diese  Gleichungen  von  selbst  aus  der  Grundbedingung  des 
Gleichgewichtes  verschwinden« 

L  Dieselben  Gleichungen  (A)  gelten  auch  dann  noch ,  wenn 
man  das  Gleichgeivicht  eines  einzigen  Punktes  sucht,  aufwei- 
chen mehrere  Kräfte  P  P'  P". ...  in  den  Richtungen  p  p'  p", . » 
wirken,  da  man  für  diesen  Fall  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
nur  die  x'  y'  z'  und  die  x'^  y"  z". . . .  gleich  x  y  z  setzen ,  oder 
die  i  V  ^  {^  • .  gleich  Null  annehmen  darf. 

IL  Sind  die  Richtungen  aller  Kräfte  P  P'  P'^ . .  unter  sich 
parallel,  so  ist «  =  a^  r=:  a^^....  ß  =  ß^  =  ß^^...,  und  <y  ss  cy' 
=>  «y<^« « •  und  die  drey  Gleichungen  (A)  des  Gleichgewichts  ge- 
hen in  folgende  einzelne  über 

o  =  P  +  P'  +  P"+.  .  . 

oder  in  diesem  Falle  muls  die  Summe  der  parallelen  Kräfte  gleich 
Null  seyn ,  wenn  Gleichgewicht  statt  haben  &0II.  Eben  so  zei- 
gen die  allgemeinen  Gleichungen  (A)  die  man  auch  so  ausdrü- 
cken kann« 

o  =:  P  Cos  a  -f-  P/  Cos  ui  +  P"  Cos  a"  +^ 

o.  =  P  Cos  ß  +  P'  <Jo«  ß'  +  P"  Cos  ß'/  +  l(A) 
o  Ä'P  Cos  7  +  P/  Cos  Y+  P"  Cos  «>''  +  J 

dafs  überhaupt,  welche  Richtungen  auch  immer  die  Kräfte 
P  P^P^^...  haben  mögen,  die  Summe  der  Projectionen  der 
Kräfte  nach  der  Richtung  von  drey  unter  einander  senkrechten 
Achsen ,  jede  für  sich  gleich  Null  seyn  mufs ,  wenn  Gleichge- 
wicht statt  haben  soll. 
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.  §.  (3.   ^ 

Diese  Gleichaogen  (A)  enthalten  also  die  Bedingung,  die 
statt  haben  mufs,  wenn  das  System  keine  fortscli reitende 
Bewegung  im  Räume  haben  soIL  Allein  dann  kann  das  System 
doch  noch  eine  drehende  Bewegung. um  einen  seiner  Punkte 
haben ,  und  es  Ist  daher  noch  übrig  ^  auch  die  Bedingung  dieser 
letzten  Bewegung  zu  suchen. 

Nehmen  wir  an ,  das  Sy stein  soll  sich  frey  um  eine  der  drey 
Goordinatenachsieu ,  z.B.  um  die  Achse  der  z  drehen ,  und.  su- 
chen wir  die  Bedingung ,  welche  dann  statt  haben  mufs» 

Nennt  man  r  r'  r'^  die  auf  die  Ebene  der  xy  pro^icirten  Ent- 
fernungen der  Punkte  des  Systems  von  dem  An&nge  der  Coor- 
dinaten,  und  n  n^  n'^  die  Winkel  dieser  Entfernungen  mit  der 
Achse  der  x,  so  hat  man 

x=  r  Cos  n         x'  ==  r'  Cos  n'       ^ 

y  =  r  Sitt  n         y/  «  r'  Sin  n'  "*  *        ,  » 

Da  bey  eiber  Drehung  des  'Systems  um  die  Achse  der  z  die 
Gröfsen  r  r'  r'^..  constant  bleiben,  und  alle  Winkel  n  n^  n''. .. 
sich  um  dieselbe  Gröfse ,  die  wir  dn  nennen  wollen ,  ändern , 
so  hat  man  für  die  durch  diese  Drehung  erzeugten  Aenderungen 
der  rechtwinktichten  Coordinaten 

* 

dx  s&  —  ydn         dx'  =  —  y'dn       « 
dy  =        xdn         dy'  =         x'dn  "*  '^ 

Wenn  also  das  System  sich  frey  um  die  Achse  der  z  drehen  soll , 
so  wird  der  Winkel  n  unabhängig  von  den  inneren  Bedingungen 
de  8  Systems,  und  daher  seine  Aenderung  dn  ganz  willkührlich  blei-« 
ben ,  woraus  folgt ,  dafs  in  der  allgemeinen  Gleichung  o  =:  Pdp 
-{-  P'dp'-J"»*-  <ic*  Gleichgewichtes  diejenigen  Glieder,  welche 
in  dn  muUiplicirt  sind,  zusammen  gleich  Null  seyn  müssen.  Diese 
Gliedet  aber  lassen  sich  offenbar  durch  die  Gröfse  Ndn  darstel- 
len ,*  wenn  man  setzt 


'•:=Kl)+-C©  +  -0 


+     •     .     • 


Um  diesen  Werth  von  N  näher  zu  bestimmen,  hat  man  durch 
die  in  J.  7.  gegebenen  Werlhe  yon  p*  p'». ..  wenn  man  die  dort 
angenommenen  Bezeichnungen  beybehält , 

pdp    s=.  (x — a)  dx  +  (y  —  b)  dy 

p'dp'ss  (x'— aO  dx'  +  (y'— b')  dy'  ti.  f. 

oder  wenn  man  die  Torhergehenden  Ausdrücke  yon  dx ,    dy.  •  • 
substituirt , 

(dpN   __^   37 — hx     /dp'N         giy'—hfx'    u.f.  und  daher 
d^J  i>      '    KdnJ  "^         p' 

N  =  £  (ay-bx)-i- L' (a'y'-b'xO  +  • .  ^ . 
,p  pr 
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Setzt  man  aber  wie  zuyor 

X  —  a  =  p  Cos  (i 
y  —  b  =  p  Cos  ß 

lind  '  X  =  P  Cos  u 

T=PCosi3 

und  eben  so  für  die  übrigen  Punkte  und  Kräfte  des  Sf  stems 

X'— ^a'  =s  p'  Cos  «',  X'  =  P'  Cos  a^  n.  f. 

so  erhält'  man 

N  =  (xY—yX)  +  (x/Y'  — yXO  +  (x/'Y"— j  'X'O  +  ,,. 

oder,  wie  man  dieses  der  Kürze  wegen  ausdruckt 

N  ä=  Z.  (xY  — yX) 

und  N  =  o  ist  daher  die  gesuchte  Bedingungsgleiehung  der  unge- 
hinderten Brehung  des  Systems  um  die  Achse  der  z.  Setzt  man 
eben  so  ^ 

M  =  2(zX  — xZ)  und  L  =\2(yZ  — zY) 

so  istM  =  o  die  Bedingung  für  die  freye  Drehung  des  Systems 
um  die  Achse  der  y ,  und  L  =  o  um  die  Achse  der  x* 

Soll  daher  das  System  sich  um  jede  dieser  drey  Achsen,  oder 
soll  es  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  jeder  tVich- 
tung  ungehindert  drehen  können ,  so  müssen  die  folgenden  drey 
Gleichungen  statt  haben 

o  =  2(xY  — yX)) 
o  »=2;(zX-xZ)\(B) 
o  =  2(yZ  — zY)J 

Setzt  man  wieder  wie  zuyor  X  =  P  Cos  « ,  Y  =  P  Cos  ß  ♦ 
Z  s=  P  Cds  y  und  X'  =  P'  Cos  a'  u.  f.  so  lassen  sich  die  letzten  Glei* 
changen  auch  so  ausdrücken 

o  =  -2-.  P  (x  Cos  ß  — y  Cos  «)  1 

o  =  -2*.  P  (z  Cos  «  — X  Cöd  V)  J>  i  •  (B) 

o  =  -2.  P  (y  Cos  cy  —  z  Coa  ß)  J 

wo^.P  (xCosß  — y  Cos  a)  =  P  (x  Cosß  — yCosa) 
+  P'(x'Cosß'— y'Cosa')-|^P"(x//Cosß"— y"Cosa")+  u.  f* 

Das  Daseyn  der  Gleichungen  (A)  des  §•  7.  zeigt  also,  dafs  in  dem 
System  keine  fortschreitende  Bewegung ,  und  das  der  Gleichun- 
gen (B) ,  dafs  in  demselben  auch  keine  drehende  Bewegung  statt 
nahe. 

Man  nennt  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  ge- 
gebene gerade  Linie ,  das  Product  dieser  Kraft  nach  der  Rich- 
tung einer  auf  jener  Linie  senkrechten  Ebene  zerlegt,  multipli- 
cirl  in  die  Länge  ihres  Hebelarmes,  d.  h.  niultiplicirt  in  das  Loth, 
welches  von  jener  Linie  in  derselben  Ebene  auf  die  Richtung  der 
Kraft  gefällt  wird;  Denn  nur  yon  diesem  Produkte  hängt  die  ei- 
gentliche Wirkung  einer  Rraft  ab .  ^ai  das  System  um  jene  gfe- 
IIL  B 


gebene  gerade  Linie  als  Achse  zu  drehen,  "weil,  ivenn  man  sie 
in  zwey  Üräff  e  zerlegt^  deren  die  eine  parallel  mit  der  Achse,  und 
die  andere  in  einer  auf  diese  Achse  senkrechten  Ebene  liegt,  of* 
fenbar  nur  die  letzte  eine  Rotation  um  jene  Achse  heryorbringen 
kann«  Nun  ist  der  Ausdruck  xY  —  yX  oder  x.  P  Cos/3  —  y.  P  Cos  a 
•  nichts  anders,  als  das  Moment  der  Kraft  P  in  Beziehung  auf  die 
Achse  der  z,  nach  der  Torhergehenden  Erklärung  dieses  Aus- 
druckes ,  wo  der  zweyte  Theil  negativ  ist,  weil  die  Kraft P Cos«* 
das  System  um  die  Achse  der  z  in  einer  Richtung  zu  drehen 
strebt,  welche  der  Bichtung  derjenigen  Drehung  ,  die  aus  der 
Kraft  PCos/^  um  dieselbe  Achse  entsteht,  entgegengesetzt  ist« 
Die  erste  der  Gleichungen  (B)  sagt  daher  ,  dafs  die  Stimme  der 
Momente  aller  Kräfte ,  das  System  um  die  Achse  der  z  zu  dre- 
hen, gleich  Null  ist,  und  ähnliche  Sätze  drücken  die  zweyte  und 
dritte  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die  Achse  der  y  und 
der  X  aus, 

,  Bisher  haben  wir  nur  ein  System  yon  mehreren  Punkten 
betrachtet,  welche  unter  sich  auf  irgend  eine  Art  verbunden  sind. 
Um  das  Vorhergehende  auch  auf  solide  Körper  anzuwenden ,  be- 
trachten wir  diese  als  Systeme  unendlich  nahe  an  einander  lie- 
gender Punkte ,  die  wir,  als  Massenelemente  von  der  Differen- 
tialform dx  •  dy  •  dz  durch  die  Gröfse  dm  bezeichnen  wollen.  Da 
man  nun  nach  dem  Geiste  der  Differentialrechnung  die  ganze 
Masse  m  eines  Körpers ,'  als  aus  unendlich  vielen  Elementen  zu- 
sammengesetzt betrachtet,  so  wird  man  jede  derKräfePP'P".  .#• 
die  man  als  an  eines  dieser  Elemente  angebracht  voraussetzt, 
durch  dieses  Element  nuiltipliciren,  so  dafsPdm,  P^dm',P^^dm'^.,. 
die  Kräfte  ausdrücken,  welche  auf  das  Element  dm,  dm^,  dm^^... 
des  Körpers  m  nach  den  Richtungen  p,  p',  p".  •.  wirken. 

Es  sind  aber  hier  eigentlich  zwey  verschiedene  Arten  von 
Differentialien  zu  betrachten.  Die  einen  oder  die  sogenannten 
geometrischen  Differentialien  beziehen  sich  blofs  auf  die 
Ausdehnung  des  Körpers,  auf  die  verschiedenen  Elemente,  aus 
denen  er  besteht.  Die  andern  aber,  oder  die  mechanischen 
Differentialien,  sind  von  der  Ausdehnung  und  Gestalt  des  Kör- 
pers ganz  unabhängig,  und  beziehen  sich  blofs  auf  die  unendlich 
kleinen  Bäume,  welche  jedes  Element  des  Körpers  in  einem  jeden 
Augenblicke  durch  die  Wirkung  der  auf  dasselbe  angebrachten 
Kräfte  zurücklegt.  "Wir  wollen  jene  durch  d  und  diese  durch  ^ 
bezeichnen.  Diefs  vorausgesetzt  wird  also  die  allgemeine  Glei- 
chung des  Gleichgewichts  eines  Elementes  dm  des  Körpers  seya 

o  =;  (Pip  -I-  P'iSp'  +  P"^"  +  •  vO  dm 

und  so  für  alle  übrigen  Elemente« 

Sucht  man  daher  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  für 
all  e  Elemente  ,  oder  für  den  ganzen  Körper,  so  wird  man  nach 
dem  Geiste  der  Integralrochnuug  das  Integral  des  vorhergehen« 


>9 
den  Ansdrnche»  in  Beziehung  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers  zu 
nehmen  haben.  Bezeichnet  man  dieses  Integral  mit  8  so  wird 
die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  sejn  ' 

o  =  S.  (P^p  +  V'S'pi  +  P//5>/p//4. )  am 

Wir  bemerken  hier ,  dafs  wir  von  nun  an  durch  das  Integralzci- 
chen  8  dasjenige  yerstehen,  welches  sich  auf  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezieht,  währepd  wir  durch/die  gewöliulichen  unbe- 
stimmten Integralien  bezeichnen  wollen. 

«  -fl'  r®*;^,^ "„1^""  T^'®.'*^'"  ""^  ''"f  ^«"  Körper  m  wirkenden 
Kratte  P,  P',  P"        ,n  drey  andere  XYZ  nach  den  fiichtunacen 

der  drey  Achsen  der. Coordinaten  aufgelöst,  und  sind  ,  wie  in 
S|.6.  H.  L  =  o,  M  =  o...  die  besonderen Kedingungseleichun- 
gen,  welchen  die  Bewegung  des  Körpers  unterworfen sevn  soll; 
sind  ferner  eben  soX'Y/Z'  die  parallel  mit  den  Coordinatenachsen 
auf  den  Korper  m'  wirkenden  Kräfte ,  und  L'  =  o ,  M'  =  o  .  die 
Bedingungen,  vrelchen  dieser  Körper  unterworfen  ist,  iL "s.  f. 
für  die  übrigen,  so  ist  die  Gleichung,  die  'statt  haben  mufs,  wenn 
das  System  dieser  Körper  m,  m',  m"....  im  Gleichgewichte 
seyn  soll,  folgende; 


=M( 


''*"+>©+'•©+•  ■■)'' 


joKfiK^  fxj.. . ,  unbestimmte  Gpofsen  sipd,  und  wo  die  Gröfsen 
^x,  tty,  &,  dk',...  aU  Ton  einander  unabhängig  zu  betrachten  sind, 
daher  die  in  sie  multiplizirten  Gröfsen  jede  für  sich  gleich  Null 
gesetzt  werden  mufs,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  erhält, 
als  man  Gröfsen  Ä  ,  8y  ,  ^z ,  6x^. . . .  hat, 

II.  Ist  nur  ein  Körper  zu  betrachten ,  auf  welchen  die  senk- 
rechten Kräfte  XYZ  wirken ,  und  sind  L  =  o  M  =  o  die  be- 
sonderen Bcdingungsgleichungen ,  dfenen  die  Bewegung  diese* 
Körpers  unterworfen  sejn  soll.;  sind  z.  B.  L  =  o ,  M  =  o  die 
zwejr  Gleichungen   einer  Gurre  von   doppelter  Krümmung ,   auf 

B  a 
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welcher  der  Körper  zu  bleiben  gezwungen  seyn  soll,  so  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  fortschrei- 
tende Bewegung 


„.sf^a„  +  x  (-)+.(-)) 

.Soll  aber  der  Körper  gezwungen  seyn  auf  der  Fläche  zu  bleiben  ^ 
deren  Gleichung  L  =3  o  ist ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes 

„  =  s[Td„+xQ) 
o  =  S  fz..  +  X  (^Jj 

I 

Ist  endlich  der  Körper  keinen  besonderen  Bedingungen  unterwor- 
fen ,  sondern  ganz  frey ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes 

o  =  S  Xdm 

o  =  S  Tdm 

o  =  S  Zdm 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  endlich  in  Beziehung  auf 
drehende  Bewegung  sind  nach  J.  8.  (B) 

o  =  S  (xY  —  yX)  dm 

o  =  S  (zX  —  xZ)  dm 

o  =  S  (yZ  —  z7)  dm 

J.  10. 

Wenn  man  irt  den  Gleichungen  (B)  des  Ä.  8.  die  Werthe  Ton 
X  =  PCos«,  Y  =  PCosß,  2  =PCoscy,  X^  =;=  P/Cosa/. ... 
wieder  herstellt ,  und  der  Kürze  wegen  P  x  Cos  ß  -^  P'x'  Cos  ß^ 
+]f"x/'  Cosß"4-.. . .  gleich  2Px  Cos  ß  setzt  u.  f, ,  so  hat  man 
für  diese  Bedingungsgleichungen  der  drehenden  Bewegung 

O   =   2  Px  Cos  ß  —  2  Py  Cos  a1 
o  =  2  Pz  Cos  a  —  2  Px  Cos  0^  X- 
o  =  2  Py  Cos  «y  —  2  Pz  Cos  ß) 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  alle  Kräfte  P,  P/,  P'/. ,.,  in  unter  ein- 
ander   parallelen  Biichtungen    wirken ,    so   ist  a  =  «/=«''.,.  * 
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ßszßfssi  ]3".  •  ♦  ♦  und  ry  =  cy'=  <y". . . «  und  die  vorhergehenden  drej 
Gleichungen  gehen  in  folgende  üher 

o   =  Cos  ß  2  Px  —  Go8  a  S  PyV 

O    =    Cos   «    2   Pz    —    Cos   cy    2    Px  |> 

o  =  Cos  7  2  Py  —  Cos  ß  2  Pz  J 

wo  wieder  TPx  ==  P  x  +  P'x'  +  P"x"  -f-*  -•  n.  f.  ist' 
Da  man  aber  auch  die  Gleichung  Cos'  a  +  Cos'  ß  +  Cos*  <y  =  i 
hat ,  so  hann  man  durch  die  vier  letzteifGleichungen  die  Werthe 
der  Winkel  et  ß  cy  bestimmen.    Man  erhält  so ,    wenn  man   der 
Kürze  wegen 

(2  Px)«  +  (2  Py)»  +  (2  ?zy  =  M^  setzt 

2Px 
Cos  a  2= 


Cos  ß=^ 


Cos  <y  = 


'M 
2Py 
M 
2Pz 

M 


Ist  also  die  Lage  der  Körper  des  Systems  in  Beziehung  auf  drey 
senkrechte  Achsen  gegeben ,  und  soll  alle  drehende  Bewegung 
des  Systems  aufgehoben  oder  unmöglich  seyn ,  so  mufs  das  Sy- 
stem in  Beziehung  auf  die  gemeinschaftliche  Richtung  aller  pa* 
rallelen  Kräfte  so  gestellt  werden ,  dafs  diesö  Richtung  mit  jenen 
drey  Achsen  die  durch  die  letzten  Gleichungen  angezeigten  Win- 
kel «  ß  y  bilde*    ' 

L  Wenn  die  Gröfsen  -5'Px,  -^-Py,  -^-Pz  jede  für  sich 
gleich  Null  sind  ,  so  bleiben  die  Winkel  a  ß  <y  unbestimmt ,  und 
die  Lage  des  Systems  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der  Kräfte 
kann  welche  immer  seyn.  Daraus  folgt  der  Satz  :  Wenn  die  Summe 
der  Producte  von  parallelen  Kräften  in  ihre  Entfernungen  von 
d^ey  senkrechten  Ebenen ,  in  Beziehung  auf  jede  dieser  drey  Ebe- 
nen gleich  Null  ist ,  so  wird  die  Wirkung  dieser  Kräfte ,  um  das 
Systenium  den  gemeinschattlichen  Durchschnittspunkt  dieser  drey 
Kbenen  zu  drehen ,  aufgehoben ,  oder  es  kann  keine  Drehung  um 
diesen  Dui*chschnittspunkt  statt  haben.  Man  nennt  diesen  Punkt 
denSchwerpunkt  des  Systems,  weil  die  Schwere  bekanntlich 
auch  unter  parallelen  Richtungen  wirkt. 

Um  den  Ort  des  Schwerpunktes  zu  bestimmen,  hat  man  also 
die  drey  Gleichungen 

o  =  2  Px     o  =  2  Py     o  =  2  Pz 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  o  ==?  Px  -f.  P'x'  -j-  P"  x"  + 
Sind  aber  a  b  c  die  drey  Coordinaten  des  Schwerpunktes  ,  und 
bezieht  man  jeden  andern  Punkt  des  Systems  auf  diesen  durch 
die  Coordinaten 
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x  =  a  +  l9  y  =  b  +  u,  2  =  c  +  ^,  x'  =  a^:-{^  x"  =  a;4- |"u.f. 
60  gibt  die  letzte  Gleichung 

o  =  P(a  +  f)  +  P'(a  +  ?0  +  P"(a  +  |")+  oder 
o  =  a  2P  +  2P| 

also  hat  man ,   wenn  man  a  negativ  und  ss  —  X  ,   und  b  =  — Y , 
c  =  —  Z  nimmt . 

X  -    2P^      AU  \ 

■*•  —  -^p  [und  eben  so  \ 

Z   =   ^^ 

2P  J 

Sind  also  die  Entfernungen  |,  u,  J,  ?'..••  gegeben  oder  will- 
kührlich  angenommen ,  so  bestimmen  die  drey  letzten  Gleiohun* 
gen  die  gesuchten  Coordinaten  X  Y  Z  des  Schwerpunlvtes. 

ir.  Ist  das  System  ein  Köt>per ,   und  dm  das  Element  seiner 
Masse ,    so  gehen  diese  Gleichungen  nach  j^.  i).  in  folgende  über : 

^  _^   SPxdm     y  _  SPydm    ^  _  SPzdm 
SPdm  ~"    SPdm        ""  SPdm 

Betrachtet  man  dann  P  als  constant ,  ^reiches  bey  der  Schwere 
der  Fall  ist ,  so  hat  man 

-^         Sxdm     ^        Sydm     »        Szdm 
m  m  m 

Ist  also  Sxdm  s=  o  und  Sydm  =  o ,  so  ist  der  Schwerpunkt  in 
der  Achse  der  z;  ist  Sxdm  =  o.und  Szdm  =  o,  so  ist  er  in 
der  Achse  der  y  u^  f.  und  sind  alle  diese  drey  Integralien  gleich 
Null ,  so  ist  der  Schwerpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten* 

III.  Für  eine  krumme  Linie  von  doppelter  Krümmung  ist 
dm  =  \/dx«  +  dy»  +  dz«  =.  ds ,  wo  ds  ein  Element  ihres  Bo- 
gens  bezeichnet ,  also  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes dieser  Linie 

Y  ^  Sxds 


Y  = 


Z  ^ 


s 
Syds 

s 
Szds 

s 


IV.  Für  die  Fläche  einer  ebenen  Curve ,  wenn  diese  Fläche 
durch  die  Achse  derAbscissen  x  begränzt  ist,  wird  m  =  Sydxalso 
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X=>^Y:==*//;iiundZ==o 

V.  Tür  die    Oberfläche    eines    Körpers,    deren  Gleichung 
dz  =s  pdx  -f-  qdy  ist,    hat  man,    wenn  man  der  Kürze  wegen 

r  =  \Ai'  +  P*  +  q'  setzt,  m  szjfjfrAxäy  also  auch 

X  _  j^rx  dx  dy    Y  _  //"ry  dx  dy     ^  _  ^rzdxdy 
/JTrdxdy  ^rdxdy  //rdxdy 

Für  die  Oberfläche  eines  Körpers ,   welcher  durch  Umdrehung 
einer  ebenen  Curye  um  die  Ach&e  der  x  entstanden  ist,  hat  man 

m  =^  9  nfy  y/  dx'  +dy»  wo  w  =  3.  i4i59 .  • .  also 


/xvv/ dr-  -+  dv»  i  v         «- 

X  =  '    ^  ^  ^     •       und  Y  =  Z  ±=.  o 

/y    V'dx»  +dy' 
VI.  Für  einen  Soliden  Körper  endlich  ist  m  =  ,^//dx  dy  dz  also 

Y  _    //Axdxdydz     y  _  /ffydxdydz     ^  ^  JffzAxAyAz 
-  \//>'dxdydz    '         "^   J/Jdxdydz   '         ^    /jydxdyd/ 

Vorausgesetzt,  dafs  der  Körper  in  allen  seinen Thcilen  homogen 
oderyon  gleicher  Dichte  ist*  Hat  diese  Voraussetzung  nicht  statt, 
und  ist  f ,  eine  Function  von  x  y  z,  die  yeränderliche  Dichte  des 
Körpers,  so  wird  man  in  den  drey  letzten  Gleichungen  statt  dx 
blofs  ^dx  setzen« 

Ist  endlich  der  Körper  durch  Umdrehung  einer  Curve  um 
die  Achse'  der  x  entstanden,  so  hat  man 

V        fy*  xdx        ,  __        „ 
X  -=  •/ 5^-,^  und  Y  =  Z  =  o. 
/y«  dx 

Indem  wir  .nun  zu  einigen  Anwendungen,  des  Vorhergehen- 
den übergehen,  wollen  wir  zuerst  annahmen,  dafs  eine  Anzahl 
von  Kräften  P  P' P''. .. .  nach  verschiedenen  Richtungen  auf  einen 
Punkt  wirken;  und  dafs  der  Punkt  gezwungen  ist  auf  einer  gege- 
benen Fläche  zu  bleiben«  Man  suche  seinen  Ort  auf  dieser  Fläche 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts. 

Reducirt  man  alle  diese  Kräfte  auf  drey  andereXYZ  (nach 
^*  40  die  den  drey  Achsen  der  Coordinaten  x  y  z  parallel  sind , 
so  hat  man  nach  der  Gleichung  (IV)  des  §.  6^ 

o  =Xdx        +    Ydy.     +    Zdz 
Sey  L  =  o  oder  ^^)  dx-f-  (^)  dy  +  (^^  dz  =  o 

die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche ,  so  werden  die  Gleichun- 
gen des  Gleichgewichtes  nach  J.  6.  I  seyn : 


o  =    Xdx      +      Ydy      +      Zdz 

Eliminirt  man  daheraus  diesen  zwey  Gleichungen  eine  derGrÖfsen 
dx ,  dj  ,  dz ,  z.  B«  die  erste  ,  so  erhält  man 

und  da  in  diesem  Ausdrucke  die  Gröfsen  dyund  dz  von  einander 
unabhängig  sind ,  so  wird  das  Gleichgewicht  des  Punktes  durch 
folgende  zwcy  Gleichungen  bestimmt  werden 


^)-H%)-\ 


z  frr)-x/'^^=.o 


©- 


Vdz/ 


und  diese  beyden  Gleichungen  verbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  reichen  hm,  den  Ort  des  Körpers  auf  der  Fläche, 
oder  die  Coordinaten  x  j  z  desselben  durch  Elimination  zu, be- 
stimmen* 

L  Statt  diesem  Verfahren  kann  man  aber  noch  einfacher  die 
in  §.  6.  II  gegebene  Methode  anwenden ,  wodurch  man  sofort  für 
die  gesuchte  Gleichung  des  Gleichgewichts  erhält  (GL  Y) 

.  =  Xd,  +  Ydy  +  Z^  +  .  [(fj  d.+  (ät)  dy+  (^  ä.] 

und  da  in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  dx ,  dy ,  dz  von  einande  r 
unabhängig  sind,  weil  man  in  ihr  auf  die  Bedingung  der  Aufgabe, 
dafs  der  Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche  bleiben  soll,  schon  Rück- 
sicht genommen  hat ;  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht  folgen-« 
de  Gleichungen : 


Eliminirt  man  aber  aus  diesen  drey  Gleichungen  den  unbestimmten 
Coofficienten  "h ,  so  erhält  man  die  vorigen  Gleichungen  wieder. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt  zugleich  (g.  6.  III),  dafs  der  Wie- 
derstand,  welchen  die  Fläche  dem  Körper  entgegensetzt,  oder 
dafs  der  Druck  des  Körpers  ge^en  die  Fläche  gleich 


a5 


V^ 


ist,  .80  ist  dieser  Druck,  welchen  der  Körper  in  einer  auf  die 
Fläche  senkrechten  Richtung  ausübt ,  gleich  * 

Kx»  +  Y»  -f-  z» 

II«  Wäre  der  Korper  gezwungen ,  auf  einer  -krummen  Linie 
Yon  doppelter  Krümmung  zu  bleiben,  deren  Gleichungen, dL  ss  o, 
dM  =  o  sind ,  so  ist  für  das  Gleichgewicht 

welcher  Ausdruck  folgenden  drey  Gleichungen  gleichgeltend  ist 

Eliminirt  man  aus  diesen  dre^  Gleichungen  die  zwey  unbestimm- 
ten Gröf sen  X  und  h^ ,  so  erhält  man 

und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  den  zwey' gegebenen  Glei- 
chungen dL=:o  dM  ==:  o,  reicht  hin,  den  Werth  yon  x  y  z  für 
das  Gleichgewicht  zu  finden.  Da  endlich  jede  der  zwey  Gleichun« 
gen  dL  =  o.  dM  ?=  o  für  eine  Fläche  gehört ,  deren  Durchschnitt 
die  gegebene  krumme  Linie  ist ,  so  ist  der  Druck  des  Körpers 
auf  die  erste  Fläche 
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und  auf  die  zweyte 

Um  einige  besondere  Fälle  der  letzten  Aufgabe  näher  zu  be- 
trachten ,  wollen  wir  annehmen  ,  dafs 

!♦  auf  einen  Punkt  die  drey  constanten  Kräfte  X  =  —  a , 
T  = — b,  Z  =  — c  in  senkrechten  Richtungen  wirken,  und  dafs 
der  Punkt  gezwungen  sey,  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu 
bleiben. 

Ist  r  der  Halbmesser  einer  Kugel ,  so  ist  ihre  Gleichung 

L=o=x«+y«+z» — r* 

also  die  beyden  Gleichungen  des  ^*  11« 

o  =  ay  —  bx 
o  =  az  —  ex 

Sucht  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Werthe  TOn 
'  X  j  Zj  so  erhält  man    • 

ar  br  er 

X  =  .ys= — :zzizziiiiiiizr  *  zss  — 

Ka*+'b«+c«  '         \/a«  +  b«  +  c»'  V/a»+b«+c» 

und  diese  Coordinaten  geben  den  Ort  der  Oberfläche  der  Kugel 
an,  in  welchem  der  Körper  vormÖge  jener  drey  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte ist,  in  Ruhe  bleibt. 

Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Kugel  ist 

Ka»  +  b«  +  c» 

Wirkt  blofs  die  constante  Schwere  c  =  g  in  der  senkrechten  Rich- 
tung der  z  auf  den  Körper,  so  ist  a  =  b  =■  o,  also  auch  x  =  y  =  o 
und  z  =  +  *'»  sö  wie  der  Druck  gleich  g.  Der  Körper  ist  also  nur 
in  dem  höchsten  und  niedrigsten  Punkte  der  Kugel  im  Gleichge- 
wichte, nachdem  man  annimmt,  dafs  eine  der  Schwere  gleiche 
und  constante  Kraft  ihn  ab  -  oder  aufwärts  in  der  Richtung  der 
Achse  der  z  zu  bewegen  suöht« 

Umgekehrt ,  ist  die  Gleichung  der  Kagel  gegeben , 

L  =  o  =  x* -f-y«-f- z»  — r» 

und  Z  =  g  die  constante  Schwere ,  so  hat  man  für  das  Gleichge- 
wicht 

'  Xy— Tx==o 

Xz  —   gx  =:  O 

woraus  folgt ,  dafs  die  drey  Kräfte .  welche  einen  Punkt  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  im  Gleichgewichte  halten,  sind 


Z=g,  T  =  g.  ^,  X  = 


y  Y  ^  „   '^ 

o '  — ■ 

z  z 


^7 

Für  den  höchsten  und  tiefsten  Funkt  der  Kugel  ist  x  =  y  =  a^ 
alsojjauch  X=  Y  =  o  und  Z  =  g  wie  zuvor. 

n«  Auf  einen  Punkt  wirken  zwey  Kräfte  P  und  P^,  deren 
gegebene  Richtungen  beyde  in  einer  der  xz  parallelen  Ebene  lie* 
gen,  und  der  Punkt  soll  gezwungen  seyn  auf  einer  geraden  Linie 
zu  bleiben,  die  ebenfalls  in  einer  der  xz  parallelen  Ebene  liegt, 
und  mit  der  Ebene  der  xy  den  Winkel  n  bildet. 

Dicfs  vorausgesetzt  ist  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie, 
oder  vielmehr  die  Gleichung  einer  Ebene ,  die  auf  der  coordi- 
nirten  Ebene  der  xz  senkrecht  steht ,  und  gegen  die  Ebene  der 
xy  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist  < 

L  =  o  =s  X  Tang,  n  — z 

Da  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  P  und  P'  gegeben  sind, 
so  sey  «der  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  der  Achse  derx, 
und  a>'  der  Winkel  der  Kraft  P^  mit  der  Achse  derx.  Da  nach 
der  Voraussetzung  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  der  Ebene 
der  xz  parallel  sind ,  so  sind  die  Winkel  dieser  Richtungen  mit 
den  Achsen  der  y ,  oder  ß  und  ß'  rechte  Winkel,  so  wie  endlich, 
die  Winkel  derselben  mit  der  Achse  der  z  gleich  <y  =  qo — a 
und  <y'  =  90 — a^  Also  ist  die  Summe  der  beyden  Kräfte  P  und 
P^  nach  den  Achsen  der  x  und  z  zerlegt , 

X  ;=  P  Cos  «  +  P'  Cos  et' 

Z  =  P  Cos  7  +  P'  Cos  7'  und  Y  =  o 

und  die  vorigen  beyden  Gleichungen  gehen  daher  in  folgende 
einzelne  über 

o  =  P  Cos  «  +  P'  Cos  «'  +  (P  Sin  «  +  P'  Sin  «0  Tang  n 

Ist  die  eine  Kraft  P  die  Schwere  ,  deren  Richtung  in  der  senk- 
rechten Achse  der  z  liegt ,  so  ist  «  =  90  und  ^  =  o  also  die  letzte 
Gleichung 

o  =  P' Cos  «'+ (P  +  P' Sin  «0  Tg  n  oder 
p/  =-  _      P  Sin  n  ' 

Cos  (n — a'j 

oder  diesen  Werth  mufs  die  andere  Kraft  P'  haben ,  um  den 
scWeren  Körper  auf  der  gegebenen  Ebene  im  Gleichgewichte  zu 
erhalten«   Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene  ist 

-j        ,  ^ .       P  Cos  aJ 

R  =1/X»+Z«    =  ^ ;r 

■  »Cos  (n — aQ 

Die  beyden  letzten  Gleichungen  enthalten  die  ganze  Theorie  der 
sogenannten  schiefen  Ebene. 

DL  Denkt  man  sich  die  gerz^de  Linie  in  II,  auf  welcher  der 
Körper  im  Gleichgewichte  bleiben  soll,  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinklichten  Dreyeckes ,  deren  Länge  1  seyn  soll ,  während 
wir  die  horizontale  Rasis  dieses  Dreyeckes  durch  b  und  diellöhe 
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desselben  durch  b  bezeicbnen  wollen ,  so  sey ,  wenn  P ,  wie  za- 
Tor  ,  die  senkrechte  Schwere  ist,  erstens  «'  =  o  oder  die  Kraft 
P'  wirke  horizontal  nach  der  Richtung  der  Achse  der  x.  Diefs 
Torausgesetzt  sind  die  beyden  yorhergehenden  Gleichungen 

5       P'  h 

p/  =  — PTgn       oder   _  =  — — 

ö  P  b 

R=:    -Z-  5=   i 

Cos  n  P        b 

Sey  zweytens  a'  =  n  ,  oder  die  Kraft  P'  wirke  in  der  Richtung  der 
Linie  I «   so  ist 

P'  h 

p/  =  _PSinn         oder    1-=—-. 

*    P  1 

R  =  P  Cos  n  -  =  ^ 

P         1 

Sey  femer  a/=  90  oderbeyde  Kräfte  wirkexi  in  äßr  senkrechten 
Richtung  der  z ,  so  ist 

P/  =  —  P  und  R  5=  o 

oder  für  das  Gleichgewicht  müssen  beyde  Kräfte  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  in  ihren  Richtungen  seyn. 

Sey  endlich  n  =  90°,  oder  die  schiefe  Fläche  so  wie  die 
Richtung  der  Schwere  yertikal ,  so  ist 

P/  Sin  aV  =  —  P 

In  dem  letzten  Falle  ist  nämlich  der  Körper  in  seiner  Rewegung 
f re  y,  und  blpfs  der  Schwere  P ,  deren  Richtung  senkrecht  ist , 
und  einer  Kraft  P'  unterworfen,  deren  Richtung  mit  der  Achse 
der  X  den  Winkel  a'  bildet«  Da  beyde  Richtungen  in  der  Ebene 
der  xz  liegen ,  so  ist  a  =  90  j  <y  ■=  o  und  «y^  =s  90  — a^  also 

X  =  P  Cos  a/ 
Z  =  P +' P' Sin  a' 
und  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes  sind 

X  =^  o   Z  =  o 
I 
d^  h.  das  Gleichgewicht  hat  statt,    wenn  P  =  —  P'  Sin  «'  ist, 
wie  zuvor« 

Man  suche  das  Gleichgewicht  von  drey  Körpern ,  die  an  ei- 
nem unbiegsamen  und  unausdehnbaren  Faden  befestigt  sind ,  und 
auf  deren  jeden  eine  gegebene  Anzahl  von  Kräften  nach  gegebe- 
.  nen  Richtungen  wirken. 

Man  bringe  zuerst  alle  Kräfte  ,  die  auf  den  ersten' Körper 
wirken ,  nach  ^  4.  auf  drey  X  Y  Z ,  deren  Richtungen  parallel 
mit  den  senkrechten  Coordinaten  xyz  dieses  Körpers  sind.  Eben 
so  seyenx'yz'  die  Coordinaten  des  zweyten  Körpers  undX'Y'Z' 


clie  9L\d  ihn  wirkenden  senkrechten  Hräfte.  Für  äen  dritten  Kör- 
per seyen  endlich  dieselben  Gröfsen  x"  y''  z''  und  X"  Y'^  Z". 
Nennt  man  a  die  Distanz  des  ersten  Körpers  yon  dem  zweyten , 
lind  b  die  des  zweyten  Ton  dem  dritten ,  so  sind  die  Bedingungs- 
gleichungen  der  Aufgabe 

da  =  o ,  db  =  o 

so  dafs  also  die  Stange ,  an  welcher  die  drey  Körper  befestigt  . 
sind ,  in  dem  Orte  des  zweyten  Körpers  unter  irgend  einem  yer- 
änderlichen  Winkel  gebrochen  seyn  kann« 

Diefs  vorausgesetzt  ist  also  die  Gleichung  des  Gleichge- 
wichtes ' 

o  =  Xdx  +  Tdy   +  Zäz 

-|-  X'dx'  -f-  Y'dy'H-  Z'äz^ 

+  X^dx^'+y^dy ''H-Z''dz '' 

+  a,da      +      Vdb 
Es  ist  aber 

a«  =  (x'-^xy  +  (y'— y)*  +  (z'  — z)» 

b«  =  (x"— xO'  +  (y"— yO'+  (z''— zO' 

Differentiirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  Beziehung 
auf  XX' x'^««.  und substituirt  man  die  so  erjialtenen  Werthe  von 
da  db  in  der  vorhergehenden  Gleichung ,  und  setzt  endlich  die 
Coefficienten  von  dx  dy.. . .  jeden  für  sich  gleich  Null,  so  erhält 
man  neun  Gleichungen,  welche  durch  die  Elimination  der  beyden 
unbestimmten  Factoren  X  und  "K'  auf  folgende,  sieben   reducirt 

werden 

X4*X'+X"dso 

Y+ Y'+  Y''==o 

Z-f-Z/  +  Z/'=o 
(X^  +  X'O  (y '— y)  —  (T/  +  Y'O  (x'—  x)  =.  o 
(X'+  X'O  (z'— z)  —  (Z/+  Z'O  (x^— X)  ==  o 

X''  (y" — yO  —  Y"  (x''  — x')  .=  o 

X''  (z''—  zO  —  Z"  (x''  — xO  =  o 

und  diese  sieben  Gleichungen  verbunden  mit  den  zwey  gegebe- 
nen Ausdrücken  von  a'  ntid  b*  reichen  hin,  die  Lage  eines  je- 
den der  drey  Körper  für  das  Gleichgewicht  zu  bestimmen«  Man 
sieht,  wie  leicht  sich  die^se  Auflösung  auch  auf  mehr  als  drey 
Körper  ausdehnen  läfst« 

S^tzt  man  voraus,  dafs  der  erste  Körper  fest  ist^  so  sind 
die  Au8d^ücke.dx  =  dy  =  dz=o  und  die  Glieder,  welche  diese 
Gröfsen  zu  Faktoren  haben,  verschwinden  von  selbst ,  so  dafs 
von  den  letzten  sieben  Gleichungen  auch  die  drey  ersten  ver- 
schwinden ,  während  die  vi^r  letzten  dieselben  bl^iben^ , 

Wäre  auch  noch  der  dritte  Körper  fest ,  so  gehen  alle  sie- 
ben Gleichungen  in  folgende  einzelne  über 
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X/  Cy//—  yO — T'  (x«—  xO      x^y'—y")—^'  (y— y'0+  x"(y— yO 

X'(z"— zO—  Z'(x"— xO       x(z'— z'O— x'(z— z'0+x"(2— «0 

IT.  Um  die  Kraft,  die  von  der  Beaetion  des  Fadens  auf  den 
Körper  kömmt,  d.  h.  um  dje  Spannung  des  Fadens  zu  finden, 
hat  man 
^        _        (x/-x)(dx/— dx)+Cy/— y)(dy/--dy)+(z>^g)(dz>-.dz) 

a 
also  auch  für  den  ersten  Körper 

dL__(x^— x)    dL_^(y^— y)    dL j^^—z) 

dx  a       '   dy  a      '    dz  a 

und  daher 

fporans  folgt  (^.  3.) ,  dafs  der  erste  Körper  von  den  andern  eine 
Gegenwirkung  =  Verhält,  deren  Kichtung  senkrecht  auf  die  Flä- 
che ist,  deren  Gleichung  dL  =  da  =  o  ist.  Diese  Gleichung  ge- 
hört aber  für  eine  Kugel ,  deren  Halbmesser  a  ist  und  deren  Mit- 
telpunkt zu  den  Coordinaten  x'  y^  z^  gehört, ,  also  wird  diese  Kraft 
die  Bichtung  dieses  Halbmessers,  d.h.  die  Richtung. des  Fadens 
haben,  der  den  ersten  Körper  mit  dem  zufeyten  verbindet.  Eben 
so  wird  man  finden  ^  dafs  eine  der  vorigen  gleiche  Kraft  A  auf 
den  zweyten  Körper  wirke ,  deren  Richtung  ebenfalls  der  Faden 
a  ist,  und  dafs  auf  denselben  zweyten  Körper  noch  eine  zweyte 
Kraft  h^  wirke ,  deren  Richtung  der  Faden  b  ist  ^  welcher  den 
zweyten  Körper  mit  den  dritten  verbindet« 

HI.  Wäre  der  Faden  nach  seiner  Länge  ausdehnbar ,  oder 
elastisch,  und  A,  B  die  CoDtractionskrafte  der  Theile  a,  b  des 
Fadens ,  so  würden  diese  Kräfte  das  Moment  Ada  -f-Bdb  geben , 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

Xdx    +  Tdy     +  Zdz 

+  X'dx'  +  Y'dy'  +  Z'dz' 

-t-  X^'dx"H-  Y/'dy//+Z''dz^' 

+  Ada4-Bdb=so 

oder  kürzer 

2  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +  Ada  +  Bdb  =0 

wo  2  wieder  das  bekannte  Summenzeichen  ist;  und  da  diese 
Gleichung  der  für  einen  unelastischen  Faden  gefundenen  ähnlich 
ist .,  so  wird  man  nur  in  der  vorhergehenden  Auflösung  X  =.  A 
und  V  SS  B  setzen«  (Lagrange.  Mec«  anal.) 

ly.  Soll  bey  einem  unelastischen  Faden  der  mittlere  Körper 
längst  dem  Faden  gleiten  können ,  so  wäre  die  Bedingung  der 
Aufgabe ,  dafs  blofs  die  Summe  der  Abstände  des  ersten  Körpers' 
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Ton  dem  zwey  ten  und  des  sweyten  von  dem  dritten  bestandig  ist, 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

2  (Xdx  -f  Ydy  +  Zdz)  +  x  (da  +  db)  s  o 

y.  Wir  wollen  endlich  annehmen ,  dafs  die  drey  Punkte 
durch  zwey  unbiegsame  gerade  Linien  so  mit  einander  Terbanden 
sind ,  dafs  diese  drey  Punkte  immer  dieselbe  Entfernung  Ton  ein- 
ander behalten ,  oder  dafs  diese  drey  Punkte  in  den  Scheiteln 
eines  Dreyecks  liegen,  während  auf  den  ersten  derselben  die 
Kraft  P ,  auf  den  zweyten  die  Kraft  P^  auf  den  dritten  die  Kraft 
P'^  nach  gegebenen  Richtungen  wirke« 

Sind  a  ß  7  die  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  den 
drey  Achsen  der  Coordinaten ,  und  x  y  z  die  Coordinaten  des 
ersten  Körpers ,  und  bezeichnet  man  dieselben  Gröfsen  für  den 
zweyten  und  dritten  Körper  mit  einem  und  mit  zwey  Strichen, 
so  hat  man  für  die  nach  denselben  Achsen  zerlegte  Kraft  P 

X  sPCosa,  Y  =  P  Cosß,  ZsPCos  y 

und  eben  so  für  die  zweyte  und  dritte  Kraft 

^    X'  =  p/  Cos  «S  Y'  rs  P/  Cos  ßS  Z'  •=  P'  Cos  y 

X"  =  P^Cos  a'/,  Y"  =  P^'Cos  ß",  Z't  t=  P''  Cos  y/ 

Ohne  daher  auf  die  Bedingungen  der  Aufgabe  Rücksicht  zu  neh- 
mto,  würde  man  für  das  Gleichgewicht  dieser  drey  Punkte  haben 

o  »  Xdx      +  Ydy      +  Zdz 

+  X'dx'    +  Y'dy'  +  Z'dz' 

+  X"dx''+  Y"dy"+  Zt'Aztf.  •  .  (i) 

Allein  die  Bedingung  der  Aufgäbe  ist ,  dafs  die  drey  Distanzen  der 
Körper  untereinander  constant  seyn  sollten.  Nennt  man  daher 
a  die  Distanz  des  zweyten  Körpers  yon  dem  dritten ,  a'  die  des 
ersten  yon  dem  dritten,  und  a^^  die  des  ersten  yon  dem  zwey- 
ten 9  so  hat  man 

a»  =  (x'/'— xO*  +  (y"— yO'  +  (z''— zO»1 

a'«  =  (x"—  x)»  +  (y"—  y)'  +  (z'z—  z)«  L  ♦  .  (a) 

a"»=  (x'—  xY  +  (y/  —  y)»  +  (z'  —  z)«  J 

und  da  diese  Gröfsen  a  a^  a^^  unTeränderlich  seyn  sollen ,  so  hat 
man  da  3=  o ,  da^  =  o,  da^^  8=s  o,  wo  diese  DifFerentialien  in  Bezie- 
hung auf  xx^x^^  y«««.  genommen  werden,  so  dafs  man  hat 

(x''-.xO(dx''-.dxO+(y"-yO(^y'~dyO+(2''-20(d2''-dzO 

da  zz  I  I  ■     >i 

a 

und  SQ  weiter  für  die  übrigen* 

Daraus  folgt  also ,  dafs  man ,  um  die  ToUständige  Gleichung 

des  Gleichgewichtes  zu  erhalten,  zu  der  Gleichung  (1}  noch  die 

Gröfse 

Xda  +  ^'da'  +  X"da'' 

addiren  müsse ,  wo  %  %^  X^^  unbestimmte  Faktoren  sind* 
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Substitnirt  man  dann  in  der  Gleichung,  die  inan{|so  erhält, 
die  angezeigten  Werthe  Ton  da ,  da',  da^',  so  hat  man ,  da  die 
Gröfsen  dx,  dx',  dx",  dy^.,^  TOn  einander  imabhängig  sind, 
folgende  Gleichungen  •         • 

a"  a' 

Y  -  -  (y'-y)  - ^'  (y"-y)  =  o  i 

Z  -  ^' (z/_z)  -  i' (2«-2)  =  o  I 
X'  +  —  (X'  —  x)  —  -  (!"- xO  =  o 

a^'  a 

t/+  ^'  (y'-y)  -  -  (y"-yO  =  o 

a"  a 

Z'4-  —  (z'—  z)  —  —  (2//_z  )  =  o 

X"-i-  ^(x//— xO+^(x"— x)  =  o 
a  a' 

Y"+^  (y"-yO;+^(y"-y)  =  o 

Z/'+  -(z/'— zO+^(z"— z)  =  o 
a  a' 

Eliminirt  man  aus  diesen  neun  Gleichungen  die  Gröfsen  %  yj  91'', 
so  erhält  man  sechs  Gleichungen ,  die  mit  den  drey  Gleichungen 
(2)  verbunden ,  hinreichen,  den  Ort  jedes  der  drey  Körper  für 
das  Gleichgewicht  zu  bestimmen. 

Addirt  man  ron  den  letzten  neun  Gleichungen  die  1,4,7 
und  2 ,  5 ,  Ü,  und  endlich  3 ,  (» ,  9 ,  so  erhält  man  folgende  drey 
Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen  X ,  X'.«. 

X  +  X'  +  X"=o1 

Y  +  Y' +  Y"  =  o  l  (A) 

Z  +  Z'  +  Z"  =  oj 

und  nun  ist  es  leicht ,  noch  drey  andere  zu  finden ,  nähmlich 

Xy  —  Yx  +  X'y'  —  Y'x'  +  X"y'/  —  Y"x"  =  ol 

Xz  —  Zx  +  X'z'  —  Z'x'  +  X"z"  —  Z"x"  =  o  l .  . .  (B) 

Yz  —  Zy  +  Y'z'  --.  Z'y'  +  Y"z"  —  2"y"  =  o  j 

und  (A)  und  (B)  sind  die  sechs  gesuchten  Gleichungen*  Man 
kann  ihn^n  leicht  noch  andere  Formen  gehen«   Substituirt  man 
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(y-rO  —  Y  (x— x'O  -f  X'  (y/-^7'0  —  Y'  (x>-x//)  =  ol 
:  (z— 2')  —  Z  (x— xO  +  X"(2"-.20  — Z''(x"— xO  —  o  J>(BO 
'(z'—  z)  —  Z'(y'—  y)  +  T'>(z''— z)  —  Z"(y/'—  y)  =  o  J 


z.  B.  in  Jen  Gleichungen  (B)  die  Werthe  ron  X'',  Y'^  Z''  au5 
(A) ,  so  erhält  man 

X  (j'-j")  —  Y  (x— x'O  -f  X'  (y/— y'O  —  Y'  (x>— x/')  =  o 

X 

Y- 

und  auch  die  Gleichungen  (A),   (B')  bestimmen  das  Gleichge- 
•wicht.  .       .  • 

Sind  ferner  ABC  die  "Nyinkel  der  Dislanz  a  mit  den  Ach- 
sen der  Tiy  z  und  bezeichnet  man  dieselben  Gröfsen.  für  a'  mit 

einem  und  für  a''  mit  zwey  Strichen ,  so  ist 

<         •  .       ■       •        ■ 

x//— X'  =:  a  Cos  A  x"— X  Ä  a'  Cos  A^^  x<— x  =5  a^'  Cos  A" 
y//_y/  s8  a  Cos  B  yH^y  =i  a'  Cos  B'  y'— y  ==  i*'  Cos  B" 
z//«^z^  s=3  a  Cos  C     z''— zi=a'CösÖ'     z'— z  =  al"CosC" 

also  auch  die  Gleichungen  (B')j  wenn  man.  die  vorigen  Werthe 

von  X  Y  Z  wieder  herstellt , 

Pa'  {CosA'Cos?-CosB'Cosfl^+P'a(CosACo8f'--CosBCos^«')  =0^ 

Pa'' (CosA'^Cos y— CosC''CoSöi) 4-P''a  (CosCCos  a''~Co8\  Cos/'')  ==0  >...(B'') 

P'a"(CosC''Cos9'-CosB"Cos)")+P''a:'(CosC'CosjS'-CosB'Cosy">=oJ 

Liegen  die  Bichtüngeii  der  Kräfte  alle  in  der  Ebene  des  Drey- 
eckes,  welches  durch  die  di'ey  itörper  geht,  lind  nimnit  man 
diese  Eb6ne  für  die  Ebene  der  xy  an,  so  ist  z  =  z^  ;=  z"  =  o, 
und  dife  Winkel  «  +  ß,  a'-f-ß',  so  wie  die,Ä  rh  B,  A'-f.  B'  sind 
rechte  Winkel ,  für  \yelchen  Fall  daher  die  erste  der  Gleichungen 
(B"j  in  fplgende  übergohi :  . 

L        _  a  Sm  (a'~  A) 
.    ?™         a''8iri  (d  —  Ä') 

P  P' 

Aehnliche  Ausdrücke  erhalt  man  für  —  und —     und  sius  ihnen 

findet  maA  leicht,  dttfs  für  das  Gleichgewicht  dreyer  Kräfte  je 
zwey  derselben  sich  verbal ten-müssen,*  wie  yerkehrt  die  Lothe' 
von  dem  Mittelpunkte  der  dritten  Kraft  auf  die  Richtungen  der 
beyden  anderen  Kräfte  ^  worin  b^ekaAntlich  die  ganze  Theorie  des 
gebrochenen  Hebels  besteht« 

Sind  die>  Richtungen  der  Kräfte  unter  sich  parallel ,  und  ist 
der  Hebel  geradlintgt ,  so  ist  ^  ==  a'  ==  a'' ,  und  A  =i  A'  =  A" 
also  jene  Gleichungen 

P  ä.     P  .      a  .    P 


>     V 


a« 


jpT. 


a' 


I  I 


I»« 


a 


t* 


oder  je  zwey  Kräfte  yerhaltea  sich,  wie  \ erkehrt  ihre  Entfer- 
nungen yoä  ddr  dritten  Kraft.  Aus  der  zweyten  die s,c^  Gleichun- 
gen fol^t  auch 

'     P  a 


M 


J"'— P 


«•' 


m. 


b 
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und  diese  mit  der  ersten  TergHchen  gibt 

P  +  P'  —  P"  =  o 
ühcreinhtimmend  mit  den  Gleichungen  (A). 

Man  suche  endlich  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  und 
unausdehnbäron  Fadens,  auf  dessen  alleTheile  gegebene  Kräfte 
V  F'  P",  * . .  nach  gegebenen  Bichtungen  wirken. 

Da  der  Faden  hier  schon  wie  ein  Körper  betrachtet  wird, 
wie  ein  Cylinder  von  durchaus  gleicher  Dicke  und  gleicher  Dich- 
tigkeit derMafse,  so  werden  wir  die  Gleichung  anwenden^  welche 
J.  <).  I  gegeben  wurde*  Nachdem  also  alle  auf  den  Faden  wir- 
kenden Kräfte  auf  drey  andere  XYZ,  welche  den  Achsen  der 
Coordinaten  parallel  sind ,  gebracht  worden ,  hat  man,  Termöge 
jener  Gleichung ,  wenn  die  Aufgabe  yon  keiner  Nebenbedingung 
beschränkt  wai*,  für  das  Gleichgewicht  des  Fadens  die  Glei- 
chung 

o  =  S  (X&  +  Y*jr  H-  Z3z)  dm 

wo  dm  das  Element  des  Fadens  bezeichnet^  welches  hier  dem 
Elemente  ds  der  von  dem  Faden  gebildeten  Curye  durch  die 
Dicke  des  Fadens  multiplicirt  proportional  ist« 

Allein  die  Aufgabe  ist  einer  Bedingung  unterworfen,  auf 
welche  wir  bisher  nicht  Rücksicht  genommen  haben.  Da  näm«- 
lich  der  Faden  unausdehnbar  sejn  soll,  so  hat  man  die  Be« 
dingungsgleidhung*^«d8  =  o.  Man  wird  daher  der  yorigen  Glei- 
chung (nach  ^.  ().  1)  noch  die  Gröfse  Sx^.  ds  hinzufügen«  Es  ist  aber 

äs»  =  dx«  +  dy  +  dz«  also  ».ds  =  dxJdx  +  äjSäy  +  dz  jd. 


also  auch 

SA*,  ds  =  Sä.  ^  ädx  -I-  SA  il  My  +  SA  —  JJz 

ds  ds  d» 

£s  ist  ab^r  das  Integral 

SA-—  Sdx  oder  Was  dasselbe  ist, 
ds 

SASdfc  =  A  ^*x-yJx.d.X  ?* 
ds  d»  is 

und  wenn  wir  dieses  Integral  z'^'ischen  zwey  GrKnxipunkten  nellt- 
men,  deren  einem  die  Coordinaten  x'j^jc^  und  deiki  andern  x"y*'z^ 
angehören,  so  ist  ' 

sA?idJx==  ^-f£:*x--i:*i'«.-^^^ 

ds  ds''  ds'  Jft 

Adx 

Das  übrig  bleibende  Integral  S&.d.'^^r-*  zwischen  den  beyden 


i^ 
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Gränzen  über  die  ganze  Länge  des  Fadens  ausgedehnt*   Aehn- 
liehe  Ausdrücke  hat  man  für 

Sx  /  d^  und  Sä,  ^  dfe 

ds'     "^  ds .     . 


Die  allgemeine  Gleichung  des  Glei^hgejfrichtes  ist  daher  (§•  9. 1) 
0  =  8  ((xdm  — ci.>  ^\  Sx  +  [YSm—i.x  -£\  ^ 


M 


<Iz\      1 


Dieae  Gleichung  kann  aber  nur  besteben ,  .w'linn  der  unter'  ^em 
Integralzeichen  begriffene  Ausdruck  für  sich  gleich  Ntil!  ist*.  Da 
.überdiefs  die  Gröfsen  ^ ,  iy  und  Sz  rön  einander  uniiUhänging 
«md ,  ao  hat  man  (§•  6«)  •  •      • 

o  =Xdm  — d,X^,  o  =  Ydin--^di^^«;  ö:i=rZitm  — a 

ds  ^  ,   ^ds  ds 

und  da  diese  GleicbungMi  allein  die  Variationen' d|  ohne  S^  ent- 
halten ,  so  bestimmen  sie  die  Figur ,  welche  der  Faden  iin  Zu- 
stande des  Gldichgewicht^A  än^chmi^^  imifs.    )hr6  Ihtegra^^^ 
geben  '     •■• 

"dT  r=  ^  t^.'f ^^'  rw  =.^  +/>^«^'  IT  =  ^  ^J^M 


O«      0     •»•' 


■wo  ABC  cön8tapt6  Gf-Sisefi  sind.  Elimuiirt  mAn,.^  «^^«,^sea 
A'^jr! Gleichungen  i  so  Erhält  man      '    ; ,' ;  ;^'  ,    ;^  ,,,    „ .  , ,  _,  „.y. 

,    ,  ;;.  '      ■  dy    ^fi  +/YM  ^i,M  _i  C  ^./Zdnt  ,    .      ... 

dx  ~  A  +/Xdm         dx  ~  A  •+-/XdiA  •     ■    '  ;  • ' " 

'wf^l^hes' die  gesuchten  Gleichungen  der  Guttc  sind,  die  det  Fä- 
i^ja,  annimmt  ,1  Y^^^^,  ^^  ^™  Gleichge.ivii^hte  i^t.        .        .'      «'     '  * 

«.'.*o  l«äiistX  ssT  Ä  o  uindZ  =^,  g  die  coitstatite  Schwö!6,"üntf 
jdai'tz'ds'  das  Drfferential'des  Bogeti^-der  ki%mm%n  tiini^"/ so 
«tnid  diB-Torherg^bchden'  Gl^ichungeh ;  da  /  *=  Ö  ist 

-..:.••  '%  -^-eät  Af 'tttid-  X  •r'  ÄS  G  +  ffif-    ^ 

d»      •  ds  5.  •    ;®       ..         .  .'-      i  . 

also ,  wenn  man  atis  ihnen  die  Gröfse  %  elimtnirt , 

^  dz         ^    . 

-  •  •*;  -■•'.'  Ä  ^    «Ä-  G  -f-  gS'  ' 

C2 


» .'  ■   ' 
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die  bekannte    einfache  Glefcimng  Jer  Kettenlinie.     Substi- 

tuirt  man  in  ihr  für  ix  die  Grofse  [/"3s* — -das",  so  erhält  man 
die  Gleichung 


dz=> 


deren  Integral  ist 


•    ♦  « 


z+ A'  =  ^.  j/A»+(C  +  gs)« 

also  ist  die  Hettenlinie-,rectifi(;abel ,  ^ip  bieliannt«  Endlich  ist  di^ 
Spannung  des  Fadens  in  jedem  seiner  Punkte 


y     da» 


ds» 

n.  Sollte  der  Faden  auf  einer  Fläche  liegen,  deren  Glei- 
chung dz  =  gdx  ^  qdy  i$t>  ^o  hat^  m«tt;  a»d3t  fesss  pi"^  +q^v 
uptt  wenn  m^n  diesen  We^h  ronSn^in  xler:  Torhergehenden 
^(ileicfiuhg  des  Gli^ichge^ichtes  substi^uirt  ^  und  die  Factmren 
der  nun  \on  einander  unabhängigen  Gröi^jen  ^x  und  ciy,  jeden 
für  sich,  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht 
des  Jac^fns  die  heyden;(ilcichungeB    .  ..... 

.  o  =  Ydm-^d.^+qC2dm— d.  ^) 


I  ^  » 


IIL  Noch  haben  wir  die  Glieder  der  Gleactung  ri)_2u  Bc- 
r^hdchtigen ,  welche  äüf&er  dem  Integralzeicnen  stehen^  uiid 
welche  sich  daher  auf  diezivey  Endpunkte  dps  Fadens  bezi^l\en* 
Sairtrüaln  Yorauj,  dafs  der  Faden  an  seihen  beyden  Endpunk- 
ten fest  ist,  so  sind  die  Gröfsen  dV,  Sx.'\.*^  alle' selbst  Null ,  und 
man  hat  weiter  Keine  ßücksidht^isi^f  diese  Glieder  der  Gleichung^ 
(i)  zu  nehmen*  '.        ^l*  •         ^    . 

Nimmt  man  aber  z.  B«,  an  ,  dafs  das  eine  Ende  des  Fadens^^ 
afuF  der  Fläche  dz'  =ip'dx'.+'q'^y'  ^^^  ^äs  andere  Ende  aüifdei 
}  lache  dz'^  =  p" dx'' +  q'*  dy"  bleiben  soll",  so  hat  niän  nöcli 
fe'  ?=  p'^Jx/,  -(p  q'^'  JundÄz"  :=  p''*x"  +  q"^''.  ManirirJE  also 
cliese  y^ertbf  toa^z^  undf^^'  in  jebeki'GliedeTn  der  Gleichimig 
(i)  substituir.en,  un4  4ann  ,  wie  2^t.l|or>l  die  Coeffiizientidn 'vöa 
Sx%  ^y',  &"undiy"  einzeln  gleich  Null  setzep.  Wodurch  man  vier 
Gleichungen  erhält,  i^elch^  die  Läge.  d6r£m(putikte  auf  ihren  Fla-' 

chen  für  das  Gleichgewicht  bestimmen  werdefi«Xtagrange«  Mec«>aiiaU 

,1  .    ,  » 

§.  i5. 

Wir  haben  im  §.  iQ«.die  tillgemeinen  Ausdrücke  der  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes  gegeben« '  Um  auch  diese  Ausdrücke 
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9ui  einige  besont[ere  Fälle  anzimrendetii,  woUea  wir  zuerst  den 
Schwerpunkt  eines  Kreisbogens  suchen,  dessen  Länge  B  und 
der  Halbmesser  des  Kreises  a  scyn  soll.  —  Nimmt  man  den  4n« 
fangspunkt  der  Coordinaten  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  hat  man  nach  §.  lo.  III 

S  S 

und  wenn  man  für  die  Ach)se  deu  x  den  Halbmesser  annimmt , 
welcher  durch  die  Mitte  des  Bogens  b  geht,  so  ist  offenbar  auch 
Y  =  o,  weil  der  Schwerpunkt  in  diesem  Halbmesser  liegen  mufs. 
yVir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes 
die  einzige  Gleichung  ' 

Cs  ist  aber  x  ss  a  Cos  —  und  daher ,  wenn  man  ron  s  s=:  4*  «  b 

a  • 

bis  s  =  —  J  b  integrirt* 


1    /•+4 

b  V  ^ . 


+  4b  S        2A*         ,      b 

a  ds  Cos  -  =  —-—  .  Sin  — 
b  /ab  aa 


Da   aber ,   wenn    c   die  Sehne   des  Bogens  b  bezeichnet ,   c  = 

b  a  c 

2a  Sin  «-r  ist,  so  hat  man-  auch  X  =3  •?-  oder  die  Distanz  des  Sohwer- 
2a  b 

punktes  yom  Mittelpunkte  des  Kreises  ist  die  vierte  Proportio- 
nale zu  der  Länge,  der  Sehne,  und  dem  Halbmesser  des  Bogens« 

I.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur,  die 
durch  die  Achse  der  x  und  durch  eine  ebene  Curve  begrenzt  ist, 
so  hat  man  nach  ^.  lo*  lY 

X  =  ->— j—  und  Y  !=     ^   j 

/y  dx  /y  dx 

Für  den  Abschnitt  des  so  eben  betrachteten  Kreises  zxtischea 
der  Sehne  c  und  dem  Bogen  b,  hiit  man,  wenn  man  wieder  die 
Achse  der  x  auf  dem  Halbmesser  annimmt,  welcher  den  Bogen, 
also  auch  den  Abschnitt  des  Kreises  halbirt , 


Y=o,  und  y=AJxv/a«>-^ 

fix  J/a*— X» 


Das  Integral  des  Zählers  ist/xdx*  ^/a" — x"  =5  —  i  (a* — x*)* 


also  aach  dieses  Integral  zwischen  x  =  a  und  x 


=V^ 


genommen,  gleich — .     Nennt  man  also  A:=/jdx  die  Fläche 
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des  Abschnittes  selbst  und  c  die  sie  begränzende  Sehne ,  so  ist 

12A 

II.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  der  Oberfläche  des^  Kugel- 
abschnittes ,  der  durch  die  Umdrehung  des  bisher  betrachteten 
Kreisabschnittes  um  denjenigen  seiner  Halbmesser  entsteht,  der 
durch  die  Mitte  des  Abschnittes  geht,  so  wird  der  Schwerpunkt 
auf  demselben  Halbmesser  liegen,  und  seine  Entfernung  yon 
dem  Mittelpunkte  der  Kugel  wird  (nach  $•  10«  Y)  seyn. . 

/xy  v/dx»  +  dy» 

A   =  ' --------- 


Behält  man  aber  die  vorigen  Bezeichnungen  bey  9  so  ist 

y  ■-  \  adx 

y  =z  Va»— X«  und  Vdx«-|-dy«  =       '  also  auch 

-'  Va»— X» 

/y  l/axT+iy*  =  /adx  und/xy  \/dx»+dy»   =  /axdx. 

Nennt  man  daher  h  die  senkrechte  Entfernung  der  Sehne  dieses 
Abschnittes  Von  dem  Mittelpunkte /und  nimmt  man  diese  bey- 
den  Integrale  von  z  =  h  bis  x  ==  a ,  so  erhält  man 

a 
/y  l^dx«-f-dy»  ==  a  (a— h)  und  /xy  J^dx«  +  dy«  ==--(a*— h») 

also  ist  X  =  -^ oder  der  gesuchte  Schwerpunkt  liegt  in  der 

> 
Mitte  zwischen  der  Sehne  und  dem  Endpunkte  jenes  Halbmessers» 

IIL  Man  suche  den  Schwerpunkt  des  Theiles  einer  Kugel, 
der  zwischen  zwey  auf  der  Achse  der  x  senkrechten  gegebenen 
£benen  enthalten  ist. 

Da  die  Kugel  iaus  der  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen 
seiner  Purchmesser  entsteht,  so  hal)en  wir,  wenn  wir  diesen 
Durchmesser  für  dtiq  Achse  der  x  nehmen,  nach  §.  10.  VI  für 
den  Abstand  des  Schwerpunjiites  in  dieser  Achse  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Kugel 

/rxdx 

-^  ^    /y«  dx 

Ist  a  der  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises ,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Kreises  x'-|-y»  =  a'  und  daher 


/(a»" 

-x*)xdx 

= 

a«x» 

X* 

Y 

2 
a*x  — 

4 

/(a»- 

-x«)  dx 

X» 

3 

Ist  ferner  A  der  Abstand  der  ersten  und  B  der  Abstand  der  zwey- 
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ten ,  das  Kugelstück  begränzendcn  Ebene  von  dem  ÜHtittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  VVerth  von  X  zwischen  den  GränzenxssA 
uifd  X  =  B  genommen 

X  =  ^^(A'-B«)-S(A-B<)  _  >    .a»-A.-B^ 

,.(A-B)-t(A»-B»)  ^.3a._A._B.-AB 

und  dieses  ist  die  gesuchte  Entfernung  des  Schwerpunktes'  des 

gegebenen  Kugelstückes  von  dem  Mittelpunkte  der  KugeK   Für 

3a 
die  Halbkugel  ist  A  =  o  und  ß  t=  a  also  X  =  ^y   und  für  die 

ganj^e  Kugel  ist  A  =:  B  =  o,  also  auch  X  =  o» 

Nicht  weniger  einfach  ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunk- 
tes auch  für  alle  diejenigen  Körper ,  die  wenigstens  in  Beziehung 
auf  eine  einzige  ihrer  drey  senkrechten  Achsen  symmetrisch  sind. 
Denn  ist  dieses  z«  B.  die  Achse  der  z ,  so  kann  man  den  Körper 
durch  unendlich  viele  Ebenen ,  die  alle  auf  diese  Achse  der  z 
senkrecht  stehen ,  in  seine  Elemente  zerlegen ,  und  jedes  die- 
ser Elemente  als  einen  Gylinder  betrachten ,  dessen  Hohe  gleich 
dz  ,  ^nd  dessen  Basis  der  Durchschnitt  W  des  Körpers  mit  einer 
jener  Ebenen  ist,  so  dais  das  integral /Wdz  zwischen  z  =  A  und 
z  ^=;  B  iB'enommen  i  das  Volum  des  Körpers  ausdrückt ,  welches 
zwischen  den  zwey  auf  die  Achse  der  z  senkrechten  Ebenen  ent- 
halten ist,  deren  Abstände  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordir. 
naten  A  und  B  sind«  Da  dann  der  Schwerpunkt  dieses  Theiles 
des  Körpers  wegen  seiner  vorausgesetzten  um  die  Achse  der  z 
symetrischen  Form  in  dieser  Achse  selbst  liegen  mufs ,  so  hat 
man  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinaten 

/•Wz  dz 

/Wdz 

Um  auch  dieses  durch  ein  Beyspiel  zu  erläutern  ,  so  wollen  wir 
den  Schwerpunkt  eines  Ellipsoids  suchen,  dessen  drey  Achsen 
a  b  c  sind*  Die  Gleichung  der  Oberfläche  dieses  Körpers  zwi- 
schen den  jenen  Achsen  parallelen  Coordinaten  x  y  z  ist  bekanntlich 

X«       y«        z* 

a»  ~b»  ~c« 

Der  Schnitt  dieses  Ellipsoids  mit  einer  *der  xy  parallelen  Ebene, 
deren  Abstand  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gleich  z 
ist ,  hat  zur  Gleichung 

X«        y»  z* 


a 


b»  c« 


Dieser  Schnitt  ist  also  eine  Ellipse ,  deren  halbe  Achsen 


>*o 


b      '    a      , 

r  Vc« — z«  und  r  V  c* — z»   sind. 


Da  die  Oberfläche  einer  Ellipse  gleich  dem  Produkte  ihrer  bej- 
den  halben  Achsen  in  die  Zahl  »  =  3«  14159 ••••  ist,  so  ist  die 
Fläche  dieser  Ellipse        ^ 

ab  ff 
W  =  -T-(c"— z")      und  daher 


y  Wz  dz  

~/Wd2    ~ 


c« 

z« 

• 

z* 

2 

4 

• 

z* 

c« 

z 

"— " 

3 

oder  wenn  man  diese  Integralien   zwischen  den  Gränzen  z  =»  A 
und  z  z=  B  nimmt  ^  <' 


Z  =.       CA«-B«)_KA*-BO  _  ,  ^  .c>-A>-B» 

c«  (A  — B)--|(A»— B«) 

welcher  Ausdruck  also  unabhängig  yon  den  beyden  anderen  Ach- 
sen a  und  b  des  EUipsoids  ist«  Für  die  Hälfte  des  Ellipsoids  ist 
A  =  o  und  B  =  c,  also 

Z  =  — 

8 

also  wie  bey  der  Halbkugel,  deren  Halbmesser  c  ist« 

IV«  Um  endlich  auch  zu  sehen,  wie  die  allgemeinen  drej- 
fachen  Integrale  des  §•  10.  VI  anzuwenden  sind,  für  einen  Kör- 
per ^on  irgend  einer  Gestalt,  so  wollen  wir  zuerst  den  körper- 
lichen Inhalt  K  eines  Kugelstückes  suchen ,  welches  zwischen 
zwey  parallelen  Ebenen  enthalten  ist ,  deren  Abstände  yon  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  A  und  B  sind« 

Ist  a  der  Halbmesser  der  Kugel ,  also  ihre  Gleichung 

a»  Ä  X*  +  y*  -f-  z» 

so  ist  überhaupt 

K=^/dsdyd« 

und  es  ist  willkührlich ,  in  welcher  Ordnung  diese  drey  Integra- 
tionen in  Beziehung  auf  dx ,  dy  und  dz  vorgenommeii  werden« 
Nimmt  man  sie  z«  B  in  der  Ordnung  z  xy  yor,  so  ist 

K  =  /dy  /dx  /dz  

und  dayon  gibt  das  erste  Integral  /dz  =  z   =  Va*— x 
so  dafs  man  hat 

K  =  /dy  /dx  Va»— X»— y» 


--y" 


Hl 
Es  ist  aber 


fix  v/a«— X"— y«  =      /a»— x«--y* 


+  i  (a'— 7')  Are  Sin  Va»— y».     . 
Nimmt  man  dieses  Integra)  von  dem  Mittelpunkte  oder  ron  xsso 
bis  zu  dem  unbestimmten  Punkte  x  ==  V a^ — y* ,  so  hat  mai| 

/dx  t^a»— X*— y»   =  -  (a"— y*) 
wo  n  SS  3.  i4>?9  •  •  •  und  daher  ^ 

K  =:/dy./dx\/a«— X-— y»=l/dy(a«— yO  =  -(a'y  — iy') 

4  4 

und  wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Gränzen  y  =  A  tt4d 

y  s=  B  nimmt ,  für  das  gesuchte  Kugelstück 

•      ^  K  =  ^[a'(A_B)-iCA»-B3)] 

=  j.(A-B)[;«»-i(A'+B«+AB)] 

Für  A  =^  a  und  B  e=  o  gibt  der  letzte  Ausdruck  den  achten 

•»ra^ 
Theil  der  Kugel  gleich  --r- ,  alsp  die  gap^e  Kugel  f  jr  a** 

Um  eben  so  den  körperlichen  Inhalt  K  eines  -  senkrechten 
Kegels  mit  kreibförmiger  Basis  zu  finden ,  sey  a  der  Halbmesser 
der  Basis,  und  b  die  Hohe  der  Spitze  des  Kegels  über  der  Grund- 
fläche desselben ,  so  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  KegeU 

a*  (b— z)«  s=  b»  (x«+y«) 

und  daher  das  gesuchte  Yplum  desselben 


K  =./dr/dy/dz  =/dx/z  dy  « -/dx/dy  (a—  y/x^  +y«) 
Es  ist  aber 

/dy  (a-  v/x'-f-y«)  =  ay-  i  y  v/^«  +y  '  «-  i  X'  Log  ^^^^„^^ 

WO  die  Copstante  der  Integration  auch  eine  Function  von  x  seyn 
kann«  Wird  dieses  Integeal  Ton  y  =  9  bis  y  =  %/a'— x*  genom- 
men, so  hat  man  ^___ 

"     ^  a  +  v/a' — ^x' 

y'dy(a— vx»+y»)=Ja  v/a*— x**  — ix"  Log ;   .    ' 

und  daher 

K  =s  -fix  ^^n^^^fx»  dx .  Log  a  +  \A'-x'    oder 
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für  den  Theil  des  Volum«  des  Kegels  f.  der  zwischen  zwey  auE 
der  Achse  der  x  senkrechten  Ebenen  enthalten  ist,  deren  die 
eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis,  und  durch  die  Spitze  des 
Kegels  geht,  und  die  andere  um  die  GrÖfse  x  yon  der  ersten 
entfernt  ist.   Setzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x  =  a ,  so  er- 

hält  man  den  vierten  Theil  des  Kegels  r,  also  den  ganzen 

2  7r  a"b.  a 

Der  berühmte  Kepler  gab  sich  (N  o  y  a  s  t  e  r  e  o  m  e  t  r  i  a  d  o- 
liorum)  viele  Mühe,  den  körperlichen  Inhalt  eines  solchen 
Kegelabschnittes  zu  finden,  ohne  seinen  Zweck  zu  erreichen, 
da  zu  seiner  Zeit  die  hi)here  Geometrie  noch  sehr  unvollkom- 
men ,  und  die  eigentliche  Analysis  des  Unendlichen  noch  ganz 
unbekannt  ^var« 

§.  lt. 

Es  gibt  aber  noch  ctine  andere  Art,  diese  Integration  auszudrü- 
cken, die  oft  viel  bequemer  ist  als  die  vorhergehende. 

I  Aus  irgend  einem  wlllkührlichen  Punkte  A  im  Innern  des 
Körpers  denke  man  sich  eine  gerade  Linie  r  an  irgend  einen  an- 
dern willkührlichen  Punkt  M  der  Oberfläche  des  Körpers.  Sey 
^  der  Winkel  der  r  mit  der  Achse  der  z  ,  und  w  der  Winkel  der 
Projection  von  r  auf  der  Ebene  der  xj  mit  der  Achse  der  x. 
Man  ziehe  aus  dem  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmes- 
ser r  zwey  unter  einander  senkrechte  Kreisbogen ,  die  siqh  in 
dem  Punkte  M  un1;er  einem  rechten  Winkel  schneiden,  und  von 
denen  der  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  der  xy  steht ,  während 
der  andere  mit  dieser  Ebene  parallel  ist.  Durch  einen  andern 
Punkt  N  der  Oberfläche  des  Körpers  ^  weicher  dem  vorherge- 
henden Punkte  M  unendlich  nahe  ist ,  ziehe  man  aus  demselben 
Mittelpunkte  A  und  mit  demselben  Halbmesser  r  zwey  andere 
unter  einander  senkrechte  Kreisbogen ,  welche  die  beyden  vor- 
hergehenden Kreisbogen  in  den  Punkten  M'  und  N'  schneiden 
sollen.  Die  Ebenen  dieser  vier  Kreise  begränzen  einen  Theil  des 
Körpers,  der  die  Gestalt  einer  Pyramide  hat,  deren  Scheitel  der 
gemeinschaftliche  Mittelpunkt  A  aller  dieser  Kreise ,  und  deren 
Basis  der  Theil  MN  M'N'der  Oberfläche  des  Körpers  ist,  und 
man  sieht  leicht ,  dafs  man  hat  M  M'  =.  N  N'  =  rd  5  und  M  N' 
=  NM'  s=  r  Sin  5dw,  so  dafs  also  die  Fläche  der  Basis  der  Py- 
ramide durch  den  Ausdruck  r*  d3r  dw  Sin  5  dargestellt  werden 
kanp.  Da  aber  die  Höhe  dieser  Pyramide  gleich  r  ist,  so  ist  der 
körperliche  Inhalt  derselben  ^  r*  di^dw  Sin  S* 

Denkt  man  sich  aber  in  dem  Halbmesser  AM  und  k  N  zwey 
andere  Punkte  m  und  n ,  welche  den  vorhergehenden  M  und  N 
unendlich  nahe  und  in  dem  Innern  des  Körpers  liegen,    so  dafs 
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ihre  Entfernungen  ron  dem  Punkte  A  gleich  A  m  5=  An  =  »-^dr 
sind ,  und  zieht  man  dann  aus  demselben  Mittelpunkte  A  wieder 
vier  Kreisbogen ,  deren  sich  je  zwej  in  m  und  n  unter  rechten 
Winkeln  schneiden ,  so  erhält  man  eine  andere  Pyramide  ,  deren 
Basis  (r- — dr)'  dSdwSinS,  und  deren  Höhe  r  — dr,  deren  kör- 
perlicher Inhalt  also  gleich  ^  (r — dr)^  dSdw  Sin  S  ist. 

Die  Differenz  der  beyden  Pyramiden  ist 

r»— (r— dr)3      ,    ,     ^. 
\,    '        .  d^dwSinS. 

oder,  wenn  man  die  Differentialien  der  yiertan  und  höheren  Ord- 
nungen wegläfst 

dK  =s  r«  Sind.dr  dddw 

und  dieser  Ausdruck  kann  eben  sowohl  als  das  Element  des  gan- 
zen Körpers  angesehen  werden,  wie  zuvor  der  unendlich  kleine 
Würfel  dxdydz. 

!•  Es  gibt  noch  ein  anderes  allgemeines  Yerfahrenf 
diese  Verwandlung  der  Coordinaten  vorzunehmen*  Hätte  man 
z.  B.  den  Ausdruck  U  dxdydz,  wo  U  eine  Function  von  xyz  ist, 
in  einen  gleichbedeutenden  zu  verwandeln ,  der  von  den  neuen 
Coordinaten  rw.^  abhängt,  so  wir4  man  annehmen 

dx  =s«  dS  +  ßdw  +7  dri 

dy  =  a' d3+ßMw  +  y'dr  M. 

dz  =  a'^i  a  +ß"dw  +  7"d^  J 

wo  «  a'  •  •  Functionen  von  r  w  5  sind. 

Da  nun  der  Ausdruck /C/'üdx  dy  dz  dreymahl  integrirt  wer- 
den soll ,  das  erstemahl  z.  B.  in  Beziehung  a^uf  x ,    das  heifst  in 
Beziehung  auf  y  «s  z  =s  Const.  odec  auf  dy  =  dz  =s  o,   so  fin- . 
det  man'^m  entsprechenden  Wertl^  yc^n  d^  durch  folgende  drey 
Gleichungen 

dx  s  «  da  4-  ß  dw  -f?  7  dr 

o    CS  a'dS -f.  ß'dw  + <y/dr 

o    =  a'^d  S  +  ß^'dw  +  <y"dr 

Eliminirt   man  nun    aus   diesen   Gleichungen    die    Gröfse    dw 
und  dr ,  und  setzt  man  der  Kürze  wegen 

T  =  «  (ß'y— ß/'^O  +  ß  («''7'— »' VO  +  7  (a'ß"— a'^ßO 
so  ist 

_         T.df^ 

utid  dieser  Werth  von  dx  bringt  das  Produkt  dx  dy  dz  [auf  die 
drey  variblen  Gröfsen  S,  y  und  z.  Um  weiter  eben  so  dy  zu 
finden,  wird  man  d3  =s  dz  ==  o  setzen,  wodurch  die  zwey  letz- 
ten die  Gleichungen  (I)  werden»       , 


4/r 

dy  SB  j3'  d«r  +  f^  iv  uad  0  ms  ß"  dw  ^f  7''  dri 
YTOrans  man  durch  £Iimuiation>Toh  dr  erhält 
'  dw  • 

,     ,  T.di^dw  , 

80  dafs  man  hat  dx  dv  =     ■■  ■'    ■  ■— ^  wodurch  also  da$  Produkt 

dx  dy  dz  auf  die  drey  yeränderlichen  Gröfsen  S«  w  und  z  gebracht 
wird.  Um  endlich  noch  dz  zu  finden,  wird  man  d^  =  dw  =  o 
setzen,  wodurch  die  letzte  der  Gleichungen  (I)  gibt  dzs=(y'^dr, 
so  dafs  man  hat'dx  dy  dz  =a  T«dd  dw  dr  oder 

///Udx  dydz  =///ÜT,dSdwdr, 

in  welchem  letzten  Ausdruehe  die  Gröfse  U  ebenfalls  als  eine 
Funktion  Ton  r,  w,  3^  zu  betrachten  ist. 

Behält  man ,  um  die  Anwendung  des  Vorhergehenden  zu 
geigen,  die  obige  Bezeichnung  der  Gröfsen  rwS  bey,  so  ist 

X  =  r  Sin  3  Cos  w    y  =  r  Sin  5  Sin  w     z  =  r  Cos  S. 

Differentiirt  man  ^i^se  d^ey  Gleichungen  naph  allen  ifi  ihqen  ent- 
haltenen Gröfsen ,  so  erhält  man 

a  =  r  Cos  S  Cos  w  ß  = — v  Sin  S  Sin  w  <y  =  Sin  S  Cos.  w 
a'  =  r  Cos  3  Sii>  v  ß'  ==.  r  Sin  d  Cos  w  7/  =  Sin  5  Sin  w 
ä//ä— rSinS  ß''=f     o  ^//c=  Cos  3 

also  ist  T  =  r^  Sin  S.  Setzt  man  daher  U  =  1,  so  ist  das  Ele* 
ment  des  Volums  des  Körpers 

dK  ==  dx  dy  dz  =  T .  dr  dw  d3  =^  r»  dr  d^  d5  Sin  3  wie  zuvon 

Hätte  man  aber  die  Winkel  5  und  w  so  angenomm<ßn  ,  dafs  man  hat 

X  ==  r  Cos  3       y  ^=  r  Sin  3  Cos  w       z  =  r  Sin  S  Sin  w 

so.  würde  man  ebenfalls  finden  T  =5  r^  Sin  3  also  auch 

dK  =  r**  dr  dw  d3  Sin  3  wie  zuvor« 

IL  Verwickeltqr  wird  der  Ausdruck  in  r,  w,  3  für  das  Ele- 
ment der  Oberfläche  der  Körper,  das  bekanntlich  in  rechtwink- 
lichten  Coordinaten  xjz  gldich 

Man  kann  aber  die  drey  Gröfsen  x  y  z,  wenn  man  die  Glei- 
chung für  die  gegebene  Fläche  zu  Hülfe  nimmt,  immerauf  zwey 
andere  Gröfsen  p  und  q  zurückführen ,  so  dafs  man  hat 

dx  =  a  dp  -f-  ß  dq 
dy  =.  et'  dp  +  ß'  dq 

dz  =  a/'dp  +  ß"dq 
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Eliminirt  man  aus  diesen  dvej  Oleicbungeu  die  zme'f  Gröfsen 
dp ,  dq ,  so  erhält  man  ..... 

(*'  fi'i—af^ßO  di  +(ä'/j3— ^ß//)  djr +:  <aß/— «//3)  d«  =  O 

Die  Gleiehnh'g  eitier  £betie ,  in  welcher  bekanntlich  infm^r  die 
Cdefficientöh  Ton  dx,  dy,  d2  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche 
diese  Ebene  in  derselben  Ordnung  mit  deh.  c<ifordinirten  Ebenen 
der  jz,  xz  und  xj  bildet.  Daraus  folgt,  dafs  jedes  Element  dS 
der  gegebenen  Fläche  zu  seinen  Projectionen  in  de«  coordinirten 
Ebenen  der  jz ,  xz  und  xj  in  demselben  Ordnung  die'  Ausdrücke 
habe 

(«'/3"— a''i5')  dp  dq,     («//0  — «ß/0  dp  dq,     («  ^'— a'ß)  dp dq , 

und  da  bekanntlich  das  Quadrat  jeder  ebenen  Figur  gleich  der 
Surnmef  der  Quadrate  ihrer  Frojectionen  aiif  drej  unter  einan^ 
dcfr  senkrechteitf  Ebenen  ist,  se  bat  man  für  das  Eteintot  der 
Fläche  "ätfs  gegebenen  Körpers 

dS  Ä  dp  dq;^[(a'l3^/-»«''ßO*+(«''i3-^ß'0'+C«^ß^--^'Ä»] 

Nähere  Anwendungeik'  dieser  Ausdrücke  werden  wit  weiter  un- 
ten  keinen  lernen.  -  - 

HL  Wendet  man  das  Vorhergehende  auf  die  ßestinimung 
der  Goordinaten  X  Y.  Z  des  Schwerpunktes  an ,  so  hat  man , 
wenn  ^  die '  veräiäderliche  Dichte  des  Körpers  bezeichnet,  nach 

•  .  .     • 

wo  K  =///fr^  Sin  5  dr  dSdw 

ttiäsL  man  i^ach  der  oben  atigenomtnenen  Bezeichnung  derGtöf- 
sen »  und  w  hat  -  t 

*x  :5s  r'  8i*  9  Cos  w ,  7  sa  r  Sin  5>Öiii  w  und  z  es  r  Cos  S 

so  erhalt  man  for  die  gesuchten  Goordinaten  des  SchVerpunktea 

Xff^T^:  Sin<  )»  Cos  w.  dr  d»  dw  ' 

~j(X/^r\  ftift%ardS/d.^ 

JXffv*.  Sin»  3  Sin  w  dr  dS  dw 


z  = 


jC/y^r«.  Sin  ^.dr  d^  dw 
//7^r»  Sin  dCos  3  dr  d;^  dw 

Iffcv^  Sin  gdr  d3  dw 


Alle  diese  Integralien  werden  yon  w  as  o  bis  w  =s  36b  dann 
Ton  S  =  o  bis  3  =s  180  und  endlich  Ton  r  s  o  bis  zu  dem  Werthe 
Ton  r  genommen ,  der  zu  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche 
^8  Körpers  gehört. 

Suchen  wir  zum  Bejspiel  den  Schwerpunkt  eines  Kugelaus- 
«tknitte»,  zu  welchem  der  Halbmesser  a  und  der  Winkel  %ol  der  s. 
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bej^^  aursersten  Halbmesser  gehört.  Der  körperliche  Inhalt 
dieses  Kugelausschnittes  ist 

K  Äj^/'f  r».  Sin  3 .  dr  03^  dw. 

Wenn  an  die  ganze  Peripherie  eines  Kreises »  dessen  Halbmes- 
ser die  Einheit  ist,  bezeichnet ,  so  ist  das  erste  Integral  Yon  K 
in  Beziehung  auf  ^w  yon  w  ==  o  bis  w  =:  stv  genommen , 

*  K  ?;=  «yy?  r«  dr.  Sin ^  d3 
tihd  daVon  ist  das  Integral  in '  Beziehung  auf  3 

K  =  --  M  Cös ».f^r*  dr 
also,  avLch  dieses  Integral  Ton  5  =  o  bis  d  =  a  genommen 

K  =  97r  (i— Cos  «)/^r»  dr 

und  eben  so  nnqet  m^n»  dafs  die  beyden  Intpgrale  y/y^r'* 
Sin*,i?  Cpsw.dr  d;^  dw  undy//gr'.  Sin»  3  Sin  ><r,4rcl3dw  zwi- 
schen denselben  Gränzen  genommen,,  gleich  J^ull  sind*  Endlich  ia^t 

yyre^^  Sin  3  Cos  S.drd&dw  =  ^  Sin»  «.//»r»  dr*    ^ 

Wir;  haben  daher  für  die  Ceordinaten  de§  ^ch^erpiiuhtes 

^^Y_^^^P^^  _       Sih'g/^rWr       ^  i^^Cos«  /^r^dr 

4(i-i— Co8Ä)/^r*dr  ä        *7^r»dr 

Kimmt  man  an ;  däfs  die  Dichte  der  fiucel  Ton  dem  Mittelpunhte 
wie  die  n'«  Potenz  der  Entfernung  wächst  ^  so  ist  f  =  r  ,  also 
der  körperliche  Inhalt  des  Segmentes 

R=-Xa.a       Sin«- 

....:  und  Z  2=. -*-r-T-^A  Cos***  •• 

n-4-4  3 

ist  die  Dichte  der  Kugel  ih  Mm  ihsen  Tbeilen  ^ic^lbe ,  so  ist 
in  =i.o  odjyf., 

K  «  ^*  (i*  SiÄ»r^  tind  Z  =  ^  Cos«  - 

Ftir  die  halbe  Kugel  isti«  t±=ii)(f  Also  •  v 

Ott'     '"  *^  "•'•:■         Sä"   '^ 
H  =-—.a*  und  Z^cfe  ^i  ^re  zuvor. 

»'.-'»«Jp-t*         »«  '^ 

i 
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ZWEYTES  KAPITEL. 
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Voii'   der   Bew  eg  uiag   überhftiit»t. 


W- 


$♦  1^ 


enn  ein  Körper  ruht,-  oder  im  Gleichgetvichte  ist,  .&<>  luiön 
er  sich  selbst  keine  Bewegung  geben ,  weil  er  in  sich  selbst  kei- 
nen Grund  enthalten  kamn,  diese  Ruhe  aufzugeben*  Wird  er  aber 
von  irgend  einer  Ursache  aufser  dem  Körpef  in  Bewegung  gesetzt, 
und  dann  sich  selbst  überlassen ,  so  wird  er  si^h  immer  auf  Idie- 
selbe  Art  und  in  derselben  Hichtuug  fortbewegen,  weil  kein  wei- 
terer Grund  da  ist,  der  die  Richtung  seiner  Bewegung,  oder  diese 
Bewegung  selbst  andern  kann«  Diese  Eigenschaft  aller  Körper 
in  dem  einmal  angenommenen  Zustande  zu  yerharren  heifst  man 
Trägheit«  •      . 

Die  Bewegungen  der  Körper  Jiönnen  unter,  einander  sehr  yer«' 
schieden  sejn«  Die  einfachste  unter  allen  aber  tst  offenbar  die  , 
in  welcher  sich  die  von  dem  Körper  zurück^e.log^en  Bäume  wie 
die  Zeiten  verhalten ,  in  welchen,  diese  Häume  zurückgelegt  werr, 
den.  Main  nennt  diese  Bewegui?igen  gJoicbfQfmiggii^ 

Die  gleichförmigen  Bewegimgen  sind  daher  \^i^^nfS^^^^^^ 
blofs  durch  die  gröfseren  und  kleineren  B  ä  um  eV  verschieden , 
welche  in  dierselben  Zeit  zurückgelegt  werden.  Aus  aid'sem  Un- 
terschiede ist  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  entstanden , 
der  hcy  der  gleichförmigen  Bewegung  da»  Verhältnifs  des  Bau- 
mes zu  der  Zeit  ist ,  in  welcher  djeser  Baum  beschrieben  wird* 
Ist  also  s  der  Baum,  t  die  Zeit,  in  welcher  jeuer  Bauin  beschrie- 
ben wird^,  und  t  die  Geschwiadigkeit,  so  ist   '    ^   • 


r 


Alle  andern  nit^hi  gleichförmigeD  Bewegungen  werden  also  eine 
verändefirUche  Geachwindigkeit  iMiben.  Da  i^is  aber  die  innere 
Ursache  aller  Bewegung  unbekannt  ist ,  so  können  wir  nicht  wis« 
sen ,  ob  bej  der  ungleichförmigen  Bewegung  die  Veränderung 
der  Geschwindigkeit  ohneAwfhöreti  statt  hat,  d.  h*  ob  sie  statig 
fortgeht^  oder  ob  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Ge- 


schi^ihdigkeit  dnrcfa  Zelten  von  unbemerkbarer  Dauer  ron  ein^ 
ander  getrennt  sind«  Es  ist  aber  klar,  dafs  unter  bejden Voraus- 
setzungen die  Erscheinungen  für  uns  dieselben  seyn  werden ,  so 
wie  eine  krumme  Linie  für  uns  dieselbe  bleibt ,  sie  mag  durch  die 
stelige  Bewegung  eines  Punktes  oder  aus  einen  Polygon  yon  un- 
endlich kleinen  Seiten  entstanden  seyn.  Wir  werden  annehmen, 
dafs  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Geschwindigkeit 
durch  unmerkliche  !^eiten  yon  einander  getrennt  sind,  woraus 
dann  folgt,  dafs  man  jede  Bewegung  während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  als  gleichförmig  ansehen  kann,  Ist  daher  dt  das  Ele- 
ment der  Zeit,  in  welcher  ds  das  Element  dea  Raumes  jsurück- 
gelegt  wird ,  so  ist  für  jede  Bewegung 

t=^....(I) 


Ist  also  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  im  Anfange  eine^ 

ds 
Augenblickes  V  4=  •>- ,    so  wird  sie  im  Aiifangö  des  folgenden 

Augenblickes  y'  ==  y  +  dv  oder  y'  =  57  +  ^»  "IF"  seyn,  wo  dt 

äas(  cdnstätite  EÜement  der  Zelt  bezeichnet. 

ds 
Dfcr  erste  Theil  —   dies^er  neuen   Ges<;^win'digkeit  ist   eine 

*  '      •   4'    '      ' .  ■ :  *  i  •>  ri      ,♦••  ti    I    ' "  '  •  *     QS 

Folge  der  Trägheit  des  Körpers:    der  «weyte  aber;d,—  kann 

eben  wegen  dieser  TrSgfteit  setue  Ursache  nicht  in  dem  Körper 
selbst  habeni.  Wiii^  müssen  dabei'  die  Ursache  die.ser  Aenderung 
der  Geschwindigkeit,  welche  Drstiche'  wir  mit  d^ml^jähmen  Kraft* 
bezeichnen  wolleh,*  irgendwo  atifser  dem  bewegten  Körper  an- 
nehmen« Dk<unsab^r  die  inher'Öl^ätur  dieser  Kraft ,  und  ihre  Art 
tM  witt^^n^^hzlich  ui'ibebeni^x  ist^;  i6  sind  wir  gezwungen  ,  ihre 
Wit'kuKgfeir,''^  welche  Wir* allein'  keiinen,  für  sie  selbst  zu  substi- 
tüirem  ^''^  \       ;    . 

Es  ist  auch  in  der  Thät  am  einfachsten,  für  das  Maafs,  die- 
ser Ki'aft  die 'Geschwindigkeit  aiizunehmen,  werche  yön  dieser 
Kraft  in  eiöer  beAiijimten  ZiEfit  hervorgebracht  wird ,  d.h.  die 
Kraft  der  Von  ihr  erzeugten  Gesclr^indigkeit  pröporizionirt  anzu« 
nehmen ,  und  wii^  werden  in  der  Folge  sehen ,  dafs  diese  Annah- 
me der  Natur  und  den  Erfahrungen  yollkommen  gemäfs  ist. 

Diese  Annahme  des  Verhältnisses  der  Kraft  zu  der  yon  ihr 
heryorgebrai^kten  Geschwindigkeit^  und  die  4er  Trägheit ,  sind 
daher  als 'ewey •ursprüngliche  Natargiesietze  iu  ]>ätrachten,  die 
uns  durch  die  Beobachtungen  gegeben  werden:  sie  sind  die  ein- 
fachsten, die  man  yorausset^en  kiannr,  und  zugleich  die  einzigen,' 
welche  dielMeehanik  yon  der  Erfiihriüig  entlehnt,  * 


'i    '    . 


w>.- 


Jrk'-y 
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Nach  dem  Vorhergehenden  wird  also  die  augenblickliche  Wir. 

ds 
Imng  einer  Kraft  gleicK  d,  r  sejn.   Es  ist  aber  klar,   dafs  man 

die  a'ugenblicklicHe  Wirkung  einer  Kraft  desto  beträchtlicher  an- 
nehmen mufs,  je  gröfser  erstens  die  Intensität  dieser  Kraft,  und 
je  gröfser  ferner  die  Zeit  ist ,  während  welcher  sie  wirkt.  Daher 
verhält  sich  die  augenblickliche  Wirkung  einer  Kraft  wie  ihre 
Intensität  multiplicirt  in  das  Element  der  Zeit,  während  welcher 
sie  wirkt.  Heifst  also  p  die  Intensität  einer  Kraft  und  dt  das  Ele- 
ment der  Zeit,  während  welcher  sie  wirkt,  so  wird  die  Wirkuug 
dieser  Kraft  während  dieser  Zeit  gleich  p.  dt  seyn»  Dieselbe  Wir- 

ds        d's 

kung  ist  aber  auch  nach  dem  Vorhersehenden  d.-^  = ;  wenn 

^  dt        dt 

man  die  Aenderungen  der  Zeilen  als  constant,  oder  die  Zeit 
selbst  als  gleichförmig  fortgehend  betrachtet,  also  ist  die  Kraft 
selbst 

d'd 

?  =  dF-"-(»^ 

oder  auch  <ly 

P=Tt 

Aus  den  beyden  Gleichungen  (I),  (II)  folgt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit das  erste ,  und  die  Kraft  das  zweyte  Differential  des  Rau- 
mes in  Beziehung  auf  die  Zeit  ist.  Da  sonach  die  Kräfte  sich  wie 
die  Geschwindigkeiten  verhalten,  so  gilt  von  der  Zusammenset- 
zung  und  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  dasselbe,  was  wir  oben 
Cap.  I  ^\  3.  von  der  Zusamoiensötzung  und  Zerlegung  der  Kräfte 
gesagt  haben. 

5-  ^- 

Auf  einen  körperlichen  Punkt  wirke  eine  Anzahl  von  gege- 
benen Kräften  nach  gegebenen  Richtungen.  Man  suche  seine  Be- 
wegung. 

Alle  diese  Kräfte  lassen  sich  nach  Cap.  I  auf  drej  andere 
X  Y  Z  bringen ,    die  in  derselben  Ordnung  den  rechtwiuklichteni " 
Coordinaten  x  y  z  d^s  Punktes  parallel  sind. 

,  Am  Ende  irgend  einer  Zeit  t  wird  also  nach  dem  Vorherge- 
henden der  Körper  nach  den  Richtungen  der  drey  Coordinaten 
die  G0s(ihwindigkeiten 

äx       dy       dz 

dt'     dt  '      dt 

haben,  und  weiln  ^ad  am  Ende  dieser  Zeit  den  Körper  sich  selbst 
überliefse ,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeiten  nach  dem.  Ge- 
setze der»  Trägheit^'uhverändert  beybehalten.  Da  aber  am  Ende 
der  Zeit;  t  die  Kräfte  X  Y  Z  wieder  auf  den  Körper  wirken,  so 
wird  der  Körper  in  dem  nächstfolgenden  Augenblicke  dt  die  Ge- 
schwindigkeiten h4ben 
IIL      ^  H 


5o 


die 


iy 


in 


-f-  +  Xdt,   ^  +  Tat,  -5-  +  Zdt 


dt 


dt 


dt 


oder  mit  andern  Worten ,    er  wii'd  die  tieschvindigkeiten  haben 

dx  dx      .       dx    ,    ^  _  . 

-:r-  +  4 .  -T-  —  d .  -=-  +  Xdt  nach  x 
dt  ,     dt  dt    ' 


dy 
dt 
dz 


dy 
•It 


-f  +  d.-^  — d. 


dy 
dt 


dz         T    ^^ 


Ydt  nach  j 


Zdt  nach  x 


Allein  in  diesem  neuen  Augenblicke  sind  offenbar  auch  die  mit  den 
drej  Coordinaten  parallelen  Geschwindigkeiten 

dx  dx 


dt 


dt 


/  dt  ^"^^  dt 
dz         j    ^* 

-di  +  *-Tt 


woraus  daher  folgt ,   dafs  die  Geschwindigkeiten'  oder  die  Kräfte 

■  r 

—  d.-T-+  Xdt 
dt  ^ 

_d.$  +  Tdt 
dt  ^ 

dz 
-d.^  +  Zdt 

in  diesem  neuen  Augenblicke  sich  au  fh  eben,  und  dafs ,  wenn 
blofs  diese  letzten  drey  Kräfte  auf  den  Körper  wirkten,  er  ver- 
möge dieser  Kräfte  im  Gleichgewichte  sejn  würde. 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ([  Cap.  §,  5. 9.) 
wird  also  zugleich  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  seyn, 
wenn  man  nur  in  jener  den  Kräften  X  Y  Z  noch  die  in  entgegen« 
gesetzten  Richtungen  wirkenden  Kräfte 

d«x  d«y  d»z     ,.       ^ 

-  dF»    ~  ^'    ~  "57^     hmzufügt. 


dt' 


d^^ 


I.  Sind  daher,  wie  dort,  L  =  o,  L'  =s  o,  L^'  =  o  ••♦•  die 
Gleichungen,  durch  welche  gegebene  Nebenbedingungen  der 
Aufgabe  ausgedrückt  werden,  und  ^,  V,  V  unbestimmte  Grd'fsen, 
so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  (Gap.  I  §•  6.  Gl.  Y) 


5i 


dt»     ,    *^  dt«     ^  ^  dt« 
+  PJjp  +  QÄI+,..  +  XdL  +  VdL/+...  (lU) 

oder  wenn  aUe Kräfte  P,  O....  auf  drey  andere  X  T  Z  gebracht 
werden ,  welche  nach  den  Achsen  der  x  7  z  gerichtet  sind 

+  XdL  +  x'dL/ +  .  . .  (III ) 

und  man  wird  diese  Gleichung  eben  so,  wie  oben  die  des  Gleich- 
gewichtes behandeln.  Soll  z.  B.  der  Körper  sich  auf  einer  Fläche 
bewegen ,  deren  Gleichung 

dL  =  Pdx+  Qdj  +  Rdz  =  o 

ist,    wo  also  P,  Q,  R  nicht  mehr  die  Yorhergehende  Bedeutun«^ 

haben ,  so  erhält  man  für  die  Bewegung  dieses  Körpers  die  Gler^ 


y  —  (IV) 


chungen 

d»r 

und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  wird  seyn 

'  VCsr)'  +  0*  +  (57)'  =  ^  \^  ''•  +  V'  +  H- 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers  ganz  frey,   so  wird  man  in  den 
letzten  drey  Gleichungen  die  GröCse  X  gleich  Null  setzen* 

II.  Sucht  man  die  Bewegung  mehrerer  körperlichen  Punkte 
oder  Massenelemeute ,  m ,  m^^  m^^  •  • «  auf  deren  ersten  die  Kräfte 
mX,  mY,  mZ  parallel  mit  den  Coordinaten  x  7  z  dieses  Punk- 
tes; auf  den  zweyten  die  Kräfte  m^X',  m' Y',  m'Z'  parallel  mit 
den  analogen  Coordinaten  x'  y'  z'  dieses  zweyten  Punktes  wir- 
l^n  u.  s.  w.  so  hat  man  nach  Cap.  I  ^.  9. 

(d'x'  X  •d'v'  X  /d«z'  \ 

j^-X^^m^&/+(^-Y/)m^^y+(^-Z/^m'&' 

+  \dL4-^'dL'+ (V) 

III.  Sucht  man  endlich  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Körpers  Ton  irgend  einer  Gestalt ,   so  wird  man  ebenfalls  in  den 

Da 


5a. 

sechs  letzten  Gleichungen  des  i^.  9.  Cap*  I  statt  den  Gröfsen  X,  Y,  Z 
die  folgenden 

d«x         _       d»y  d»z 


dt 


^'    df  ^ 


'    dt» 


—  Z 


setzen  9  wodurch  man,  wenn  dm  das  Element  derMasfte  di&s  Kör- 
pers bezeichnet^  folgende  sechs  Gleichungen  erhält 

d"x 
Sdra.-^l  =  8»Xdm 

Sdm^^I?  =  S.Y^m 
dt« 

d*z 

Sdm.-T—  =  ß.Zdin 
dt« 


( 

Q 


xd»y — yd 


dt' 


dt* 
yd*z — zd'y 
dt*  " 


-  "^  dm  =  S  (Yx-^Xy)  dm 

-  \dm  =  S  (Xz— Zx)  dm^J. 
^  dm  =  S  (Zy— Yz)  dm  j 


Die  drey  ersten  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen  die  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes  des  Körpers ,  und  die  drey  letzten  be- 
stimmen die  Botation  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt ,  vi*Ö 
X  y  z  die  Coordinaten  jedes  Elementes  deti  Körpers  in  Beziehung 
auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  sind.  Wird  der  Rörpei^ 
Ton  einem  fixen  Punkt  zurück  gehalten,  so  kann  seine  Bewegung 
nur  in  einer  Drehung  um  diesen  fixen  Punkt  bestehen ,  und  dann 
wird  seine  Bewegung  blafs  durch  die  drey  letzten  dieser  Glei-^ 
chungen  bestimmt ,  vorausgesetzt,  dafs  man  .diesen  fixen  Funkt 
zum  Anfang  der  Coordinaten  x  y  z  macht* 

ff.  3» 

Für  uns  ist  vorzüglich  der  Fall  der  Natur  interessant  ^  nacl|^ 
welchem  sich  bekanntlich  alle  himmlischen  Körper  im  geraden 
Verhältnisse  ihrer  Massen  und  im  verkehrten  des  Quadrates  ihrer 
Entfernungen  von  einander  anziehen. 

Es  seyen  x  j  z  dite  i-echtwinklichten  Cöordihaten  eines  diesei» 
Körper;  x'  y'  z'  die  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  des  zwey- 
ten,  die  denselben  Anfangspunkt  haben  u«  s,  "v^.  Auf  den  ersten 
Körper  sollen  parallel  mit  denAchsün  der  x  y  z  die  Kräfte  XY -2^, 
auf  den  zweyten  die  Kräfte  X'  Y'  Z'  wirken  u.  s,  w.  Ist  avA'*ep 
der  Wirkung  dieser  Kräfte  die  Bewegung  dieser  Körper  frey, 
und  nimmt  man  an  ,  dafs  die  Kräfte  X,  X'«>«.,  die  Entfernungen 
X,  x'.  • . ,  am  vermindern  streben,  so  werden  wir  in  der  Glci^jhung  (V) 
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diese  Kräfte  X^X/»«^ .  negatir  annehmen,  und  da  dann  dieGröfsen 
S±^  Sji  Szy  ^x'«.«t  unabhängig  ^ind,  so  wird  man  vermöge. die- 
kßv  Gleichung  haben 

U.  8.  £• 

Ist  n  die  Anzahl  dieser  Körper ,  so  ist  3n  die  Anzahl  dieser  Glei* 
chungen ,  und  ihre  zweyten  Integralien  W€^rden  ()n  Constantert- 
enthalten ,  durch  welche  die  Elemente  der  n  Bahnen  dieser  Kör- 
per  bestimmt  werden.  Diese  3n  Integralgleichungen  werden  auch 
die  Werthe  der  3n  Gröfsen  x  y  z  x'.*.  in  Functipnen  von  t  ge- 
ben,  wodarch  also  der  Ort  eines  jeden  dieser  Körper  für  jede 
gegebene  Zeit  bestimmt  wird. 

L  Diefs  vprausgesetzt  wollen  wir  annehmen ,  dafs  im  An- 
fange der  Coordinaten  ein  Körper  sey,  dessen  Masse  M  ist.  Oie 
Entfernung  dieses.  Central  7  Körpers  von  dem  ersten  der  oben 
betrachteten  Kprper ,  dessen  Coordinaten  x  y  z  sind , 

ist  r  =  v/^L^  +  y*"!-  z'  und  ^^h^r  die  Kraft,    mit  welcher  der 

.       M 

Central -Körper  auf  jene  wirkt,   gleich  -^,     Zerlegt  man  diese 

Kraft  parallel  mit  den  drey  Coordinaten  x  y  z,  so  erhält  man  für 
diese  Seitenkräfte 

^xMyMz 

r«    r   •  r*    r  '  r>    r 

Ist  daher  nur  dieser  eine  jener  Körper  da,  so  werden  die  vorherge- 
henden 3n  Gleichungen  in  folgende  drey  übergehen 

_  d*x        Mx  ^   d«y       My  _d*25.^z 

und  diese  drey  Gleichungen  werden  die  Bewegung  des  ersten 
Körpers  bestimmen« 

II.  Nehmen  wir  jet»t  an,  dafs  bloi's  die  zwey  ei^sten  dieser 
Körper,  ohne  dem  Central -Körper,  dasind,  und  suchen  wir 
ebenfalls  ihre  Bewegung.  Diese  heyden  Körper  sind  also  bloCs 
ihren  gegenseitigen  Anziehungen  unterworfen.  Es  sey  m  die 
Masse  des  ersten  und  m>  die  des  zweyten  Körpers.   Die  Distanz 

beyder  ist  f  =  \/(x' — x)«-^(y'— y)'+(z  — z)«  und  daher  die 
Wirkung  von  m'  auf  m  gleich  -^,  woraus  die  Seitenkräfte  nach 
X  y  z  entstehen 
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in'(x'— -x)       ni'(y' — j)      m'(x' — z) 

?        '  ?        '  ? 

also  die  ersten  jener  drej  Gleichungen 

d«x      m'(x'— x>  d*y  .  m'/y'— y)  d*«  .  m'(z'— z) 

und  eben  so  die  drey  folgenden 

d»x       m(x^ — x)  ^^y'      ni(y' — ^y)  d"z'      m(z' — z) 

dt»  (»3       '  dt»     ..         f8       '  dt«     .  f» 

und  die  Bestimmung  der  Bewegung  dieser  beyden  Körper  wird 
von  der  doppelten  Integration  der  letzten  sechs  Gleichungen  ab- 
hängen« 

IIL  Wären  blofr,  die  drey  ersten  Körper  da ,  deren  Hassen 
m  m^  m'^  sejn  sollen ,  so  sey 

f'   ==  (x/  —  x)»  +  (j'—yy  +  (2'  —  z)' 

gl*  =  (x'z— x)«  -I-  (y"— y)»  +  (z"—  z)« 

f"*  •=  (x"— x')«+  (y"— y')'  +  (z«— 2')» 

und  die  Bewegung  dieser  drey  Körper ,  die  blofs  ihren  gegen- 
seitigen Anziehungen  unterworfen  sind ,  wird  durch  die  folgen- 
den neun  Gleichungen  gegeben  seyn« 

_•       •»         .    .  .    ,, 

d'x    ,     m'  .         m'' 

d*y        m'  m" 

*  =  dT^  +  P  ^y'-y)  +  ^  (y"-y). 

"  =  dr  +  p  (";-^)  +  ^  C^"-*> 

„  =  ^5!  _J?  (x/_x)+  "i^  (x'/-xO, 
dt»  (*  -  f"»^  ''' 

"=^dit--7r(^'-y)  +  ^(y''-yO. 

o  =  JÜ'  -  ^(z/-z)  +  5^  (z//_zO 
dt'  ^'^  .  ^''«  \  /» 

"^    dF"  ~^-jT  "^y    y^  ~  77T  (y"~y')^ 

o  =  ^fü-fL  (z"~z)  -^'_  (z'/-zO 
dt«  c"  f//» 

lind  (0  fort  für  mehrere  Körper.  Allein  die  doppelte  Integration 
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dieser  selir  zusammengesetzten  Gleichungen  biethet  Sehwierig- 
keiten  dar ,  -welche  für  den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  Ana« 
Ijsis  unübersteiglich  sind ,  und  es  yielleicht  immer  sejn  -werden« 

IV.  Um  hier  schon  die  Hindernisse  einiger  Mafsen  schätzen 
zu  lernen ,  welche  sich  der  Integration  solcher  Gleichungen  ent- 
gegensetzen ,  wollen  wir  den  einfachsten  Fall  yon  drej  Körpern 
annehmen,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  sich  gegen- 
seitig anziehen«  Ist  m  die  Masse  des  ersten  Körpers ,  und  x  seine 
Entfernung  yon  einem  gegebenen  festen  Punkt  jener  geraden 
Linie ,  und  bezeichnet  man  für  den  zwejten  Körper  dieselben 
Gröfsen  durch  m'  x*  und  für  den  dritten  durch  m'^  x",  wo  ich 
x'  >  X  und  x''  >  x'  annehme ,  so  ist  (x'  —  x)  die  Entfernung 
des  ersten  Körpers  yom  zweyten ,  und  (x''  — ^  x)  des  ersten  yom 

m' 
dritten >' also  die  Wirkung  des  ^swejten  auf  den' ersten  ^  ^       ■  ■, 

^X  — "X^ 

m'^ 
und  die  des  dritten  auf  den  ersten  ^  ,,      ■;'    und  eben  ao  för  die 

(x"— x)* 

übrigen.  Wir  haben  daher  für  die  gesuchten  Gleichungen  der  Be- 
wegung dieser,  drej  Körper  folgende  dre^  einfache  Gleichungen ; 

d»x  m/  m'' 


o  s= 


dt«  ^x'— x;«         (x'/— x)» 


d*x'    i_        m  m'' 


dt»  <x'— x)*         (x"— -xO" 

d"x'/  ,           m          .          m' 
o  s=s  , -4-   — ■  +  ^— — 

dl»  (x'z— x)»  (x"— xO* 

Ton  diesen  drey  Gleichungen  aber  kann  offenbar  keine  für  sich 
allein  integrirt  werden ,  sondern  man  rnuis.  sie  zuerst  unter  ein- 
ander combiniren,  um  sie  integrabel  zu  machen«  Multiplicirt  man 
die  erste  durch  m,  die  zwejte  durch  m^  und  die  dritte  durch  m^S 
so  gibt  die  Summe  dieser  Producte 

md«x  +  mM*x'  +  m/'d«x'' 

dt» 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

laäx  ^  m^  dx^  -|*  m'^  dx^^  ss  C  *  dt  und  dayon  ist  das  Integral 

mx   -(- m'x'    -f-m''x''    =  C«t  +  C'  wo  C  und  C  con- 
stante  Gröfsen  bezeichnen«   Diefs  ist  eines  der  gesuchten  yolU^ 
ständigen  Integrale« 

Multiplicirt  man  die  erste  derselben  dur'ch  m  dx ,  die  zweyte 
durch  m^  dx^  und  die  dritte  durch  m'^  dx^^,    so  gibt  ihre  Summe 

mdxd«x -|-mMx'd»x'  +  m'/dx''d»x'' 

dt» 

m  m'  (dx — dx')         mm'  (dx — dx")         ni'm"(dx'— dx") 


(X~X')«  "  (X-^")»  ^  (X'— X">* 
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iFOTon  das  Integral  is^ 

II- r=:    ,.  -f-;    .•      ■■  ■  .  -J-  i    ■  T  ^ 

*   ^dt»  X' — X     '  X" — X        X"— X 

»  •  •      • 

nvo  €''  wieder  eine  eonstante  Gröfse  i^t.  Uiese  Gleichung  i&t  die 

zweyte  der  gesuchten  Integralien  ,  aber  nur  der  ersten  Ordnung* 
Es  scheint  sehr  schwer  zu  seyn*,  noch  eine  dritte  Integralglei- 
chung, selbst  nur  wieder  der  ersten  Ordnung ,  wie  die  letzte  zu 
finden.  Aber  selbst  wenn  sie  gefunden  wäre,  würde  doch  die 
Tullständige  Auflösung  dieser  Aufgabe,  oder  die  Aufsuchung 
dreyer  ToUständiger  zweyten  Integrale  der  drey  gegebenen  Glei- 
chungen noch  sehr  grbfse  Schwierigkeiten  darbiethen. 

5.4.'    ^       • 

Da  wir  aber  bey  den  himmlischen  Korpern ,  welche  hierdcii 
Torzüglichsten  Gegenstand  unserer  Untersuchungen  ausmachen , 
nicht  ihre  absaluten ,  sondern  nur 'ihre  relativen  Bewegcmgen, 
der  Planeten  um  die  Sonne  und  der  Satelliten  um  ihre  Haupt- 
planeten, beobachten  können,  so  müssen  wir  die  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems,  von  Körpern  suchen,  die  sich  um  einen 
derselben,  als  um  einen  Central -Körper  bewegen* 

Sey  alsoM  die  Masse  des  Central -Körpers,  und  m  m*»m".*  •. 
die  Massen  der  anderen  Körper,  deren  relative  Bewegung  um  M 
man  sucht.  Seven  ferner  X  Y  Z  die  rechtwinklichlen  Coordina- 
ten  von  M  und  X-|-x,  Y  +  y,  2  +  z  die  den  vorigea  paralle- 
len Coordinaten  von  m,  und  X/  +  x',  Y'  -f-  y',  Z'  +  z'  die  von 
m'  u»  8.  w.  so  dafs  also  x  y  z  die  Coordinaten  von  m  in  Beziehung 
auf  M  und  x'  y'  z'  die  von  m'  in  Beziehung  auf  M  sind  u.  s«  w* 
Nennt  man  dann  rr'...  die  Entfernungen  der  Körper  mj  m^.i  vpn 
M,  so  ist  r«  =  3C«  +  y*-f.  z«,  r^*  =  x'»+  y"  +  z'«  u.  s.  W. 

Dieses  vorausgesetzt  ist  die  Wirkung  des  Körpern  m  avf  den 

Central -Körper  gleich  »-^  und  die  Richtung  dieser  Kraft  fällt  mit 

der  Richtung  der  Distanz  r  zusammen«  Um  daher  diese  Kraft  in 
der  Richtung  der  Achse  der  x  zerlegt  zu  erhalten.,  wird  man  sie 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  multipliciren ,  welchen  die  Distanz 

r  mit  der  Achse,  der  x-  macht*  Dieser  Cosinus  ist  aber  gleich  —  ^ 

also  ist  die  Kraf^  von  m  auf  M  nach  der  Richtung  der  Achse  der 

mx  m'  x' 

X  gleich  -r-  ,  und  eben  so  ist  auch   --^ —  die  Kraft  von  m'  auf  M 


r 


3     , .  .        ^^3 


nach  derseli)en  Richtung  zerlegt,,  und  so  fort  für  alle  übrigen 
Körper  des  Systems«  Wir  haben  daher  für  alle  auf  denCentral- 
Körper  nach  der  Richtung  der  Achse  der  x  wirkenden  Kräfte  den 
Ausdruck 


für  welchen  mr  der  Kurce  wegen  £  •  ~-  setzen  wollen. 

Ganz  eben  so  M'ird  die  Wirkung  aller  Körper  m ,  m^,  m^^. « . 

auf  M  naclb  3ev  Bichtung  der  Achse  der  y  zerlegt,  gleich  2.--^, 

r 

und   endlich  nach  der  Richtung  der  Achse  der  z  zerlegt  gleich 

«VI  w 

2  •  —  seyn.   Wir  erhalten  daher  für  die  Bewegung  des  Central  * 

Körpers  durch  die  Wirbung  aller  andern  Körper   des   Systems 
nach  der  letzten  Gleichung  des ^' 2i  n  .r.  .   ; 

d*X       "y    mx 

_  d*Y  _  2  "^y 

^  ""  SP"  '  r»" 

.  .     .  d«Z      .  5.    mz 

dt"  r* 

I«  Wir  wollen  nun  eben  so  die  Bewegnug  eines  der  anderen 

Körper  des  Systems  z.B.  die  des  m  suchen« 

M 
Die  Wirkung  des  Körpors  M  auf  m  ist  —  -^  also  nach  der 

Mx 

Achse  der  x  2;erlegt ,  — ^  -p  ,  das  negative  Zeichen ,  weil  diesq 

Wirkung  der  des  Körpers  m  auf  M  (oder  der  Wirkung  — ,  die 

wir  als  positiv  angenommen  hab^n)  in  ihrer  Ricbtuiig  ^eine  eiit* 
gegengesetzte  Lage  hat. 

Um  die  Wirkung  des  Körpers  m'  auf  m  zu  finden ,  bemerken 

wir,  clafs  die  Distanz  dieser  beyden  Körper  gleich 

*  i 

|/(x' — x)*-f-(y' — y)*+(z' — z)'  und  daher  der  Cosinus  des  Win- 
kels dieser  Distanz  mit  der  Achse  der  x  gleich 

-    '  -      •  x' X 

\/(X'-f-X)»  i^(y/^y;.  4_(Z/_Z). 

sodafs  man  für  die  Wirkung  des  m^  auf  m  parallel  mit  der  Achse 
der  X  hat  . 

Vi^<x'— x) 


Eben  so  ist  die  Wirkung  von  m'^  auf  m  gleieh     ./  ' 
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ni«(x//— x) 


und  80  fort  für  alle  übrigcxi  Körper,   ao  dafs  man  für  die  erste 
Gleichung  der  Bewegung  des  Köjrpers  m  erhält 

^__d«(X+?c)      MX      m'(x^-x)  

m"(x"—x) 


i-'- 


[(x-_x)»+(y-— y)«  +(z-— z)»] 

d*X 
Smbstituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  j^  den  oben  gefunde-i 

nen  Werth 

mx        m'x        m^'x'^ 

r^    I    p/s     +  J^JTi        r  •  *  • 

so  erhält  man 

d*x  X  m'x'        m"x'' 

m'(x' — x) 


•  •  •• 


3 
all" 


[(^'— x)«  +  (y'-y)».  +  (z/^2:)-] 

m//(x//— x)  

[(x//_x)2  +  (y''— y) » +(z''— z) »]' 

Um  diesen  Ausdruck   einfacher  zu  machen,    wollen   wir  eine 
Hülfsgröfse  R  so  annehmen ,  dafs  man  hat 

'  r 

^        m'  m'^ 

m' 


t  •  • 


V^(x'— x)« +(y'— y)»(+z'— z)» 

V^(x''— x)*  +(y//_y)«  +(z//-T-z)» 
80  erhält  man 


>  * « * 


»=i?+(*+")^+(S) 


Zwey  ähnliche  Gleichungen  wird  man  erhalten,  wenn  mandassielbe. 
Verfahren  auch  in  Beziehung  auf  die  Achsen  der  y  und  der  z 
wiederholt,  oder  einfacher,  wenn  man  blofs  in  deiti  letzten 
Ausdrucke  die  Gröfse  x  in  y  und  in  z  verwandelt*  Wir  haben  also, 
für  -die  ralatiye  Bewegung  des  Korpers  m^  durqh  die  Wirkung 
aller  übrigen  Körper  des  Systems  die  drey  Gleichungen 


5« 


o  =  ii +  (-  +  „,!,+  («). 

.  =  J^  +  (M  +  „)^+(«) 

Verwandelt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  m  r  x  y  £ 
in  m'  r'  x'  y'  z';  m''  r"  x"  y"  z"  u.  8.  f.  und  umgekehrt/  80 
erhält  man  die  Gleichungen  der  Bewegung  der  Körper  m^,  m''u«f» 
um  den  Central -Körper  M. 

II.  Man  kann  diesen  Gleichungen  noch  auf  folgende  Art  eine 
einfachere  Gestalt  geben : 


^        M  +  m 
Scy  Q  z^  — 3--  _  n  »o  ist 

und  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  auch  für 

Substituirt  man  sie  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  f  so  ist 

•=(i?)-(S)l 

IlL  Sind  aufser  dem  Central- Körper 'M  nur  zwey  Körper 
m  und  m'  zu  betrachten ,  und  sucht  man  die  Bewegung  Ton  m 
um  My  so  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  in  folgende 
über 


dt«  ^  r»       r'»  A* 


d*z 


dt»  ^^    ^       r»^r'» 


m'z'       m'(z' — z) 


6o 

MO  r^    -r:^  »•    4-  y   -f"  ** 

IV«  Ist  endlich  auTser  dem'  Körpör  M  nur  ein  einziger  m, 
übrig ,  und  sucht  man  die  Bewegung  yon  m  um  M ,  so  h^t  mau 

-  d«x  . 

o=^j^+(M+m) 

o=.Sr +  («  +  «)  Jf^ 

WO   r«  =  x^  4"  y*  +  2*  ist. 

Man  harin\in  allen  rothergehenden  Gleichuq  gen  statt  doq 
recht^inkllcht^nCbordinaten>  y  z  auch  andere  einführen,  wo- 
durch ihre  Integration  oft  sehr  erleichtert  wird.  Dazu  dient  fol- 
gende Methode ,  welche  zugleich  den  Vortheil  hat ,  ^den  neuen 
Gleichungen  die  möglichsi  'einfache  Form  zu  geben. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  besteht  nach  dem 
Vorhergehenden  aus  ^wey  wesentlich  von  einander  verschiedenen 
Theilen ,  von  welchen  der  erftte 


\St^      ^  df  •     ^  dt»     J 


m 


und  der  andere  S  (X3x  +  Y^y  -f-  Z^z)  m  ist,  und  statt  dem 
letzten  kann  man  auchSCP^p^-QSq-f-RÄt^-h..  0™  setzen,  wenn 
P ,  Q ,  R , ....  die  nach  den  Richtungen  p  q  r  • .  •  wirkenden  Rräfte 
bezeichnen. 

^Es  sey  nun  A  irgend  eine  Function  vonx,  y,  z  und  dx,  dy,  dz. 
Wenn  man  die  VYerthe  von  x  y  und  z  durch  andere  veränderliche 
Gröfsen  a  ß  cy  ausdrückt,  so  wird  auch  A  als^  eine  Function  yon 
^  ß  7  und  da  dß  äcy  zu  betrachten  seyn ,  und  das  vollständige 
Differential  von  A  in  Beziehung  auf  die  Characteristik  S  wird  seyn 

Es  ist  ab^r,  wenn  man  nach  dem  Ausdruckey"udt=j:ut— /t  du  integrirt 

Yr"  ödx  oder  wa^s  dasselbe  ist 
pSA   ,jv  ^k-      •  JA     _    - 


6t 


0 

und  eben  <b 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Gleichopg , 
so  gibt  der  erste  Theil  derselben 


f^H+/^iy+/^i. 


H 


und  der  zwejt^ 

-/a.|^>_/,.|^.*-/d.||..i, 

♦ "    -         '  '     '     ' 

Da  aber  lieyde  Theile  einander  gleich  seyn  müssen ,  und  die  Glie- 
der unter  dem  ln^egraUeich«ön  ganz  heterogene  Gröfsen  von  je^ 
nen  sind,  welche  diese  J'*^^g>^A'zeiciien  nicht  enthalten,  so  müssen 
die  Glieder  des  er«^^^  •^'^^^^^s*'' ^^'^^^  dieses  Zeichen  haben, 
zusanimeng^noi«'^^^  ^'^^  Summe  der  Glieder  des  zweyten  Thei- 
les ,  welche  »^ter  demselben  Zeichen  stehen ,  gleich  seyn ,  oder 
man  hat  ^^ß  Gleichung     , 

Es  sey  z.  B.  der  besondere  Fall  A  =s  4  (dx*  +  dy»  +  dz")  ge-/ 
gebeiU  Da  A  kein  x  y  z  enthält,  so  ist 

H      ^A       JA       ^      ,  *A  ^,^   |A  _a„  ^'A     .  *, 
I  SS  —  s=  —  :=  o  und  ihr-  =^  dx,  J —  s:  dy ,-— -  as  dz 

»X      ^       Jz  Jdx  Wy  ^»az 

also  die  letzte  Gleichung    - 


k- 
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Xcfi»  Siel/ 

+  (^A^äJJL)Sß 

^  \Sß  »äßj  ^ 

Daraus  folgt  also ,  dafs  man  den  Werth  Toa  dem  gegebenen  Aus- 
drucke 


vat»     ^dt»  ■      -dt«    / 


m 


als  eine  Function  von  a  ß  ^  erhält ,   wenn  man  blofs  den  Werth 
der  Gröfse 


g  /dx«  +dy»  +dz«\ 
\  dt*  / 


m 


als  Function  yon  a  ß  ^  sucht.  Denn  nennt  manT  diese  Function, 
so  hat  man  sofort  für  den  yerlangten  Werth  yon  dem  gegebenen 
Ausdrucke 

V      ^d«       S»/       ^\      6iß       iß/    *^^V      idy     byJ    ' 

'  '  '  *  . 

.  Was  endlich  den  e weytenTheil  P  <Sp  +  Q  Äj  +  R  &  + . .  •  betrifft, 
so  läfst  er  sich  immer  leicht  au€  eine  Function  yon  a  ß  y  bringen, 
•weil  man  nur  die  Ausdrücke  der  Distanzen  p  ,  q,  r.,.  und  der 
Kräfte  P  Q  R.  •..  auf  diese  Functiont«i  bringen  dar£  Ist  dieser 
aweyte Theil  ein  yollständiges  Differential,  ^nd  d/T=  P  dp  -f- Q  dq 
4-Rdr4-*..alsbauchÄrr==P^p  +QÄ5  +  Rdji^^,.  so  hat  man, 
wenn  man  den  letzten  Ausdruck  durch  m  multip^cirt ,  und  die 
Summe  für  alle  Körper  des  Systems  nimmt 

S  (P3jp-l-Q5'q4-RÄ'4..*0m  =  S^nm  =  ^.SJin 

weil  das  Zeichen  S  yon  dem  Zeichen  9  unabhängig  ist.  Man  su(5kt 
daher  blofs  den  Werth  der  Gröfse  SiZm  in  Functionen  yon  »ßyi 
heifst  dana  Y  dieser  Werth  yon  S  Jim ,  so  ist 

x\r        dVjr,    1    dV.n    ,   dV^ 
ÖY  z=:^u^         öß+        Sy    . 

da  dp  d'y 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  geht  in  folgende 
über: 

"='(^-ad^".^+6Tr^+(*-.-d3-6-ß+6ßr^ 
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\  2  dt«  / 


m 


/ 


du  =3  Pdp-f-Qdq  +  Bdr  und  Vä  9. Hm  ist 

I«  Um  das  Yorhergehende  auf  einige  besondere  Fälle  anzu- 
T^enden ,  -wollen  wir  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Kör- 
pers suchen,  aufweichen  eine  veränderliche  Kraft  S  in  der  Rich- 
tung r  s=  J/x*  +  y*  +  z«  wirbt.  Nach  J*  2,  II  sind  diese  Glei- 
chungen in  Beziehung  auf  die  rechtwinklichten  Coordinaten  x  j  z 

^  _  d»x  _  Sx 
dt«         r~ 

o  =  lÜ-  h 
dt*  r 

dt«       j  r  ^ 

*  •  • 

Es  sey  nun  d  der  Winkel  der  Distanz  r  des  Körpers  ron  dem  Mit- 
telpunkte der  Kraft  mit  der  Projection  dieser  Distanz  in  der  Ebene 
der  xy  und  v  der  Winkel  dieser  Projection  mit  der  Achse  der  x« 
Man  suche  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  Beziehung  auf  die 
Coordinateh  r  ^  und  v 

Es  ist    X  =s  r  Cos  5  Cos  v 
y  =i  r  Cos  5  Sin  ti 
,  i  SS  V  Sin  5^ 

also  in  $•  4* 

r«  (dy«  Cos«  34-d^*)  +  dr« 

T  =  — i TTTl — «nd  V  =/Sdr 

» dt*  "^ 

Man  hat  daher 

*T  '     ,,      ^       ^     ,    4     .     *T         dr 

ir  =  dF<^''C^^^^+^')»6d;==d? 

£Z  _  s  ^^  —  —      — 

ir   "^      *  ^v   ""*  Äy  *  *  *  "^ 
alsa  die  gesuchten  Gleichungen 

'r'ivCos*  » 


■( 


dt« 
r'dd 


)  = 


dv» 


Würde  der  Körpe^nach  zwey  festen  Punkten  gezogen,  nach  den 
ersten  von  dei'Kraft  8  in.  derBichtung  der  r,  und  nach  der  zwey- 
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ten  von  der  Kraft  S'  in  der  Richtung  der  r',  so  würde  T  den  ro- 
rigen  Werth  behalten,  and  V  =y^S  dr  +yS'dr'  seyn,  und^man 
wüt-de ,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  zu  er- 
halten, blofs  der  ersten  der  drey  vorhergehenden  Gleichungen 

S'dr'  S'dr'  .  8'dr' 

die  Gtölse  — z —  ,  der  zwevteri  ^^ — ,  der  dritten  — 7-—  hinzu- 

dr  ^  dv  d5 

fugen ,  woraus  man  zugleich  sieht ,  wie  man  auch  für  mehr  als 
zwey  Kräfte  verfahren  soll. 

II«  Auf  eine  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  allgemeinen 
Gleichungen  des  $•  4*  11  behandeln,  die  man  durch  folgende  ein- 
zelne, ausdrücken  kann  : 

J'xg^  +  d'y6y+J»zgz  ^  ^dQ'^  ,^^  ^ä^j  ^^^  /dQ\  ,^ 

wo  die  Variationen  Jx,  Jy  und  Sz  von  einander  unabhängig  sind. 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  dem  oben  gegebenen 
Ausdrucke ,  so  ist ,  wie  zuvor , 

«    _  r»  (dv«  Cos*  1&  4-  d3») -j-  dr* 

1  ^_» "■  I .  .1  ■  -^ 

2  dt* 

also  behält  auch  - —  und  -r-^-  •  •  .  ♦  seine  obisen  Werthe.   Die 

or  ^dr  ^ 


Gröfse  bn  aber  ist  gleich 


ÖZ 


dy/     '  \dz 

oder  du  ist  das  vollstandigfe  Differiential  ton  Q  in  Beziehung  auf 
X ,  y  und  2.  Al]jeih  das  vollständige  Differential  derselben  Gt^Öl^e 
in  «lieziehung  auf  r  v  und  B^  ist  eben  so 

Substituirt  man  daher  diese 'Werthe  Vöh  T  und  V  und  ihre 
i)ifferentialien  in  der  letzten  Gleicliüng  von  I  und  iritumt  die  Gros- 
seh  St  y  Sv  und  9^  alä  von  einander  unabhängig  an ,  ,so  erhält  man 

^'l  -  ;^  (Jr'  Cos»  »  +.dS')^  (^) 


at 


dt 
d. 


.'•(*r^)+'-Si»»«is.fci(a) 


1 1 
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IlL  Um  endlich  den  letzten  Gleicbtingen  noch  eine  a&dere 

für  die  Anwendung  bequeme  Gestalt  zu  geben,  sey  u  =  — p; 

und  s  =s  Tang  S ,  also  u  gleich  der  Einheit  diyidirt  durch  die  Fro- 

jection  des  Radius  Yectors  r  auf  die  Ebene  der  xy  und  s  gleich 

der  Tangente  der  Breite  von  m  über  derselben  coordinirten  Ebene« 

Diefs  Yorausgesetzt  ist  die  zwejte  der  drey  letzten  Gleichungen, 

dv 
wenn  man  sie  durch  — ;  multiplicirt 

'        ^    ■  \  dr  /    u  * 

u'dt 

und  ihr  Integral ,  wenn  h  eine  Constante  ist , 

Multiplicirt  man  aber   die  erste  jener  drey  Gleichungen  durch 

—  Cds  3 ,  und  die  dritte  dtitch  -  Sin  S ,  so  gibt  die  Summe  bey- 

r 

der  Producte 

+  rd»  3  Sin  3  —  d»  r  Cos5  -p  2  drdd  Sin  S  +  rdS«  Cos  d 


u 


dt« 


=©)^4'-C-?)-' ••« 


Es  ist  aber  d.  —  =  dr  Cos  ^  -,-  r d ;&  Siii  d  und  daher      * 

u 

d*.-  =  — rd*SSinS+d*rCosS  — adrdsSinS— rdS«Cös)9f 
u 

also  auch  dfer  erstfe  Theil  der  Gleichung  (a)  gleich 

udt«  ^       \u«dt»/ 

Da  ferner  Q  elfte  Function  Ton  r  i»  »  Und  Tön  »  a  ü  ist ,  so 
hat  man  für  das  rullständige  Differential  Ton  Q 

in.  ® 


\ 


* 
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also  ist 


und  überdiefs 

,  d3  T   1  dr         i     dSSind       . 

ds  =  und  du  =  —  «..i  +  -^ . 

Co8»3  r»Co8^        rCos^a 

wodurch  die  vorhergehende  letzte  Gleichung  ih  folgende  zwey 
übergeht: 

Vd5/        Vdu/  tCo8»3       Vds/Cos's^ 

\drV  \du/     r»C08i^ 

so  dafs  also  der  letzte  Theil  der  Gleichung  (a)  ist 

Diese  OleicHiiitig  (a)  ist  dahef 

udt,*  Vu«dt«y  Mu/  Vds  ^^ 

Sey  der  Harzte  Sregen 


H  =  y/..+,Xg)?l 


SO  gibt  die  Gleichung  (i) 

dt  B »8^  >8t  — — .  SS  Kü  dv  und 

Bu«  «dt» 

also  auch  die  I6tzt6  Gleichung  (a) 


^ 


Endlich  ist  noch  die  letzte  der  drey  Gleichungen  in  II 
r»d!i^4-  firdrdSH-r'dv»  Sin^CosS 


=G?) 


Aber  '-'d^s  +  .rdrJ^  =  R*  u»  !l?  +  C^Ts    ^^ 
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dt» 


=  K»u«.» 


und  überdii^fs 


®  =  (g)  <■+•■>  +  © 


)ctas  heifst 


Substituitt  ma|h  jen^Werthe  in  der  letzten  jener  drey  Gleichun- 
gen ,  80  ist 


-®(.+.0-(g).s.....(3) 


Sammelt  man  die  Gleichungen  1 ,  2 ,  3 ,  so  hat  man  für  die  ge- 
suchten Ausdrücke 


(B,...«=(^;+,)K.+m)^ 


du 


dv 


•  Vdü  y         Vd»  /  u 


und  diese  drey  Gleichungen  bestimmen  ebenfalls  die  Bewegung 
des  Körpers  in  üin  M*  In  ihnen  ist  das  Differential  dv  coiistant 

und  X  Ä   —  Cos  y ,  y  ±=  —  Sin  v;  ü  =  —  so  wie  x'  =  — •  Cos  v^ , 
u  -^         u  u  u' 

1  s' 

y'  =:   —  Sin  y',  z'  ä  -r  •  Hat  man  blofs  zw6y  Körper  m  und  m' 

nebst  dem   Central  -  Körper  M,    und  nimmt   man    diä  Summe 
M  +  ni  für  die  Einheit  der  Maf&en ,  so  ist 

Q  =i  1  _  "ji  (xx/  +  yy'  +  zzO 

m' 


V"  (x'^x)»  +  (y'— y)-  +  (z'— z) 


£2 


6Ö 

Da§  letzte  Glied  dieses  Ausdruckes  ist 


^      I       ■     »'     '■*■  "     I I   I  ml.    II   ■        I  

yr"+r". — axx' — ayy' — 2  zz' 

also  auöh,  wenn  man  die  Distanz  r^  sehr  grofs  gegen  r  annimmt , 
und  dieses  letzte  Glied  nach  den  negativen  Potenzen  Von  r^  ent- 
wickelt , 

m'       m'(xx'-|-yy'-+-zz'— ir«)         i  m'(xx'+jy'4-zz' — Jr«) 

r'  r'*  r'5 

oder  wenn  man  für  x  x'  •  •  •  did  angezeigten  Werthe  substituii«  ) 

una  r  =  y^-p" ,  r'  =  iZIS! set«t» 

au' 


9- 


,u 


+ 


m'u' 


X 


f        i  [üu'Cos(v^v/)^-uu'.ss'— fu'»  (i+s«»)]*        (i  -f  Ä«)u'*  '1 

Ist  8  so  klein ,  dafs  man  es  ohn«  merklichen  Fehler  yernachlässi- 
gen  kann ,  so  hat  man  den  einfachen  Ausdruck ' 

auf  welchje  Gleichungen  ivir  be'7  der  Theorie  des  Mondes  wiedct^ 
zurückkommen  werden« 


riMMta 


6, 


DRITTES   KAPITEL. 


All|;eineiBe  Gesetze  der  Beiregung. 


5*  ■• 

Oind  I,  V)  ^  die  Coordinatendes  Schwerpanhtea  ehies  Körpers, 
dessen  gan^o  Masse  dureh  m  bezeichnet  wird ,  su  hat  man  nach 

Cbp.  I 

in{  =s>  Sxdm, 

m  u  =  8y  dm ,, 

m^ss  Szdin, 

wo  das  Integralzeichen  S  sich  auf  die  Masse  des  ganzen  Körpers 
bezieht.  Differentiirt  man  diese  Gleichungen  zwejmahl ,  so  ist 


xn 


d»5 


dt 


^,       d»x    md'u       _,       d«y  md»^       ^_       d'z 


und  Y^cnn  man  diesd  Ausdrücke  in  den  drej  vorletzten  Gleichun- 
gen des  Cap.  II  ^,  a«  substituirt , 

md*5  ,       md*u        ^     ,       md"?       «„, 

-ä^==8Xdm,-^  «  SYdm, -5j^=  aZdm 

woraus  folgt ,  dafs  wenn  der  Körper  durch  keinen  'festen  Punkt 
zurückgehalten  wird ,  d.  h«  wenn  die  drey  letzten  Gleichungen 
des  Gap.  II  ^.  2«  von  selbst  wegfallen,  daf%  dann  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  sich  so  im  Baume  bewegt,  als  ob  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre ,  und  als  ob 
alle  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  unmittelbar  an  diesem 
Schwerpunkte  angebracht  wären*  Dasselbe  gilt  auch  voh  einem 
Systeme  von  Körpern,  deren  Massen  m,  m^  m^^,,  sind.  Ist  dann 
M  =  m  -|-  m'  -j-  m"  + . . .  die  Summe  aller  dieser  Massen ,  und 
sind  wieder  ^,  vj  ^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  gan- 
zen Systems ,  so  ist 

d*f  d'y  d"C 

M-v  =  2Xm,  M.J— =2Ym,  M  ^  =  2Zm, 

dt»  dt»  dt"  ' 

wo -^Xm  =  Xm  +  X'm'-f-X"ra" +♦.• 
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Ist  daher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Elemente  des  Körpers , 
oder  i^t  die  gegenseitige  Anziehting  der  einzelnen  Massen  des  S j- 
stcmes  die  einzige  Kraft,  welche  auf  den  Körper  oder  auf  das 
System  der  Körper  wirkt,  so  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
gleichförmig  und  geradlinicht.  Denn  da  in  diesem  Falle 
die  Gröfsen  X ,  Y ,  Z  verschwinden ,  so  sind  jene  dre/  vorher- 
gehenden Gleichungen 

md«!  md*ü  mcl"^ 

und  det*en  Integrale 

mf  =  at+b,mu  =  a't  +  b',  in^  =z  a^'t  +  b'' 

wo  a ,  b ,  a', .  •  •  die  Gonstanten  der  Integration  sind. 

Diese  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung  wird  der  Grund- 
satz derErhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkt  s 
genannt,  , 

Multiplicirt  man  von  denselben  drey  vorletzten  Gleichungen 
des  Gap.  U  $.  2.  die  erste  durch  j,  und  die  zweyte  durch  — x, 
so  gibt  ihreBumme 


8anC-!l"-^'+Yx-Xj)=. 


und  eben  so 


/"zd'x— xd«z        „       ^  > 
S  dm   \^- ^^ J-  Zx— Xz J  = 

Sdm  (^       \J     -  +Zy-Yz)  = 


•»     I 


vergl.  Cap.  II  J.  2.  die  drey  letzten  Gleichungen,  Integrirt  man 
diese  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  dt ,  so  erhält  man 

S  dm  (J—^J^^  +  S  ,/dm  (Yx-Xy)  dt  =  C 

^  _      /'zdx — xdz\ 

Sdm  ^- ^^ J  +  S./dm  (Zx-^Xz^  dt  =  C' 

Sdm  ^LZZL-f^  +  S./dm  (Zy— Yz)  dt  =.  C" 

woX,  C',  C"  die  drey  Constanten  der  Integration  sind. 

Wirken  keine  äul'seren  Kräfte  auf  den  Körper,  oder  auf  das 
System  der  unter  einander  auf  irgend  eine  A  rt  verbundenen  Kör- 
per, so  ist  X  =  Y  =  Z  =  o.  Wirken  aber  auch  äufsere  Kräfte 
auf  dasselbe ,  doch  nur  solche ,  die  sämmtlich  nach  dem  Anfangs* 
punkte  der  Coordinaten  gerichtet  sind ,  so  ist 


-7' 


—    SS    -,   —   acs '.  und   —  SS     - 

Y        y'  Z        z  Z         »• 

Ja  diesen  beyden  Fällen  sind  also  die  zvejten  Theie  der  drej 
vorletzten  Gleichungen  gleich  Null ,  und  man  hat  daher 

8  dm  (y  dx— x  dy)  =  C  dt 

S  dm  (z  dx— X  dz)  ss  C^dt 

S  dm  (z  dy— y  dz)  ss  C'.dt 

Es  sind  aber  ydx — xdy,  zdx — xdz,  zdy— -ydz  die  auf  die 
Ebenen  der  xy,  xz,  yz  projicirten  doppelten  Winkelflached , 
-welche  die  yon  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  den 
Tcrschiedenen  Elementen  des  Körpers  oder  nach  den  verschie- 
denen Körpern  des  Systemes  gezogenen  Radien  in  der  Zeit  dt 
beschreiben«  Die  Summe  dieser  WinkeHlächen ,  jede  mit  der 
Masse  ihres  Körpers  multipHcirt ,  ist  also  in  jenen  beyden 
Fällen  der  Zeit  dt  proportionirt ,  in  welcher  diese  Winkel- 
ilächen  beschrieben  werden;  diese  Winkelflächen  sind  selbst  in 
einer  endlichen  Zeit  t  dieser  Zeit  proportionirt,  und  diese  allge- 
meine Eigenschaft  der  Bewegung  heUst  der  Grundsatz  der 
Erhaltung  der  FUQhen«  ^ 

Nach  Cap«  11  $•  2.  Nro,  I  ist  die  allgen^eine  Gleichung  der 
Bewegung  eines  Körpers 

wo  P  ,  Qj  •  •  ^^®  äufsem  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte ,  und 
dm  das  Element  der  Mafse  des  Körpers  bezeichnet.  Verwan- 
delt man  in  diesem  Ausdrucke  das  Zeichen  S  dm  in  Sm ,  so  dafs 
Sm  =  m  +  m'  -J"  "^"  +  •  •  so  erhält  man  nach  Cap.  II  §•  »•  Nro.  11 
die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  eines  Systems  von  Kör- 
pern ,  deren  Massen  m ,  m',  m'^ . ,  sind. 

Man  kann  in  dieser  Gleichung  die  Zeichen  d  und  ^  immer  als 
gleichbedeutend  annehmen ,  so  lange  die  äufsern  Öedingungt- 
gleichungen  XdL ,  X^dL^ « •  •  der  Bewegung  nicht  die  Zeit  t  selbst 
enthalt  enr  Nimmt  man  ferner  an ,  dafs  Pdp  ^  Qdq-f-..  =7d77, 
ein  vollständiges. Differential  ist,  was  immer  seyn  wird,  wenn  die 
Kräfte  P',  Q*%  blofse  Functionen  ihrer  Entfernungen  sind,  wie 
diefs  in  der  Natur  der  Fall  ist ,  so  hat  man 

^  .         dt»  ^     J 

nnd  dessen  Integral 

A  =  Sm  f  , ^  ^   T 4-  n  ) 
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f 

ivo  A  eine  constante  Grdfse,  und 


\/dx»  +dy«  +dz^ 

bekanntlich  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet.  (Cap.  II 
5.  1.  Gleichung  ([)). 

Man  nennt  aber  in  der  Mechanik  dasProduct  der  Masse  eines 
Körpers  in  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  die  leb  endige 
Kraft  des.-Körpers.  Die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  oder 
eines  Systenoes  von  Körpern  hängt  also  blofs  yon  den  aufseren 
Kräften  ,  und  keineswegs  ron'der  Verbindung  der  Körper  unter 
einander  oder  von  den  krummen  Linien  ab,  welche  diese  Kör- 
per besehreiben ,  und  wenn  kein^  aufsern  Kräfte  auf  das  System 
wirken,  seist  die  lebendige  Kraft  desselben  eine  constante  Gröfse« 
I>iese  Eigenschaft  der  Bewegnng  heifst  der  Grundsatz  der 
Erhaltung   d-er  lebendigen  Kraft« 

Wenn  man  von  den  allgemeinen  Gleichungen  (lY)  des 
C^p.  II  die  erste  durch  dx ,  die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte 
durch  dz  miiUipHcirt,    so  ist  die  Summe  dieser  Producte,  da 

P dx  +  Qdy  +  R dz  «  o  ist , 

dxd«x-tdyd«y+dzd«z        ^,      .    ^, 

_ Irljl 1-L ^Xdx  +  Tdy  +  Zdz 

dt^ 

Ist  aberX  dx  +  Y  dy  »4-  Z  dz  =:=  d.ü  ein  vollständiges  Di£Ferential, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  vorhergehende  Gleichung  integrirt, 

dx«  +  dy»  4-  dz» 

wo  A  eine  beständige  Gröfse  ist ,  pder  wenn  V  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  bezeichnet  v*  =  Ä  +  2Ü.  Wirken  daher  keine 
äufsern  Kräfte  auf  den  Körper ,  so  ist  U  =£:  o  und  *das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  desselben  ist  eine  constante  Gröfse,  wie 
zuvor* 

I.  Wenn  keine  äufsern  Kräfte  auf  den  Kör^)er  wirken ,  der 
sich  auf  der  Fläche  dL  =  o  bewegen  soll,  so  ist  nach  Gap«  11$.  a.  I 

d»x  /'dL'N  d«y  z^dLN  d«z  Z^dLN 

*»  =- dFT '' ^di>  *  =  cF- '^  C-d?> « =1?  ■-'^CdT; 

und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist  (ebendaselbst)  gleich 


•  V(S" + ©• + (^ ' 


dL\« 

Da  hier  keine  äufsern  Kräfte  wirken ,  so  ist ,  nach  dem  so  eben 
erklärten  Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  die 
Geschwindigkeit  y  des  Körpers  constxint,  und  da  man  überhaupt 
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hat,  (Cap.  n  §.  1.)  ds  =:.  v'dt,  wo  ds  das  Element  des  von  dem 

Körper  beschriebenen  Bogens,   und  dt  das  immer  als  constant 

Torausgesetzte  Element  der  Zeit  bezeichnet,  so  ist,   auch  das 

Element  ds  des  beschriebenen  Bogens  selbst  constant.  Substitur 

irt  ihan  aber  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  für  dt  seinen 

ds ' 
Werth  — ,  so  erhält  man 


ds*    '       Vd^y  ""  "d^.'  ^  VW^'"ds~ 


KdxJ         ds*    '       Vdy 

und  daher  ist  auch  der  Drucb  des  Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche ,  auf  welcher  er  während  seiner  Bewegung  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  gleich 


y« 


2-7.V/(d«x)a4.(d«y)'+(d»z)« 

Allein,  wenn  ds  constant  ist,  so  ist  bekanntlich  der Rrümmungs« 
halbmesser  (  einer  jeden  Gurve  von  doppelter  Krümmung 

ds« 

e=  

V/(d-x)-+(d»y)«+(d«z)» 

woraus  daher  folgt»  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche  gleich 


V« 


oder  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser  der  Gurve  ist,  welche  der  Körper 
auf  der  Fläche  beschreibt,  wenn  keine  äufsem  Kräfte  auf  ihn 
wirken.  Wirken  aber  auch  auf  sere  Kräfte  auf  den  Körper,  so  wird 

man  zu  jenem  Drucke  —  noch  ^en  Theil  des  Druckes  addiren , 

welcher  aus  der  Wirkung  jener  Kräfte  entsteht« 

5*  4. 

Bezeichnet,  wie  zuvor,  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers, 
oder  ist  . 

dx«+dy»  +  dz« 

y*  =    :; 

dt« 

SO  hat  man  nach  ^,  3. 

Sm  C —  '+  ^  J  =  -^  »  s^^so  ^^ch 

Sm(v^v  +  Sn)  =  o  ^ 

Dadurch  geht  die  6rste  Gleichung  des  §.  3,  in  folgende  über:. 


•  « 
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s       ^  dt'  ^ 

E9  ist  aber     *  « 

d»xä'x+  d«7*y  +A*zSz  = 
d.(dx>x  +  dy^y  +  dz*z)  —  dxdJx  —  dyd^  —  d^dS^z 

Der  letzte  Theil  dieses  Ausdruckes  ist 

dxd^x  +  ^yd^y  +  dzäS^,  =.  dx JJx  +  dy Jdy  +  äziiz 

=  i*(dx«  +  dy«  +dz«) 
==  4*(v«dtf)  =  i*(ds)«, 

r=;  ds  •  $ds 

Also  ist  auch  ^ 

d»x5x -j- d^y^y  +  d»zÄz         d (dx Äx 4-j dy dy  +  dz 5z)       v^d.is 


dt«  dt« 

und  dah^r  die  yorhergcheode  Gleichung 

•-    /dxÄx  +  dy^y  +  dzöZ'^        v«.5ds 
Sm  (d.  ( Z— -^    ^^  ^ —  v«v)  =  o 

V  dt«  J  ds 

oder  "wenn  man  alle  Glieder  durch  die  constante  Gröfs^e  dt  =  — 

multiplicirt ,  und  bemerkt ,  dafs 

^(yds)  =  y^ds+ ds^y  ist, 

v»  dt  ^ 

odfir  endlich ,  da  das  Zeichen  S  siph  nur  auf  m ,  aber  nicht  auf 
d  und  S  bezieht , 

dt 

Integriirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  d ,  und  zeigt  man 
diese  Integration  durch y* an,  so  ist 

dt 

Da^aber  da^  Zeichen y*  in  dem  letzten  Gliede  dieser  Gleichung 
nur  auf  die  Gröfs^  f  und  s,  und  beinesivegs  auf  die  Zeichen  S  und  j 
sich  beziehen  kann ,  so  ist ' 

/S.  Sm .  V  ds  =  ^.  Sm .  fv  ds 

Setzt  man  also  voraus ,  dafs  für  den  Anfangspunkt  des  Inte^ 
grals  y^ds  sey  S'x  =  o  r=  Jy  =  äz  ,  so  wird  auch  die  Constante  C 
gleich  Null  seyn ,  oder  man  wird  habcin 
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dt 


Setzt  man  endlich  noch  yorans ,  dafs  auch  für  den  Endpunkt  dea 
Integrals /y da  die  Grofsen  ^x«  iy^  Jz,   yerachwinden ,    ao  ist 

9,  Sm«/yda  =  o 

das  heifst  3  die  Yarialion  der  Gröfse  Sm*yvda  iat  für  diesen  Fall 
gleich  Nnll  ^  also  diese  Gröfse  selbst  ein  Gröfstea  oder  ein  Kleinl 
ates« 

Wenn  dlher  die  Körper  einea  Systems  von  inneren  Kräften, 
oder  auch  yon  solchen  äufseren  Kräften ,  die  blofse  Functionen 
ihrer  Entfernungen  sind^  getrieben  werden ,  so  verhalten  sich  die 
Curyen ,  welche  yon  diesen  Körpern  beschrieben  werden ,  und 
die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  sie  beschrieben  werden, 
immer  so ,  dafs  die  Summe  der  Producte  jeder  Maase ,  mullipli- 
ciTt  in  das  Integral  yVds  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  yor» 
aasgesetzt,  dals  man  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curve  als 
gegeben ,  also  die  Variationen  der  Coordinaten  f$r  diese  liejden 
äufsersttea  Punkte  als  Null  betrachtet.  Dieae  allgemeine  Eigen» 
Schaft  der  Bewegung  heifst  der  Grundsatz  der  kleinsten 
Wirkung. 

I«  Dieser  Grundsatz  ist  aehir  allgemein,  und  er  enthält  die 
gesammte  Theorie  der  Bewegung ,  wie  man  leicht  auf  folgend^ 
Art  zeigen  kann, 

I>a,  wie  bereits  esinn^t  wurde ,  das  Zeichen  ^  yqn/ und  S 
unabhängig  ist,  so  ist 

3^.8m/i/da  =  Sm/*(vd8)  =5  Sm/(ds^y  +  v*ds)  =  o 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdruckes  ist  ' 

Sm/ds^vs  Sm^ydv.dt  =/dt.Sm«vdv 

Aber  üach  ^.  3«  ist    Sv^m  ==  2  A  — -  2  Sllm,  wo 

dÜÄ  Pdp+  Qdq  + 
also  ist     Sm  .vSv  =  —  S3!nm  =  —  S(P  dp  +  Q  dq  -)-) .  m 

Der  zwejte  Theil  jenes  Ausdruckes  ist  Sm  /v^ds ,  oder 

/dx  ibx  +  dy  äöy  +  dz  d^z  \ 

sm>^ .;  = 


=  sm/: 


dx  dbx  +  dy  dSy  -|r-  dz  dfiz 


rtäxäSx       dx  .    dx 

^^«V -dr-=Tt-**~-^*^''^-  dF'  "•»•'^' 

t  f 

also  der  zwejte  Theil 

r/A*x  d'v  d*z      \ 

-8m/(ii5,+  5^*y+^.z) 


m 
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imd  daher  die  ganze  erste  Gleichung ,  ^enn  man  die  Zeichen 
S  und /versetzt  9» 

(d*x  d*v  d"z  ^         1 

welches  die  ohen  gegebene  allgemeine  Gleichung  der  Bewe<i 
gupg  ist. 

S^nd  also  X,  Y,  Z  die  Kräfte,  trelche  parallel  mit  den  Ach- 
sen de^x,  jj  z  auf  einen  Punkt  wirken,  der  gezwungen  ist,  auf 
einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  und  nimmt  man  an,  dafs  die 
Grpfsen ,  ^x,  jy,  9z  schon  dieser  Fläche  angehören,  so  hat 
man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Bewegung  des  Funkte» 
auf  der  Fläche : 

Wirken  ^ber  keine  Kräfte  auf  den  Körper,  Sondern  bewegt  er 
sich  blofs  durch  einen  ersten  augenblicklichen  StoCs,  so  geht  die 
TOrige  Gleichung  in  folgende  über 

o  =  d.^x.^x  +  d»y.Jy+ d*25.^z. 

Nach  dem  Grundsatze  der  kleinsten  Wirkung  (J.  4*)  aber  ist, 
wenn  keine  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  oder  wenn  y  constanrt 
ist,  die  Ton  dem  Körper  auf  der  gegebenen  Fläche  beschriebene 
Gurre  die  kürzeste ,  die  man  auf  dieser  Fläche  zwischen  den 
beyden  Endpunkten  des  Weges  des  Körpers  ziehen  kann.  Also 
ist  auch  die  letzte  Gleichung ,  yerbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche,  die  gesuchte  Gleichung  der  kürzesten Curye, 
die.  auf  der  Fläche  zwischen  jenen  Fndpnnkten  gezogen  werden 
kann* 

Es  sey  daher  u  =  o  dieGleichung  der  gegebenen  Fläche,  wo  • 
u  eine  Function  .tou  x  y  z  ist ,  so  ist  auch  % 

Eliminirt  man  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen  die  Gröfse  ^x, 
so  erhält  man 

und  da  $y  und  oz  ron  einander  unabhängig  sind,  so  hat  man   . 


^-  ^  •*•< 
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also  auch  <  * 


Q''-C£)'-^ 


Welches  di^  gesuchten  Gleithmigen  der  kürzesten'  Lini^  auf  der 
gegebenen  Fläehe  sind« 

I«  Man  kann  diese  Gleichungen  noch  durch  eine  andere  Be- 
trachtung finden,  die  ebenfalls  der  Mechanik  angehört. 

Ist  wie  zuvor,  u  =  o  die  Gleichung  der  Fläche,  so  ist  die 
Gleichung  der  diese  Fläche  tangirenden  Ebene 

Die  kürzeste  Linie ,.  welche  auf  dieser  Fläche  zwischen  zwey.  ge- 
gebenen "Punkten  gezogen  werden  kann ,  wird  die  seyn ,  welche 
ein  auf  dieser  Fläche  zwischen  jenen  Endpunkten  f  r  e  7  g  cf- 
spannter  Faden  beschreibt,  d«  h«  ein  so  gespannter  Faden, 
dessen  Elemente  alle  im  Gleichgewicht,  in  Ruhe  auf  ^er  Fläche 
liegen«  Dieses  Gleichgewicht  wird  aber  nur  dann  Statthaben,  wenn 
der  Druck,  der  aus  der  Spannung  des  Fadens  auf  die  Fläche  ent- 
steht, in  allen  Punkten  des  Fadens  senkrecht  auf,  die  Fläche ,  oder 
in  der  Jlichtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fläche  Hegt« 
Die  gesuchte  kürzeste  Linie  wird  also  die  Eigenschaft  haben,  dafs 
ihre  Krümmungshalbmesser  alle  senkrecht  auf  die  Fläche  sind«  Sey 

x-l-Ay  +  Bzs=o..v*«» (a) 

die  Gleichung  der  Ebene  de9  Krümmungskreisea  der  gesuchten 
C^rve  9  so  hat  man  auch 

dx  +  A  dy -J- ß  dz  =3  o 

Ad«y-1-Bd«zr=  o 

Woraus  man  für  A  und  B  die  Werthe  erhält 

dxd«z  dxd^v 

^      A=t=— r-— — -1   B  = 


dzd*y  —  dyd«z  dzd'y — dyd»z 

Da  aber  nach  dem  Yorhergehenden  die  berührende  Ebene  und 
die  Ebene  des  Krümmungskreisea  auf  einander  senkrecht  stehen 
müssen,  ao  werden  sich  die  Ebenen  (1)  und  (2)  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  welche  Bedingung  durch  folgende  Gleichung 
ausgedrückt  wird 

Vergleicht  man  diesen  Aiisdruck  mit  dem  Differential  der  Gleir 
chung  (1)  oder  mit 
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IQ  iDrhält  man 

» 

bStr  -keim  man  die  yorherg^hendeh  Werthe  Von  A  und  B  sub- 
stituirt  und  die  Gleichung  durch 


diyidirt 


d8'=(dx*  +  dy«+dz»)* 

'i  • 

äx"d«z  +  dy^d^z  — dydzd^y /duN 

_  y^^^j 

dx«d*»y +  dz«d«y— dydtd'z /'duN   ^ 


ds» 


©= 


Da  aber  * 

dyd*y-f- dzd'Ä 

d*d  =s    "  für  dx  =  Const«  ist,  io  hat  man 

ds 

^25       (dsd'^z  —  dzd«8)ds         dx«d»z  +  dy»  d«z  —  dy  dz d*y 
ds  ds^  ds* 


ds 

fand  eben  so 


dy       dx*  d"y  +  dz*d"y  —  ^ydzd'z 
»»  .  ds» 


tihd  daher  die  Torhergehende  Gleichung 

Für  die  gesuchte  kürzeste  Curve  auf  der  gegebenen  Fläche ,  wie 
^uyor. 
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Viertes  kapiteL 


fiewegüng  eines  K6rpei*st  Tön  gegebener  Gl^stält« 


5-  ^• 

Wir  Laben  bereits  im  zweyten  Capitel  J..  2.  Ül  die  Glei- 
chungen für  die  fortschreitende  sowohl ,  als  für  die  drehende 
Bewegung  eines  Körpers  von  irgend  einer  Gestalt  gegeben.  Die 
Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes  ifordert  aber,  noch  eine  nähere 
Betrachtung  dieser  Gleichungen,  besonders  der  letzten.  Setzt 
man  der  Kürze  wegen       ■ 

N  ==  S/(Ti  — Xy)dt.dm 

N'=  Sr(Zx  — Xz)dt*dm 

BT"  =  S/(Zy  —  -Üe)  dt.dm 

so  gehen  die  drey  letzten  jener  G^ichiingen ,  Mxnn  inan  sie  in 
Beziehung  auf  dt  integrirty  in  folgende  über 

dm  1 

S(xdy-ydx)^=N    ' 

8(xdz— zdx)  ^  äN'  WI) 

.  8(ydz— zdy)~^  =  N'' 

iihd  diese  Gleichungen  enthielten  die  Theorie  der  Rotation  der 
Körper« 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dafs  ein  Körper,  dessen 
Oberflgche  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  rechtwinklichten 
Coordinatcfn  x,  y,  z,  gegeben  ist,  blofs  durch  die  Wirkung 
eines  augenblicklichen  Stolses  sich  um  die  Achse  der  z  drehe , 
ohne  dafs  son^t  äufsere  Kräfte  auf  ihn  wirken«  Reifst  dann  v  die 
Botationsgeschwindigkeit  irgend  eines  seiner  Elemente  dm ,  des- 
sen^ntfernung  yon  der  Achse  defr  z  gleich  r  ist ,  so  ist  die  wahre 
Geschwindigkeit  dieses  Elements  y  =  r  •  tf 


8o 

Wenn  aber  ein  Punkt  gezwungen  ist,  Während  «einer Bewe- 
gung auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  so  übt  ei:  gegen 
diese  Fläche  eiübn  Druck  oder  eine  Kraft  aus,  welche  nach 
(ap.  Hl.  2*  3.  I  gleich  ist  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit 
dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  der  von  dem  Punkte 
beschriebenen Curye,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  wird ,  keine 
äufseren  Kräfte  auf  den  Körper  wirken«  Da  aber  diese  Curve 
hier  ^  wo  wir'  die  Rotation  um  eine  Achse  betrachten ,  ein  Kreis 
des  Halbmessers  r  ist,  so  ist  die  Kraft,  welche  das  Element  dm 
senkrecht  auf  die  Peripherie  des  yo^  ihm  beschriebenen  Kreises 

A,  h.  stokrecht  auf  die  Rotationsachse  der  z  ausübt,  gleich  » 

oder  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  9=  -der  Kürze  we- 

gen  gleich  der  Einheit  smnimmt ,  gleich  v  dm.  Diese  Kraft  nach 
dfer  Richtung  der  r  gibt ,  wenn  man  sie  iiach  den  Richtungen  der 
Achsen  der  x  j  und  y  zerlegt ,  und  wenn  man  a  den  Winkel 
nennt  ^  welchen  r  mit  der  Achse  der  x  bildet,  die  Kraft 

d  X  =;  r  dm  Cos  u  nach  x ,  und 
'dT  =  r dm.Sin«  nach  y 

oder  da  X  =s  r  Cos  ot^  und  y  =  r  Sin  a  ist,  so  hat  man  d  X  =3  xdm, 
und  d  Y  :=3  y  dm«  Diese  Kräfte  d  X  ,  und  d  Y  entspringen  also 
blof  s  aus  der  Rotation  des  Körpers  um  die  Achse  der  z,  und 
die  erste  derselben  strebt  die  Achse  der  z  uiü  ihren  Anfangspunkt 
nach  der  Richtung  der  x  mit  einem  Momente  zu  drehen , 
welches  dem  Produkte  diesef  Kraft  in  ihre  Entfernung  von  dem 
Anfangspunkte  gleich  ist  (Cap.  I  ^«  8.),  das  heilst^  mit  demjtfo« 
mentezdX«  Eben, so  ist  das  Moment  der  zweyten  Kraft,  um  die 
Achse  der  z  nach  der  Richtung  der  y  zu  drehen,  gleich  zdY» 

Also  auch  dann ,  wenn  keine  äufseren  Kräfte  auf  den  Körper 
Wirken,  wird  die  Achse  der  z  doch  durch  die  blofsen,  aus  der 
Rotation  entstehenden  Schwungkräfte  von  jedem  Elemente  dqi 
des  Körpers  den  Druck  z  dX  =  xz  dm  nach  der  Richtung  der  x , 
und  den  Druck  zdY  =  yzdm  nach  der  Richtung  der  y  leiden, 
und  daher  wird  der  aus  der  Rotation  entstehende  Druck  des  gan- 
zen Körpers  auf  die  Achse  der  z  seyn 

« 

/xzdm  nachx,  und /yzdm  nach  jr 

Wenn  daher  diese  Achse  der  z  durch  die  Rotation  keinen  Druck 
leiden  soll,  oder  wenn  der  Körper  um  diese  Achse  sich  frey 
drehen  soll,  ohne  diese  Achse,  auch  wenn  sie  nicht  unterstützt 
ist,  selbst 2u  bewegen,  so  müssen  diese  beyden  Kräfte /x z dm 
und/y  zdm ,  jede  für  sich ,  gleich  Null  seyn*  Eben  so  wird  auch 
die  Achse  4er  y  keinen  Druck  leiden  ,  wenn /xy  dm  =3  o  und 
/yzdm  as  o  ist,  und  die  Achse  der  x,  wenn /x 7 dm  =x  o  und 
J  X  z  dm  s=5  o  ist«  '  . 
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■ 

Man  nennt  eiiie  solche  Achse,  welche  durch  die  Botatioit 
cles  Körpers  um  sie  keinen  Druck  leidet,  eine  fr  eye  Achse« 
Ein  Körper  wird  sich  also  um  jede  seiner  drey  Coordinatenach; 
sen  X,  y,  z  frej  drehen  kpnnen,  oder  jede  dieser  drey  Achsen 
wird  eine  freyö  Achse  seyn ,  wenn  man  hat 

/xydm  =  o,/xzdm  =s  o,/yzdm  =  o 

I.  Ein  Körper,  der  um  eine  solche  freye  Achse  rotirt,  ohne  dafs 
änfsere  Kräfte  auf  ihn  wirken,  setzt  seine  Rotation  um  diese  freye 
Achse  mit  der  einmahl  erhaltenen  Winkelgeschwindigkeit  unver- 
ändert fort,  und  die  Achse  bleibt  unbeweglich,  gleichsam  als 
wenn  sie   befestigt  wäre,  ohne   dafs  eine  Kraft,  'sie  zu  halten, 
erfordert  wird.    So  sind  z.  ß.   die  drey  conjugirten  Durchmes- 
ser a,  b,  c  eines  homogenen Ellipsoids  zugleich  die  drey  freyen 
Achsen  desselben«  Denn  nimmt  man  diese  Durchmesser  für  die 
Achsen  der  x,  y,  z,  so  fallt  der  Anfangspunkt  dieser  Coordina- 
ten  in  den  Mittelpunkt  des  Körpers,  welcher  zugleich  der  Schwer- 
punkt desselben  ist,  und  man  hat  für  die  Gleichung  seiner  Ober- 
iläche  .  •  < 

a«b«Ä«  4-  a«c»y«  +  b«c*x*  =  a*b'c« 

\    ■ 
Jede   der  drey  coordinirten  Ebenen  derxy,   xz,   und  yz  theilt 

diesen  Körper  in  zwey  gleiche  und  ähnliche  liälftcn.  Betrachtet  mau 
also  z.  B.  irgend  ein  Element  dm  des  Köiipers  üb  e'r  der  Ebene 
der  xy,  zu  welchem  die  drey  Coürdinateaxy  y,  z  gehören,  so 
wird  es  immer  ein  anderes ,  jenem  an  Masse  gleiches  Element 
un4er  der  Ebene  xy  geben,  dess.en  Coordinaten  x,  y ,  und  —  z 
sind ,  so  dafs  die  Difi'erenzialien  x  z  dm  ,  und  y  z  dm  ,  >velche  zu 
diesen  beyden  Elementen  geliörcn ,  für  die  erste  xzdm  und 
—  "kzdm,  und  für  die  zweyte  yz  dm,  und —  yzdm  seyn  wen- 
den, wo  daher  jedes  der  beyden  Integralien /x  z  dm  und/y  z  dm 
die  Summe  einer  unendlichen  Anzahl  yon  Diffcrertialien  ist,  die 
sich  gegenseitig  paarweise  aufheben ,  so  dafs  also  diese  beyden 
Integralien  /x  z  dm  und  fy  z  dm ,  und  eben  so  auchyx  y  dm  für 
diesen  Körper  immer  gleich  Null  seyn  werden,  wenn  nur  die 
Achsen  der  x ,  y ,  z  den  Durchmessern  a ,  b^,  c  parallel  sincl , 
und  beyde  sich  in  dem  Mittelpunkte  oder  dem  Schwerpunkte  de^ 
Körpers  schneiden« 

Es  sey  die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  Körpers  durch 
drey  willkührliche  senkrechte  Coordinaten  x ,  y,  z  gegeben, 
die  sich  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  durchschneiden.  Man 
suche  die  Lage  der  freyenRotationsachse  des  Körpers  gegen  jene 
drey  gegebenen  Coordinatenachsen  der  x,  y  ,  z« 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  die  drey  senkrechten 
Coordinaten  X ,  y,  z  auf  drey  andere  ebenfalls  unter  sich 'senk- 
rechte Coor^dinaten  X',  y',  z^  bringen,  die  denselben  Anfangs- 
funkt  haben:   und  so  liegen,  dafs  die  neue  Ebene   x'y'  gegen 
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die  vorige  Ebene  der  xy  unter  dem  Winhel  ^  geneigt  sey ,  und 
dafs  die  Durchsthnittslinie  dieser  beyden  Ebenen  mit  der  Achse 
der  X  den  Winkel  vj/^  und  mit  der  Achse  der  x'  den«  Winkel  p 
bilde.  Dieses  Vorausgesetzt,  hat  man  bekanntlich  die  Gleichungen 

X  =  x'  (Cos  3  Sin  v)/  Sin  ^  +  Ces  vj/  Cos  j&) 
+  y'  (Cos  »  Sin  4»  Cos  ^  —  Cos  vj/  Sin  p) 
+  a'    Sin  3  Sin  v)/ 

y  =  x'  (Cos  1^  Cos  vj/  Sin  (p  —  Sin  v)/  Cos  ^) 
+  y/  (Cos  S  Cos  ^  Cos  ^  +  Sin  v|/  Sin  ^) 
-}-  z'    Sin  d'Cosv)/ 

ü  =  —  x'  Sin  5  Sin  p 
—  y'  Sin  S  Cos  ^ 
+  ii'COsd 

oder  nnigekefart^  wenn  man  diese  Werthe  tori  x,  y,  z  naöh 
der  Ordnung  durch  die  Coefficienten  von  x',  von  y*  und  von  x' 
multiplicirt ,  und  diese  drey  Produkte  addirt 

x'  =i  X  (Cos  ^  Sin  v^  Sin^  +  Cos  4»  Cos  <p) 
+  j  (Cos  S  Cos  4  äin  jO  —  Siii  4  Cos  ^> 
/  -—  z    Sin  J^  Sin  <f> 

y'  =5  X  (Cos  »  Sin  vp  Cos  ^  —  Cos  4  Sin  ?r) 
+  y  (Cosi^  Cos  vJ/  Cos  9  *J-  Sin  4  Sin  (p) 
— ^  z   Sin  d  Cos  j& 

z'    =   X  Sin  3  Sin  %}/ 
+  y  Sin  SCos  ^ 

+  2  Cos  :» 

Man  erhält  diese  Gleichungen  am  einfachsten  auf  folgoftide  Ari: 

Gehen  die  Coördinaten  x  ,  y ,  z  in  andere  | ,  y ,  ^  über ,  wo 
{  u  in  derselben  Ebene  mit  X  y  liegt ,  und  wo  die  Achsen  der  § 
und  X  unter  einander  den  Winkel  ^.hilden,  so  ist 

X  =  I  Cos  4  H^  w  Sin  yp       oder        |  =  x  Cos  4  —  y  Sin  vJ/ 
y  =  ü  Cos  4  —  1  Sin  n|/  V  =  X  Sin  4  +  y  Cos  4 

Gehen  aber  diese  Coordinateti  |,  o,  ^  in   andere  |^  u',  |'  über, 
wo  die  Ebene  der  g'u'  mit  der  Ebene  der  f  ü  den  Winkel  h  bildet, 
.  und  wo  die  Durchschnittslinie  dieser  beyden  Ebenen  zugleich  die 
Achse  der  f  und  der  S^  ist,  so  hat  man 
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1  =  1'  oder       f'=| 

V  =  v^  Cos  S  +  ^'  Sin  5  ü'  =  i;  Cos  ;&  —  ^  Sin  5 

^  =  ^/  Cos  ^  —  ü'  Sin  d  J'  =  V  Sin  »  +  ^  Cös  1^ 

Geben  endlich  die  Coordinateh  f ',  u'j  ^',  in  andere  x',  y',  z'  über, 
•wo  x^y'  in  derselben  Eben&niit  |'u'  liegt,  und  wo  die  Achsen  der 
'S,'  lind  1^  unter  einander  den  Winkel  q>  bilden ,  so  ist ,  wie  2utdr 

|/  =.  x'  Cos  (p  —  y'  Sin  9      odier      x'  =  w'  Sin  ?>  -j-  f '  Cos  j^ 

«/  =1  y/  CöÄ  (?  +  X'  Sin  (j>  y/  ä  u'  Cos  ^  —  |'  Sin  p 

li  =  z/  .  z'  =  ^/ 

miiminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  %y  11^  ^  und 
fS  ^%  ^'  80  erhält  man  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  zwischen 
X.  j  z  und  x'  y'  z'*^ 

I.  Stellt  man  die  drey  ersten  dieser  Gleichungen  durch 

i  =  a  x'  +  b  y'  -fj  c  ä' 
y  =  a'x'  +  b'y'  +  c'  z'    - 
z  =5  a"x'  +  b"y'  4"  c  '^' 
Tor^  so  sifild  die  drey  letzten 

x'  =:  ax  +  ä'y  +  a''  ^ 
y  =bx  +  b'y  +  b"Ä 
z/  =  ex  +  c'j  +  c"  z 

Man  sieht  leicht ,.  dafi^  diese  Gröfsen  a  b  6  resp.  diö  Cosinus  der 
Winkel  sind,  welche  die  Achse  der  x,  mit  den  Achsen  derx',  y'^i^ 
bildet,  so  wie  a'b'c'  die  Cosinus  der  Winkel  der  y  mit  x',  y,  z', 
"rind  endlich  a"  b"  c"  die  Cosinus  der. Winkel  der  z  mit  x'i  y',  z^ 
sind.  ^ 

Da  sich  aber ,  wie  wir  so  eben  gestehen  haben ,  die  Gröfsen 
x'i  y',  k'  durch  x  y  z  blofs  mittelst  drey  Gröfsen  p  vj/  "^^  ^  ^6- 
stimmen  lassen ,  so  muis  es  zwischen  den  neun  Gröfsen  a  b  c 
a'  b'  c'  a"  b"  c",  welche  dieselbe  Bestimmung  ausdrücken,  «echs 
Bedingungsgleichungen  geben,,  wodurch  sie  wieder  auf  drey 
Ton  einander  unabhängige  Gröfsen  zurückgeführt  werden.  Man 
erhält  diese  sechs  Bedingungsgleichungen  ,  wenn  man  die  yor- 
hergehenden  Werthe  von  x,  y,   z  in  der  Gleichung 

X«  +  y«  4- z*  =  x'«  +  y'«  +  z'» 

substituirt  ,*  und 'die  Factoren  von  x'»  y'*  z^'*,  x' y',  x' z'  und 
y^  z^  einander  gleich  setzt ,  so  daifä  man  hat 

a*  4.  a'»  +  a"«  =1  Ab  +  ä'b'  +  a"b"  es  a 

b»  J^  b'»  +b''»  =  1  ac  +  a'c'  +  a''c"  =  6 

c«  +  c'«  Hf-  c''*^  =  k  tc  +  b'c'  -|-  b''e"  =  0 

•     F  2 
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a«   +  b*  +  €•  aei  1  aa'  +  bh'  -f-  cc'  =  ö 

ai«-^b'«  -f.  c'«=  i  aa"+  bb"+  co"=a  o 

a//o^lj"«+c''*=  I  a'a''+b'b"+c'CÄ  o 

IL  Dieses  vorausgesetzt,  trollen  wir  nun  annehmen,  daf» 
eine  Ebene  durch  die  gestrchte  freye  Rotationsachse  und  durch 
die  Achse  der  z  die  gegebene  Ebene  derxy  in  einer  Linie  schnei- 
det, welche  letzte  mit  der  Rotationsachse  den  Winkel  \J/ ,  und 
mit  der  Abscissenachse  der  X  den  Winkel  9  bilde*  Da  diese  Ebene 
durch  die  Rotationsachse  und, durch  die  Achse  der  z,  welche  wir 
für  die  Ebene  der  neuen  x'y'  annehmen  wollen,  auf  der  Ebene 
der  xy  senkrecht  steht  ^  so  ist  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
^s  1)6®,  und  man  erhält  daher  für  die  neuen  Coordinaten  x^y'a' 
die  Ausdrucke 

x'  SS     (x  Cos  '4/  —  y  Sin  \J/)  Cos  ^  —  z  Sin.  p 

y'  =  — (x  Cos  vj;  —  y  Sin  v}/)  Sin  ^  — -  z  Cos  p  ^ 

z'  =       X  Sin  v)/  +  y  Cos  vJ/ 

Wenn  aber  die  neue  ^chse  der  x'  zugleich  eine  freye  Achse  $cyn 
«oll ,  so  muls  nach  dem  Vorhergehenden  Jx*  y«  dm  =^  o  und 
yx'z'dm  =  o  seyn.  Da  übrigens  dieselbe  Achse  auch  durch  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  soll,  so  ist  (nach  Cap.  1^.  io»l^ 
auch./y'dm  =  o,  und /z' dm  =  o 

Setzt  man  aber  der  Kürze  wegen. 

/x'  dm  =.  a  und  yxy  dm  =  d 

.    /y*  djü  t=s  b  y*xz  dm  =  e 

yz  2  dm  =5  c  yyz.dm  ä  f 

80  gibt  die  erste  jener  Bedingungsgleichungen,  öder,  so  gilrt 
die  Gleichungyx'y'dm  =  0,  "wenn  man  in  ihr  die  vorhergehen- 
den Werthe  von  x'  und  y'  substitüirt, 

2  fSinvJ/— 2  e  Cös  J/ 
tg  2  9  =2 1 1 — -_ 

a  Cos "  nJ/ +  b  Sin '  vJ/ —  c — 2  d  Sin  vf»  Cos  yp 
und  eben  so  gibt  die  zweyte/x'z'dÄi  =  o 

d  (Cos«  v)/— Sin « v}/)  +  (a— b)  Sin  v}/  Cos  v}/ 

Tg  9  =s  ■  i.H    I         ^  ■ ' 

e  Sin  v)/  +  f  Cos  v|/ 

Substituirt  man  diesen  Werth  Von  tg  9  iii  der  Gleichung 

tg  2  g)  =s   '''       ,    9  so  erhält  man  zwey  Ausdrücke  für  tg  2  9 ,  und 

wenn  man  diese  beyden  Ausdrücke  von  tg2^  einander  gleich 
setzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  blofs  die  unbe- 
kannte Gröfse  tg  vJ/  vorköVnmt,  und  die,  wie  man  leicht  sieht, 
f ür  tg  ^  des  dritten  Grades  ist.  Da  aber  eine  Gleichung  des 
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dritten  Grades  immer   wenigstens  eine  mögliche  Wureel  hat, 
to  hat  auch  jeder  Körper  immer  wenigstens  eine  fireye  Achse« 

Um  zu  finden ,  ob  er  deren  nocli  mehrere  hat ,  nehme  man 
die  eben  gefundene  freye  Achse  zur  Abscissenachse  der  x  an, 
wodurch  /xydm  =:  /xzdm  =  o,  also  d  =  e  =?  o  wird.  Wird 
dann  die  andere  freye  Achse ,  wie  vorhin ,  durch  die  Winkel  f 
und  ^  bestimmt,  so  erhält  man,  wie  znvor,  für  tg  a  jD  die  Glei» 
chnngen 


(a  Cos«  \(/  +  b  Sin»  >};  —  c)  tg2  9 
(f  tg  9  +  (b  —  a)  Sin  v)/)  •  Cos  \J/  = 


Q  f  Sin  4^  SS  o  und 


und  da  die  letzte  Gleichung  den  Factor  Cos  4^  enthält,  so  ist 
4/  rs  (jo,  also  die  erste  Gleichung 

tge^^j— ^ 

und  da  tg  2f  einen  doppelten  Werth  hat,  so  gibt  die  letzte 
Gleichung  auch  einen  doppelten  Werth  von  2^,  oder  von  9. 
Ist  nähmlich  der  erste  dieser  Werthe  von  9  gleich  p%  so  ist  der 
zweyte  gleich  90  +  9% 

Man  erhält  also  noch  zwey  andere  freye  Achsen,  die  wegen 
<les  rechten  Winkels  ^  alle  beyde  in  die  Ebene  der  y'z'  fallen, 
so,  dafs  also  jeder  Körper  immer  drey  freye  Achsen  hat,  die 
sich  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  senkrecht  durchschneiden. 

So  ist  z.  B.  bey  allen  Körpern,  die  durch  Umdrehung  einer 
Curve  um  eine  gerade  Linie  entstanden  sind ,  diese  gerade  Linie 
eine  freye  Achse  des  Körpers ,  weil  es  in  jedetn  auf  dieser  Achse 
senkrechten  Schnitte  des  Körpers ,  in  gleichen  Entfernungen  von 
der  Achse,  auch  zwey  gleiche  Elemente  gibt,  deren  Schwung- 
kräfte oder  deren  Pressungen  auf  die  Achse  einander  aufhe« 
ben.  Die  beyden  andern  freyen  Achsen  liegen  in  dem  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden,  auf  der  Rotationsachse  senkrechten 
Sclinitte ,  oder  sie  sind  die  Durchmesser  dieser  kreisförmigen 
Schnitte ,  und  da  diese  Durchmesser  sich  unter  einander  durch 
nichts  unterscheiden ,  so  sind  sie  insgesammt  freye  Achsen ,  so 
wie  endlich  für  die  Kugel  alle  ihre  Durchmesser  zugleich  freye 
Achsen  sind  (^.  1.  I) 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  (I)  des  ^.  1.  wieder  vor- 
nehmen, und  die  drey  Coordiuistlen  x ,  y,  z  derselben  auf  drey 
andere  x',  y'$  z'  bringen ,  welche  letzteren  mit  den  drey  freyen 
Achsen  des  Körpers  z^sammenfailen  sollen«  Zu  diesem  Zwecke 
werden  Vf,ir  in  den  Gleichungen  (1)  für  x,  J  t  .z  ihre  Werthe  in 
X'  yf  z*  aus  den  drey  ersten  (vleichungen  in  ^.  2.  ^ubstituiren. 

Bey  dieser  Substitution  werden  wir  also  auch,  da  die  4chsen 
der  x^  y'  z'  zugleich   die  Ireycn  Achsen  des  Körpers  sind ,  nach 
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dem Voihergehendenyx'y' dm  ä  o  ,yx' z' dm  =  o  ^  /y'z' dm  =  o 
setzen.  Ferner  yroUen  ivir  der  Kürze  wegen  annehmen 

/(y"  +  ?"*)  dm  =  A     und    pdt  =5  d9  —  d>|/  Cos  3 

y(x'«  4-  9'2)  dm  =  B  qdt  ==  fl4/  Sin  S  Sin  9  —  d5  Cos 9 

y(x/«  +y/»)dm  =i  C  r  dt  =  dv|/  Sin  d  Cos  9  +  d3  Sin  9 

.also  auch      -^  ==  r  Sin  9  —  q  Cos  9 

dv)/     .  ^ 

—  Sin  S  =  r  Cos  9,-^  q  Sin  9 

^.SinS  =  (rCos'9  +  qSin9)  CosS+pSinS 

Führt  man  nun  die  angezeigte  Substitution  aus ,  so  erhält  man : 

Aq  Sin 5  Sin  9  +Br  Sin  S  Cos  9  —  Cp  Cos  S  =  —  N 

(Aq  Cos  5  Sin  9  +  B:|7  Cos  S  C09  9  +  Cp  Sin  Si)  Cos  ^z 

'  +  (B r  Sin  9— Aq  Cos  9)  Sin  %^  ==— .N' 

(Aq  Cos  S  Sin  9  +  Br  Cos  5r  Cos  9  +  Cp  Sin  S)  Sm  vf/ 

+  (ßr  Sin  9  — A  q  Cos  9)  Cos  vj/  =3  —  N^' 

Wenn  man  diese  drey  Gleichungen  diflferpntiirt  y  und  nach  der 
Differentiation  den  Winkel  v|/  =  o  setzt,  was  erlaubt  ist,  da  man 
die  Lage  der  x  in  d^r  Ebene  der  xy  willkührlicb  annahmen  kann  y 
80  erhält  man ,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

Br  Cos  9  4-  A.q  Sin  9  =  P,  und 
Br  Sin  9  —  A  q  Cos  9  =  0  setzt 

di?,P  Cos5+ SinS.dP— d.Cp  Cosj^  =Ä  —  dN 

dvJ/.Q  —  d5.P  Sin  d+  Cos  3.dP  +  d,Cp  Sin 5  =— dN' 

d.Q  ~i  dvJ/.PCos  S— Cp  d'^.Sind  =  —  dN'/ 

oder  auch ,  wen^  man  die  erste  dieser  drey  Gleichungen  durch 
Cos  5,  und  die  zweyte  durob  Sin  3  multiplicirt  1  und  dieDiffe« 
renz  dieser  Produkte  nimmt 

Cdp  +  (B— A)'qrdt=  dNCüsS-dN^SinS 
und  eben  so  . 

Adq+(C-B)prdt=-(dNSin5+dN/Co§S)Sin9+dN//Cos>p*^  ^ 
Bdr -f  (A-C)pqdt=— (dN  SinS+f;N'Cos3)Co.s  9-dN"Sin  9J 

und  diese  Gleichungen  sind ,  wie  wir  später  sehen  werden ,  sehr 
geschickt ,  die  Botation  der  Körper  zu  bestimmen,  wenn  diese  % 
wie  es  bey  den  Körpern  des  Himmels  der  Fall  ist ,  nahe  um  eine 
freye  Achse  statt  hat, 

;.  ^- ^-  • 

Die  in  ^em  Vorhergehende?!  eingeführten  drey  Gröfsen  p,   q,v. 
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ftind  Torzüglich  derswegen  mcnrkwiirdig ,  w^il  sie  es  sindi  weU 
i^he  die  Lage  der  Hotationsachse  des  Höi*pers  für  jeden  Augen» 
blick  bestimmen*  Man  hat  nämlich  für  die  Punkte  ,  die  in  der 
Rotationsachse  liegen ,  die  drey  Gleichungen ,  dx  =  o  /  dj  =  o 
und  dz  =  o.  Dlfferentiirt  man  ^^l^er  die  durch  die  drey  ersten 
Gleichungen  des  S*^*  gegebenen Werthe  yon  x,  y,  z  in  Bezie« 
hang  auf  S,  9  iind  vp  und  setzt  wieder.nnch  der  Differentiation  v}/bso, 
so  gehen  diese  drey  Gleichungen  dx  ss,  o^  dy  ='  o,  dz  as  o  nach 
der  Ordnung  in  folgende  über : 

o = x'  (d  >)/  Cos  S^  Sin  y— d9  Sin  9)+y  ^(d  ip  Cos  d  Cos  9— dy  Cos  9) 

+  z'  d^  Sin  » .'..••  (i) 

rs  x^  (dy  Cos  d  Cos  9 — dd  Sin  d  Sin  9 — dv)/  Cos  9)    . 

•f-y /(dvj/  Sin  9— d9  Cos  S  Sin  9— d»  Sind  Cos  9)  +yäB  Cos  d « « •  (9) 

Q  s  x' (d3  Cos  9  Sin  9 -f- d9  Sin  5  Cos  9) 

-f-y'(d9  Cos  5  Cos  9— d9  Sin  :*  Sin  9)  +  z'd5  Sin  d . , . .  (3) 

Combinirt  man  aber  diese  drey  Gleichungen  ^uf  folgende  Axt 

—  (1)  Sin  9  +  (2)  Cos  S  Cos  9  +  (3)  Sin  »  Cos  9 ,  und 

(1)  Cos  9  +  (2)  Cos  9  Sin  9  -{-  (3)  Sin  9  Sin  9 ,    und  endlich 
+  (2)  Sin  S  —  (3)  Cosd 

SQ  erhsilt  man  nach  der  Ordnungjder  drey  Gleichungen 

O   =s 


o 

O  =  qy^ 

von  welchen  jede  eine  Folge  der  bejden  andern  isU  Diese  letz* 
ten  Gleichungen  gehörei&  aber  für  eine  gerade  Linie ,  nähmlich 
für  die  gerade  Linie,  welche  während  der  Rotation  des  Körpers 
in  jedem  Augenblick  in  Ruhe  bleibt,  d.  b.  sie  gehören  für  die 
Rotationsachse ,  und  wenn  diese  Rotationsachse  mit  den  Achsen 
der  x^  y^  z'  nach  der  Ordnung  die  Winkel  ^ ,  /x ,  y  macht ,  so 
bat  man 


CosXs — ^  — jflos^s: —  •     — y  CoRvss,  -— 

|/pa^qa^ri  y^pai^-q«+r»  v/P*+q"+'^^ 

Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit  der  Rotation  des  Körpers 
um  diese  Aohse  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Punkt  der  Achse  der  z^ 
betrachten,  der  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  umeitie 
Gröfse  entfej|;*nt  ist ,  die  wir  für  die 'Einheit  annehmen  wollen» 
Für  diesen  Punkt  Ist  also  x'  =  o,.y'  =5  6  und  z'  =a  1 ,  also  die 
drey  crstien  Gleichungen  des  $.  2. 

X  =  Sin  S  Sin  4/ ,    y  =  Sin  »  Cos  \J/ ,  z  =  Cos  & 

« 

Die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes ,  parallel  mit  den  di:ey  Coor« 
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>♦ 


dinat«n  xjz  «rlcgt,  ist  dafcer,  ^,   ^,  und  ^,   oder  wenn 
man  -wieder  nach  der  Differentiation  vj/  =  o  setzt 

dS 


d^  d5 


dt 


Sin» 


und  daher  ist  auch  die  eigentliche  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 
l<dx»-f-dy»-{-d2«       v/dd»+dJ/«Sin«5  ,— 

5r— = 5 = vi'+'- 

Ha  man  aber  die  absolute  Geschwindigkeit  eines  Punktes  erhält, 
<iei-  sich  um  ugend  eine  Achse  bewegt,  wenn  man  die  Winkelge- 
schwindigkeit demselben  mit  seiner  Entfernung  ron  dieser  Achse 

"\  j-^  «V*.*?  T^  ^*  '»'«^  ^>«s«  Entfernung  gleich  Sin  v  ist,  so 
i«t  die  Winkelgeschwindigkeit  da  dieses  Punktes,  also  auch  die 
de«  Korpers  selbst 

d»=v5iii: 

4  Sin  V 

'Hier  da  nach  dem  Vorhergehendem 


Sin 


q*+r» 


p*+q'-fr» 
^t,    so  bat  man    für  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit    de« 


also  aacfa 


dö=  ^p.^q,_j,r. 

p  =  d*'.  Cos  V 

q  ==  dö.  Cos  X,  und 

r  =  dÖ.Cos  fA 

Die  Lage  derRotationsaehse,  so  wie  die  Winkelgesehwindifflteit 
des  Korpers  für  jeden  Augenblick  hängt  daher,  Wie  die  vorher- 
gehenden Gleichungen  zeigen,   von   den   Gröfsen  p,    q,   r  ab, 
nnd  man  aieht  zugleich ,  dafs  auch  die  rotirende  Bewegung  eines 
Morpers,  so  wie  die  progressive  sich  in  drey  andere  Drehungen 
um  drey  unter  einander  senkrechte  Rotationsachsen  auflösen  läfst. 
I.    In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Achsen  der  x,   y,    z 
Ihrer  Lage  nach   wiJIkührliche ,  aber  im  Raurtie  fixe  Linien, 
>vahrend  die  Achsen   der  x'  y/  z',    die  denselben  Anfangspunkt 
iiaben,  in  dem  Körper  fix,  also  mit  dem  Körper  beweglich 
«md,  und  die  mit  ihnen  parallelen  Coordinaten  x' v' z'  bestim- 
men die  La«;e  eines  Elementes  de»  Körpers  gegen  den  Anfangs- 
puiikt.  Die Coordinaten  x  y  z  sind  also,  so  wie  die  6röfsen  a  bc 
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a'  b'  c' . .  •  ($  s.  I)  in  jedem  AugenbllcH^  diqtelbenfür  alle 
Elemente  des  Körpers,  aber  sie  ändern  sich  mit  jedem  Augen- 
Blicke,  oipr  sie  sind  Functionen  der  Zeit,  während  im  Gegentheile 
die  Gröfsen  x'  y*  z'  sich  nur  bey  dem  Uebergange  von  einem 
Elemente  des  Körpers  zu  einem  andern  Elemente  sich  ändern  ,- 
aber  für  dasselbe  Element  immer  dieselben  Werthe  haben  y  also 
TOn  der  Zeit  unabhängig  sind. 

Differentiirt  man  daher,  diesem  gemäfs,  die  drej  (in  jj*  3.  l) 
für  '^ ,  y ,  uAd  z  gegebenen  Werthe  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t , 
»o  erhält  man 


dx               da 

dt  =  ^'  dt  +^' 

db     ,          do 

Tt  +"Tt 

dir                da' 

-- -  =  x' 1-  y' 

dt          dt  ^  ^ 

db'              de' 
dt+^'     dt 

dz              da" 

db",  .         de«' 
dt    +^'    dt 

und  diese  Werthe  von-r--,  -p  ,  -—   drücken  für  jeden   Augen* 

dt'   dt'    dt  J  ,r> 

blick  die  nach  der  Richtung  der  Achsen  der  x ,  y ,  z  zerlegten 
Geschwindigkeiten  des  Elementes  aus,  dessen  Coordinaten  x'y'z' 
sind.  Will  man  daher  diejenigen  Punkte  des  Körpers  kennen, 
die  in  jedem  Augenblicke*  in  Kühe  sind,  oder  keine  Geschwin- 
digkeit haben,  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Glei« 
ehungen 

x'  da  +  y'  dl>  -f-  z'  de  =  o  "1 
X'  da'-j-  y'  db'+  z'  de'  =  o  1(5) 
X'  da"+  } '  db"+  z'  dc"=:  o  J 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

pdt  =  bda  +  b'da'  +  b"da"  ^ 

qdt  =s  cdb  +  c'db'  +  c"db",  und  J>(6) 
—  rdt  =  cda  +  c'da'  +  c"da"  J 

.  so  hat  man ,  vcrmiöge  der  in  §.  2,  I  gegebenen  Bedingungsglei« 
chungen  zwischen  den  Gröfsen  abc..*«  auph  folgende  Ausdrücke 


*4 


-r-  pdt  =  adb  +  a'db'  +  a"db 
—  q  dt  Ä  b  de  +  b'  de'  +  b^'  de 
rdt  =  ade  4"  a'dc'+  a"dc'' 

MultipUcirt  mau  nun  die  Gleichungen  (5)  nach  der  Ordnung  durch 
c,  c',  e'',  so  erhält  man  für  die  Summe  dieser  Produkte  (da  nach 
f.  3.  I..C*  -f- c'* -j- c"«  =Ä  1  also  cdc  +  c'dc'+c"dc"s=o  ist) 
die  Gleichung 
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qyf  •— yx'  Ä  o 

91ultiplicirt  man  4^^$^lben  Gleichungen  nach  der  Ordnung  durcli 
b ,  b/,  b'^'  so  erhält  man 

px'  —  qz'  SS  o 

und  endlich  eben  so ,.  wenn  man  sie  durch  a  a^  eJ'  multiplicirt 

rz' — py'  =  o 

lind  4^  diese  drey  Gleichungen  mit  den  bereits  oben  erhaltene^ 
Gleichungen  (4)  identisch  sind ,  so  sind  auch  die  in  (6)  angenom- 
menen Werthe  von  p,  q,  r  identisch  mit  jenen,  welche  wir 
im  Anfange  des  §•  3  angenommen  haben,  wie  man  sich  auch  leicht 
durch  eine  unmittelbare  Yergleichung  überzeugen  bann,  wenn 
man  in  (6)  die  oben  durch  <f  \)/ und  ^  gegebenen' Werthe  ron 
a  b  c  •  • .  substiti^irt«' 

.  IL  Zwischen  diesen  Gyöfsen  ab  p  • « .  und  P  q  r  gibt  es  noch 
einige  merhwüroige  Relatiöiie^,  welche  wir  hier  kurz  anzeigen 
wollen*  '  . 

Es  war  rdt  =  ade  +  a'^c'  -|-  a''dc" 

»         —  q  dt  =  b  da+  b'  de'  +  b''  dc'^ 

o  =  cdc  4"  c'dc'  4-  c" de'' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Qrdnung  .^arcl^ 
a,  b,  c  so  findet  man  dc=  (ar^ — bq)  dt. 

'Multiplicirt  mäiti  sie    aber  durch  a'  b<  c'  und  dann  ^uvcb 
a"  b''  fc^'/  so  Erhält  man 

de'  =a  (a' r  —  b'q)dt,     und 

de''  =  (a''  r  -^  b"q)  dt 

Behandelt  man  eb^n  so  die  Gleichungen 

qdt  =  cdb  +  c'db'  -f  c"  db<^ 

— p  dt  =  a^^db  4-  a'  db'  +  a''  db'' 

o ;«  b  db  +  b'  db'  +  b>'  db'.4 
so  erhält  m^n 

d  ht  =  (o  q  —  a  p)  dt 

db'=  (c'q  — a'p)  dt 

4b"=  (c"q  — a"p)  dt 

Behandelt  man  cjndlich  eben  so  die  Gleichungen 

pdt  =  bda+b'da'  -fV^«^" 

—  r  dt  =  c  da  -f^  c'  da'  -j-  c"  da" 

\.       ■  '        ' 

0^  =;  a  da  -|~  ^.'  ^^'  +  ^''  ^*/' 
so  erhält  man 

^a=(^p— er>dt 

da's:(b'p  —  c'r)dt 

d  ^"=(b"p  — c''r)dt 
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Endlich  hat  mai;»  noch^ 

qda  +  ydb  +  pdc  =  p 
qda'-f*"  rdb'-|-  pdc'  s=  p 
qda^^+  r db^'-|-  p  dc'^^s  o 

Man  nennt  Moment  der  Trägheit  eines  Korpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse,  die  Summe  der  Produkte  aller  Ele- 
mente des  Körpers  ii^  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  ypn  die^^r 
Achse,  Die  in  ^«  3.  mit  A,  B^  C  bezeichneten Gr^fsen  sind  also 
die  Momente  dar  Trägheit  d^s  Körpers  in  Beziehung  a^f  die 
Achsen  der  x'  y'  z'. 

Sey  ehei^  co  C  das  Moment  der  Trägheit  desselben  Körpers 
in  Beziehung  ^nt  die  Achs^  der  z,  so  ist  Q^,  c=  /(x*  -f"  y^)  dm« 
Substituirt  man  in  diesem.  Ausdrucke  die  tVerthe  yon  x  upd  y , 
welche  wir  in  den  zwey  ersten  Gleichungen  $•  2*  gegeben  habeui 
und  bemerkt  iqan ,  dafs 

/x'y'dm  =/t'z'dnK«s/y'z<dm  «=  o 

ist,  so  erhält  man 

C  s  A  Sin«  S  Sin«  9  4-  B  Sin«  S  Cos«  9  +  C  Cos«  S 

Sind  aber  a  ßy  die  Winkel^  welche  die  Achse  d^  z  m^t  d^n 
Achsen  der  x^  j/  a'  bildet,  so  ist  bekanntlich 

Cos  et  SS  Sin  9  Sin  f 

Cos  ß  s  Sin  9  Cos  9  und  , 

Cqs  7  £3  Cqs  d, 
also  iat  auch 

C  =  A  Cos«  «  +  B  Cos?  ß  +  C  Cos«  7 

Wenn  man  daher  die  Momente  der  Trägheit  in  Beziehung*  auf 
die  frejen  Achsen  des  Körpers  durch  die  Quadrate  der  Cosinus 
der  Winkel  mu^ipHcirt,  welche  diese  freyen  Achsen  mit  irgend 
einer  andern  neuen ,  ebe,nfalls  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Achse  bilden ,  so  ist  die  Summe  dieser  drey  Produkte  das  Mo- 
ment der  .Trägheit  in  Beziehung  auf  diese  neue  Achse.  Da  die 
Gröfsen  A ,  B ,  G  ihrer  Natur  nach  imm^r  positiv  sind «  so  ipufs, 
wie  die  letzte  Gleichung  zeigt,  G'  kleiner  seyn  als  die  gröfste 
der  drey  ^Gröfsen  A ,  B,  C,  undgröfser  als  die  kleinste  dieser 
drey  Gröfsen ,  so  dafs  daher  das  größte  und  kleinste  Moment 
eines  Körpers  der  freyen  Achse  desselben  zugehört.  Ist  nämlich 
z.  B.  A  das  gröfste  von  den  drey  Momenten  A,  B,  G^^  sp  lafst 
sich  die  letzte  Gleichung ,  wenn  man  in  ihr 

*Cos'  «  s=  1  _  Cos^  ß  -TT  Cos«  <y, 
setzt,  auch  so  ausdrückcfn 

C/  =  A  —  (A  — B)  Cos»  ^— (A— C)  Co»«  7  , 
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* 

und  da  hier  (A —  B)  und  (A  —  C),  so  wie  Cos«  ß  uod  Cos"  y 
immer  positive  Gröfsen  sind,  so  ist  auch  immer  C^  <^  A.  Ist 
aber  C  das  kleinste  der  drey  Momente  A,  B  ^  C,  »o  ist  C'  =  C 
+  (A  — C)  Cos*  a  +  (B  — C)  Cos*  ß  und  daher  auch  immer 
C'>C 

L  Sind  für  einen  Körper  die  beyden  Slomente  der  Trägheit 
A  und  B  einander  gleich ,  so  gibt  die  vorhergehende  Gleichung 

C'  =s  A  Sin«  <y  +  G  Cos«  7 

also  C^  unabhängig  yon  deu  Winkeln  a  und  ß«  Nimmt  man  also 
an,  dafs  y  ein  rechter  Winkel  ist,  d.  h.  dafs  die  Achse  der  z 
senkrecht  auf  der  Achse  der  z'  steht ,  so  ist  C'  s=  A ,  oder  die 
Momente  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  alle  Achsen,  die  in 
der  Ebene  der  x'y'  liegen,  sind  unter  einander  gleich,  und  alle 
diese  Achsen  sind  freye  Achsen ,  wie  dieses  der  FsiU  mit  den 
durch  Rotation  einer  Curre  entstandenen  Korpern  ist  (J.  2.). 
Hätte  man  endlich  A  =  B  =  C ,  so  wäre  auch  allgemein  C'  =  A, 
oder  dann  sind  alle  Achsen  des  Körpers,  die  in  irgend  einer 
Bichtung  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehen,  zi^gleich  freye 
Achsen ,  wie  dieses  z.  B.  mit  der  Kugel  der  Fall  ist. 

IL  Kennt  man  das  Moment  der  Trägheit  ein^s  Korpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse,  die  durch  seinen  Schwerpunkt  geht , 
so  kann  man  daraus  leicht  auch  das  Moment  der  Trägheit  für 
jede  andere  der  ersteren  parallelen  Aclise  finden,      ' 

Sey  z  B.  die  erste  gegebene  Achse  die  der  z ,  die  also  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  der  zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinate.n  seyu  soll.  Die  zweyte  der  ersten  parallele  Achse  soll  die 
Ebene  xy  in  dem  Punkte  x  =s  a ,  y  t=  ß  schneiden.  Sey  a  die 
Distanz  des  Schwerpunktes  von  dieser  zweyten  Achse ,  also  a"  =a* 
4~  ß'«  Sey  ferner  r  die  Distanz  eines  Elementes  dm. des  Körpers 
von  der  ersten ,  und  r^  von  der  zweyten  Achse ,  also 

r*  Ä  X*  -|-y^  und 

r  •  S3  (x  —  «)•  +  (y  —  ßVi  a^80  auch 
1*'»  =.  X«  +y»  +  «•  +  ßi  —  2  (cc  ;c  +  ß  y) 
==  r »  +  a »  —  2(a  X  -j-  ß  y) 

MuUiplicirt  man  den  letzten  Ausdruck  durch  dm,  und  integrirt, 
so  ist 

fr'^  dm  =  /r*  dm  -f-  Si^/äm  —  aa/x  dm  —  2  ß/y  dm 

Da  aber  der  Voraussetzung  gemäfs,  der  Schwerpunkt  in  der 
Achse  der  z  liegt,  so  ist  (Cap.  I  J.  10.  II) 

/xdm  =  ./*ydm  s=  o    f 

ferner  ist  y'dm  =  m  die  Masse  des  ganzen  KörpeVs  , 

«also  auch      /r' »  dm-  s=s  /r  •  dm  +  a '  •  m 

Man  erhält  also  das  jgea^uchte  Moment,  wenn  man  zu  dem  g^ge- 


heneit  Momente  die  Masse  des  Körpers,  multlplieirt  in  das  Qua^ 
drat  der  EntfermiDg  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Achse 
addirt.  So  ist  für  die  Kugel,  dereA  Halbmesser  a  ist,  wie  wir 
bald  sehen,  werden  j 

/r'  dm  =  — —  ,  und  m  =    — r —  ,  also  ist  auch  das  Moment  der 

Kugel  für  «ine  Achse,  welche  die  Oberfläche  der  Kugel  tangirt, 
gleich  ,  . 

fUaS     ^    /i^ra^  28 

i5    ^      3  i5 

Nennt  man  überhaupt  mh'  das  Moment /r^  ilm  für  eine  durch 
deii  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende  Achse ,  so  hat  man 

/J:'»dm  =  m(k*+a») 

und  da  h'  seiner  Natur  nach  immer  positiv  sejn  mufs  ,  so  sieht 
man,  dafs  das  Moment  der  Trägheit  ein^s  Körpers  in  Beziehung 
jiuf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  immer  kleiner 
ist,  als  das  >  in  Beziehung  auf  jede  andere  mit  jener  .parallelen 
Achse,  und  dafs  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  Körpers 
in  Beziehung  auf  solche  Achsen,  ^die  gleich  weit  von  dem  Schwer- 
punkte entfernt ,  und  unter  einander  parallel  sind ,  auch  alle 
Unter  einander  gleich  sejn  müssen» 

Übe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  zuerst  die  Momente  der 
Trägheit  einiger  Körper  für  besondere  Fälle  zu  bestimmen  suchen« 

!•  Man  suche  die  Momente  der  Trägheit  eines  rechtwinklich- 
itn  Parallelepipedümis. 

Sind  a  b  c  die  Längen  der  drej  Seiten  desselben ,  die  mit 
den  Achsen  der  x  7  z  parallel  sind ,  so  ist  das  Yolum  des  Kör- 

Sers  gleich  abc,  und  diesem  Ausdrucke  ist  auch  die  Masse  m  des 
Örpers  proportional ,  wenn  die  Dichte  desselben  in  allen  seinen 
Theilen  dieselbe  i^.  Das  Moment  deir  Trägheit  in  Beziehung  auf 
die  Achse  der  z  ist  /(x»  +  yO  dm'oder/y/(x»  -f-  y*)  dx  Ay  dz. 
integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  in  Beziehung  auf  z ,  von 
z  =  o  bis  z  =  c,  so  hat  man  c/ff(x.^  +  Y*)  dx  dyj  integrirt 
man  diese  Gröfse  in  Beziehung  auf  7  von  7  =  0  bis  7  ss  b ,  so  ist 

fc. yf  bx"  4"  o    )  d^5  integrirt  man  endlich  auch  diese  Gröfse 

/a«b      ab»\ 
in  Beziehung  auf  x  von  x  =  0  bis  x  =  a,  so  ist  c.  f  -5 — | — o~  y» 

also  ist  das  ^oment^  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse 

aibc  m* 

Ahv  z  gleich  -rr-  (a*+b*)  =,r-  (a'  +  b«),  und  eben  so  in  Be- 
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Ziehung  auf  y  gleich  --  (ä'  +b*),  un3,  endlich  in  Beziehung  auf 

3 

X  gleich  -^  (h*  +  c"),  und  diese  Achfeen  der  zy  x  gehen  hier 

durch  den  Scheitel  eines  der  acht  Winkel  des  Körpers;  gehen  sie- 
äher  durch  den  Schwerpiinkt  desRörperi,  der  Zugleich  sein  Mit- 
telpi^nkt  ist,  und  sind  sie,  so  wie  zjivor,  den  drey  Seitenflächen 
des  Parallelepipedums  parallel ,  so  hat  man  für  die  Momente  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse  der  z  ^  y  und  x  die  Aus- 
drücke 

m  .         m    ^       .     ;  ^        .  m-    ,      .       v 

—  (a*+b«):  —  (a»4-c«)  und  —  (b»4-c«). 

• 

Für  den  Würfel ,  dessen  Seite  gleich  a  ist ,  hat  ihan  daher  in 
dem  ersten  Falle  das  Moment  der  Trägheit  für  jede  der  drey 

Achsen  '::'a«m,  und  in  dem  zweyteh  Falle  —  a'^m. 
3  o 

IL  Mäh  siiche  die  Momente  der  Trägheit  eines  dehkrechten 
Cylinders  init  kreisförn^iger  Basis» 

Sej  2a  die  Höhe  des  Cylinders,  uhd  6  der  Halbniessef  der 
Biasis,  also  m  =  2  9rkc'«  l^t  der  Anfang  der  Coordinaten  de? 
Mittelpunkt  der  Achsä  2  ä  des  Cylindei>s  ,  iii  welcher  auch  die 
Achse  der  3t  liegt,  während  dib£bi?ne  xy  mit  der  Ebene  der  Ba- 
sis parallel  ist,  so  hat  man  erstens/x'  dm  =i/x'  dxdydz«  Inte- 
grirt  man  diesen  Ausdruck  in  Beziehurg  auf  z ,  und  setzt  nach 
der  Integration 

±  r=  J/f*— y«  ,  so  ist  /x«  dm  =/x*  dx./dy  J/c*— y»^ 


Es  ist  aberydy  (/c* — y*  von  y  =  o  bis»y  =  c  yierniahl  genom* 
fliferi  gleich y^dy  \/c»— y«  =  jtc*  ,  also  ist/x«  diu  ==  *ö»/x«dx  * 
^    /»*  "     i       ma* 

Ebeln  sb  istjÄweytens  , 

yy2  dm  =  /dx/y  dy  i/^TH^V  Äbci- 

o  ■  ' 

/'y«  dy  \/c* — y^  =  — T*,  welches  viermahl  genommen  gitt 

/^  ^  T  *c*   /»*    ^  -     mc* 

/ y*  dm  =  •——  /     dx  =i  'rc'*a  =  — -— 

Drittens  endlich  ist 


y*z«<[m  =ij'dx/z*  dz  \/c' — z» ,  oder  weiin  man  diesen  Ausdrück 
wie  den  tdrhergehenden  behändblt 
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Es  ist  dahier  das  Moment  der  Trägheit  desCylinders  in  Beziehung 

auf  diejenige  Achse,  ^^ii'elche  durch  den  Mittelpun&t  der  Basis 

sehkröcht  auf  dieselbe  geht ,    oder  in  Beziehung  auf  die  Achse 

nie* 
der  ic  gleichy(7*  -t"  2*)  dm  = j  auf  die  Achse  der  y  aber 

A*     c«\ 

y(x*t4"**)  ^"*  =  m  l  ^  ^  I   —-J,  und  anf  die  Achse  der  z  end- 

(a«         c«\ 
-TT  +  -- ] .  Die  beyden  löteten  sind 

also  gleich.  Ueberhaupt  sind  die  Momente  in  Beziehung  auf 
a  1 1  e  Durchmesser  des  durch' den  Anfangspimlit  der  Coordina- 
ten  mit  der  Basis  päralelle'n  Hrelsds  einander  gleich ,   da  man 

nach  5.  »♦  hat  tg  2  9  =  r oder  tg  a  9  s=  — ^ 7*- .  Es 

ist  aber ,  da  man  für  jedes  Element  +  7  z  dm  über  der  Ebene 
d^r  X  7  ein  ähnliches  —  y  z  dm  unter  dieser  Ebene  hat ,  fyz  dm=.d, 
und  da  überdiefs  nach  dem  Vorhergehenden  fy  ^  dm  =^  y*z '  dm 

ist,  so  hat  man  tg  39  =7  rr-  oder  der  Winkel  9  bleibt  unbe- 
stimmt* 

III«  Man  suche!  das  Moment  der  Trägheit  einer  Kugel  üi  Be- 
ziehung auf  einen  ihrer  Durchmesser. .   . 

Ist  a  der  Halbmessex  der  Kugel ,  so  ist  ihr  Yolum  oder  ihfe 

4ira* 
Masse  m  =s   --^ —  y  und  ihr  -Moment  der  Trägheit  in  Beziehung 

auf  die  Achse  der  x  gleich  /(y«  +2')^*  ^.*  '^Y  ^*  =  y*  +z* 
und  y  =  r  Cos  9 ,  z  =  r  Sin  9 ,  do  ist  dm  ss  r  dl*  d9  dx  und  daher 
yr»dm  =:yr»drd9dx  ==  öjryr^drdx,   1freiiyd9   ss  a «  i^. 
Man  hat  aber 

h^/t^  dr  dx  =  *  A^  dx  =  ^/(a«— x»)'  d« 


X  /  ^.         äa«l3         x5\ 


Nimmt  man  diesen.  Ausdruck  von  x  sa  a  bis  x  sa  — -  a  ,  so  erhält 
man  für  das  gesuchte  Moment 

ly.  Man  su6he  das  Moment  der  Trägheit  ^iner  Kügelschale 
von  gegebener  Diöke  in  Beziehung  auf  irgend  eine  durch  den 
Mittelpunkt  der  dchade  gebende  Adise«  ^ 


<j6 

Isla  der Halbmes^ier der  äufseren,  und  b  der  inneren  Gränze 
der  Schale,  also  (a — b)  ihre  gegebene  Dicke,  so  iät  ihre  Masse 

m  =  ^  (a»-b»). 

Für  eine  'Kugel  des  Halbmessers  a  ist  nach  lll  das  Moment 

.         .         .        ^      l 
der  Trägheit  gleich         a^«  ^ ,  und  für  eine  Kugel  dips  Halbmes- 

0 

ters  b  ist  «las Moment— r  b-*.x,  also  ist  Jas  gesuchte  Moment  der 

gegebenen  Schale  gleich 

8  .2      a^ — b* 

-(a5^b3).=  -    ^^.  m 

"^  ö*  a»  +  ab  +  b«  *  ^ 

ist  die  Dicke  der  Schale  unendlich  klein ,  also  a  =s  b ,  so  ist  das 

Moment  der  blofsen  Oberfläche  einer  Kugel  gleich  r-  ä^m. 

V.  Man  suche  das  Moment  der  Trägheit  derjenigen  Körper, 
welche  durch  Umdrehung  einer  Curve  um  eine  geradlinichte  Achse 
einstehen ,  in  Beziehung  auf  diese  Achse. 

Aus  irgend  ein^m  Punkte  dieser  Rotationsachse ,  welche  ziw 
gleich  die  Achse  der  x  seyn  soll ,  denke  man  sich  mit  dem  Halb- 
messer r  und  r-j-dr  zweyKreisevgezogen,  so  ist  die  ringförmige 
Fläche,  welche  zwischen  den  Peripherien  dieser  zwey  Kreise 
enthalten  ist,  gleich  (r  +  dr)**  jt  —  r*  x  =  2  jt  rdr,  wenn  man 
die  zweyten  Differentialien  yon  dr  rernachlässiget.  Multiplicirt 
man  diese  t*  lache  durch  dx  ,  so  erhält  man  für  den  körperlichen 
Inhalt  des  so  entstehenden  Ringes  2?rrdrdx.  Da  aJIel'uiikte  die« 
ses  Ringes  von  der  Rotationsachse  um  die  Gröi'sc  r  entfernt  sind, 
so  ist  das  Moment  des  Ringes  in  He^iehüng  auf  diese  Achse 
=  ff^  iz  •  r^  dr  dx.  Ist  aber  die  Gleichung  der  rotirenden  Curve 
zwischen  den  Abscissen  x  und  den  darauf  senkrechten  Coordina- 
ten  y  gegeben ,  so  wird  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  von 
r  :±:  6  bis  r  =  y  integriren  ,    so   dafs  man  für  das  gesuchte  Mo- 

ment  des  ganzen  Körpers  den  Ausdruck  —  fy^  dx    erhält,    wo- 

durch  also  die  Bestimmung  des  Moments  s(»Icher  Körper  auf  eine 
einzige  Integration  zurückgeführt  wird; 

Exempel  A.  Für  den  Kreis,  dessen  Halbmesser  a  ist, 
hat  man  y*  =  aax  —  x',  also  das  gesachte  Moment  eines  Kugel- 
stüches,  zu  welchem  die  Abscisse  x  vom  Scheitel  genommen  gehört 


i 
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Für   die  ^ansse   Kugel    ist  x   =?    aa,   also   iHr   Moment    — r — ' 

-wie  ÄUTor. 

'  Etempel  B.  Ist  die  rotirende  Cürve  eine  Gerade,  und 
ihre  Gleichung  y  nris  ax  4*  l> »  so  ist  das  Moment  des  so  entste« 
henden  Kegels  gleich 

-/(ar  +  b)*dx=  -^  (ax+b)5.  ,     ' 

h 
l^immt  man  diesen  Ausdruck  von  x  =  —  ^  (d.  \u  TOn  j  3=  o) 

bis  X  =  h ,  so  ist  das  Moment  des  Kegels ,   dessen  Höhe,  h  is^t , 

c 

gleich  — r^  (ah  +  b)^.    Nimmt  man   aber  jenen  Ausdruck  von  • 

X  =  o.  bis  X  £=s  h ,    so  erhält  man  für  das  Moment  des  abge- 
iftumpften  Kegels ,  dessen  Höhe  bist,  den  Ausdruck' 


io«a 


[(ah  +  b)5— bs] 


Ist  endlich  a:  =  6 ,'  oder  ist  die  rotirende  Gerade  parallel  zur 
Itotationsai^hse  ,   so  erhält   man  das  Moment  eines  O}  linders  > 

dessen  Höhe  h  und  Halbmesser  der  Basis. b  ist,   gleich   ^ 

Wie  in  H. 

yi«  ikan  suche  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  EUip- 
soids ,  in  Beziehung  auf  seine  drey  durch   seinen  Mittelpunkt 
gehenden  Achsen  a  b  c.  Sind  diese  Achsen  zugleich  die^Cpordi- 
tenädhsen  der  x  y  z,  so  hat  man  für  die  Gleichung  d!er  Öberfla-' 
che  des  EUipsoids 

a»  b»  z«  +  a»  ü^  y*  +  b»  c*  x*  =  a*  b"  c« 

Das  Moment  der  Trägheit  dieses  Körpers  in  Beziehung  auf  die 
Achse  det  z  ist  C  ='^/(x«  +  y«)  dx  dy  dz.  Integrirt  man  die-. 
Jsen  Ausdruck  zuerst  m  Beziehung  auf  z ,  so  ist    ' 

C  =  ff  (x '  +•  y  0  z ,  Äx  dy  +  ( Jonst.     . 

Die  zwej  äufser'stea.  Werth<6  Ton  z  sind  aber 

z=s''-\^  c  1/  1  ^i^_Zl  undz,=:  — c  \f  i^^l—L. 
V    ,        a*       b»     ^  V  a»       b' 

also  aii0h  jenes  Integral  zwischen  dies'ein  zyjay  Wertben  Ton  i 


I  genommen 


C  =  >^2C  (X«  +  y»)  1/ 1  —  -^  —  p.  axd7,  oder 

III.  6 


V 
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C  =  ac//x»  1/  ,_*-!_  Zl.  dx.Iy 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  r'  =  b*  —  — —y   so  ist  der  ei'sle 
Theil  des  vorhergehenden  Ausdrucks 


X*       .      .  _ 2C 


Um  die  Gränzen  des  Integrals 

ydj  J/r* — y»  =  i  y  \/r«-7-y«  +  f  r«  Are* tg      — ^ 


\/r'— 7« 

zu  finden ,  hat  man  für  den  Schnitt  des  Ellipsaids  mit  der  Ebene 

der  xy  die  Gleichung 

b*x' 
ft*y*+b^x*  =  a'b%  odery*  =b' — oder  endlieh y'=r% 

et 

so  dafs  diese  Gränzen  y  =2 -f"  r  und  y  =;  — r  sind,  und  man 


r^ne 


also  hat  ydy  y/r» — y»   ==  — -.  E^  ist  daher  der  erste  Theil  der 
Gleichung  (1)  , 


a' 


und  dessen  Integral  von  x  s  a  bis  x  r=  —  a  gleich  A.  a^bc.  «"* 

Ganz  eben  so  findet  man  für  den  zweyten  Theil  der  Gleichung  (1) 
den  Ausdruck  --  acb'i^r,  und  daher  ddfs^Moment  der  Trägheit 

des  ganzen  EUips^ids  ^ 

in  Beziehung  auf  die  Achs  der  z  •  «  .  « _abc.9r(ä^  +^°)  ==  ^ 

'  ä. 
••«•««  4  ««««  y  «• «  •-lrabc*'jr(a'  +c*)  =  ^ 

Das  Yolum  oder  die  Masse  des  ganzen  EUipsoids  ist  ab^r . 
jTTdxäyiz  T=z!l^  abc=:m,  also  auch 
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C  =  ™  (a«  +  b«) 
B=  jC.'  +  c«) 

,  I 

Setist  man  a  s  b=s  C9  so  erhält  man  für  die  Ungel,  dcfren  Halb- 
messer gleich  a  ist,  das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf! 
'  jeden  ihrer  Durchmesser  gleich 

— -.  a»  =  -r-ma*,  wi^  zuvor* 

Setzt  man  aber  nur  a  =  b ,  so  erhält  man  für  das  Sp&äroi J, 
welches  durch  die  Umdrehiing  einei*'  Elipse  um  ihre  kleine  Achse 

si  1 

c  entstanden  ist,  C  =  c^  a*  m ,  und  B  =  A  =  -r  (a*  +  <^0  ^ t 

>vo  m  =  r-  a^  c«  ist«  Das  Moment  C  in  Beziehung  auf  die  kleine 

Achse  c  ist  also  das  gröfste,  nnd  4as  Moment  A  ==:  B  in  Beziehung 
auf  diegrofse  Achse  oder  auf  irgend  einen  Halbmesser  des  Aecjna- 
tors  ist  das  kleinste  aller  Momente  des  Sphäroids. 

Diese  Gröfsen///(x«+y«) dm,  ///(x«-4.z»)dm,  ///(y*  +  z»)  dm 

also ,  -welche  wir  in  dem  Yorhergehenden  für  mehrere'  Körper 
'  bestimmt  haben ,  und  welche  die  Momente  der  Trägheit  dieser 
Körper  gegen  die  Rotationsachse  derselben  ausdrucken,  sind 
ihrer  Natur  nach  nicht  als  yeränderliche  und  unbestimmte  Oröfs^n 
EU  betrachten,  sondern  sie  stellen  solche  Fntegralien  vor,  die 
sich  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  erstrecken,  und  daher 
gewisse  bestimmte  und  für  jeden  gegebenen  Körper  constante 
Werthe  haben ,-  Werthe ,  die  blofs  von  der  Gestalt  und  von  der 
Dichte  des  Körpers ,  aber  nicht  von  seinem  Orte  im  Batfme  ab« 
hängen«  * 

Wir  wollen  nun  annehmen  ,  dafs  auf  eine  körperliche  Masse 
m ,  die  um  eine  fixe  horizontale  Achse  bew.eglich  ist ,  blofs  die 
constante  Kraft  g  der  Schwere  in  einer  vertikalen  Richtung  wirke, 
und  die  Rotation  dieses  Körpers  um  jene  Achse  bestimmen. 

Man  denke  sich  eine  auf  die  Rotationsachse  senkrechte  und 
/lurch  denSchwerpunktA  desHörpers  gehende  Ebene.  Sey  a  die  £nt* 
fernung  des  Schwerpunktes  von  demi  Punkte  O  ,  in  welchem  die 
Rotationsachse  jene  vertikale  Ebene  trifft ,  und  ^  der  während 
,  4®r  Bewegung  des  Körpers  veränderliche  Winkel ,  welcher  die 
Entfernung  A  O  =  if  mit  der  durch  den  Punkt  O  gezogenen  ver- 
tikalen Linie,  bildet ,  so  ist  (§•  i.)  das  Moment  jedes  Elementes , 
den  Körper  um  die  fixe  Achse  zv  drehen,  gleich  x  ==  am  Sin  ^. 

Gä 


3. 
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Da  aber  die  Kraft  gdt ,  'welche  den  Körper  in  jedem  Augenblick«' 
in  Bewegung  setzt,  der  Aenderung  der  Winkelgeschwindigkeit 
b  des  Körpers  proportional  seyit  mufs,  so  ist  gdt  s=  häH  i  wo 
h  eine  constante  Gröfse  ist. 

Jedes  Element  dm  des  Körpei*s  ,  dessen  Entfernung  Ton  .d^r 

Botationsaehse  gleich  r  ist^  wirkt  mit  der  Kraft  ■  .  ■  • ,   und  ihr 

r"  dm 
Moment  ist  daher  — ; — ,   und  da  die  Summe  aller  dies^  Mo- 

h 

mente  dem  Momente  x  des  ganzen  Körpers  gleich  seyn  ismh , 

so  ist  T-,  yr' dm  =  x,    oder  wenn  man   den  vorhergehenden 

'gdt  dB  ex 

Werth  von  h  s=s  ^r—  sntratituirt ,  rr—  =  v  T  ■,  ■  ,  oder  endlich , 

dVi  dt         yr*dm' 

d3  . 
da  H  =  —  -r=-  ist ,   wenn]  man  voran ssetzf,   dafs  der  Winkel  f 
cit  • 

während  der  Bewegung  abnimmt ,  sb  isi 

d«  S  gx  ♦ 

dt*     "^        Jr^  dm 

Xn  diesem  Ausdrucke  ist/r^  dm  das  Moment  des  Körper»  in  Be»* 
Ziehung  auf  die  Botationsaehse  oder  auf  den  Funkt  O.  Nennt  man 
aber  mk^  das  Moment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  andere 
der  vorigen  parallele,  und  durch  den  Schwerpunkt  A  gellende  Achse, 
so  ist  (^.  5.)Jr*  Am  =s  m  (k'  -f-  a*),  also  auch  da  x  =  am  Sxtii^ist 

dV£  _        ag  sin  5 
dt«  a«+k« 

Multiplioirt  man  diese  Gleichung  durch  a  dd,  imd  integrirt  ^  so  ist 

dS«         2  äff  CosS  . 

.3-—  =  ■   J^  ^    . 1-  Consta 

dt*  a?4^k«       ' 

da 
Ist  -^  =  o  für  3  =  ä ,  das  heifst ,  fangt  die  Bewegung  des 

Körpers  aus  der  Buhe  dann  an,  wenn  der  Winkel  der  Linie 
AO  SS  a  mit  der  dttrch  O  gehendeh  Vertikale  gleich  a  isty  so 
hat  man 

dS*  3a& 

'  dS       . 
und  dieser  W^rth  von  -^  drückt  die  Geschwindigkeit  des;  Kör- 
pers für  jeden  Werth  desAVinkeUS  auä.  Man  sieht  dai^äüs,  dafs  der 
Körper,  wenn  er  ursprünglich  in'fiuhe  ist,  hur  dann  immer  in  Buhe 


bleiben  wird ,  wenn  9  =  o  ist ,  d.  h.  wenn  sein  Schwerpunkt 
A  in  der  dnrch  O, gehenden  Verticalö  ist,  oder  mit  andern Wor^ 
ten  ,  wenn  sein  Schwerpunkt  den  tiefsten  oder  den  höchsten  Ort 
einnimmt«  Geht  aber  die  Rotationsachse  durch  den  Schwerpunkt 
A  selbst ,  so  ist  A  O  =  a  =  o ,  und  der  Körper  wird  daher  ent- 
weder immer  in  Ruhe  bleiben ,  oder  wenn  er  sich  bewegt ,  um 
dieseneue  Achse  immer  gleichförmig  rotiren« 

I.  Man  ben^erke ,  dafs  dem  Torhergehendem  Ausdrucke  ge- 
mäfs  der  Körper  um  die  Achse  in  O  nie  ht.so  rotirt,  als  ob  seine 
ganze  Masse  in  demSqhwerpunkt  rereinigt  wäre,  wie  dieses  wohl 
bey  der  progressiven  Keweguqg  der  Fall  ist;  denn  dann  wäre 
das  Moment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  Achse  durch  A 

'  '  d^ »  g  Sin  ^ 

gleich  mk*  =5;  o,  also  auch  -r-jp  =< —  ^ — ■ — ,  also  seine  Ge- 
schwindigkeit gröiser  ^Is  um  die  Achse  durch  O* 

II»  Es  kann  aber  einen  andern  Punkt  B  in  der  rerlängerten 
Linie  OA  geben,  welcher,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des 
Körpers  yereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  die  feste  Achse  durch 
O  schwingen  würde ,  wie  der  vurhin  betracihtete  Körper  selbst« 
Nennt  man  1  die  Entfernung  O  B  dieses  Punktes  B  yon  dem  fe- 
sten Punkte  O,  so  wird  man,  um  die  Bewegung  dieses  Punkte» 
um  die  Achse  durch  O  zu  erhalten ,  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung a  =5  1|  i^id  k  =s  o  setzen,  wodurch  man  erhält 

d'5  '   ß 

woTob  da|  Integral  ist 

dST 


dS?      -  Äff 

-^^  Y  (Ccis  Ä-Cos  «) 


wenn  wieder  d3  =  o  für  9  =  a  ist.    Diese  letzte  Gleichung  ent-- 
hält  also  die  Bewegung  eiiies  schweren  Punktes  B,    der  durch 
einen  uiibiegsamen  und  nicht  schweren  Faden  derlAänge  1  an  der 
horizontalen  Achse  durch  O  befestigt  ist,  d«  h.  sie   enth'ält  die 
Bewegung  eines  einfachen  Pen4els.   Vergleicht  man  -diese 

ds» 
bejden  Ausdrücke  yon  -■—' ,  so  sieht  man ,   dafs  die  Bewegung 

des  einfachen  Pendel^  mit  jener  des  Körpers,  oder  mit  jener  des>^ 
zusammengesetzten  Pendels  dieselbe  seyn  wird ,  wenn  man " 
hat 

Wenn, also  ein  Körper,  dessen  Schwerpunkt  in  A  ist,  um  einev 
feste  horizontale  ^ohse  durch  O   schwingt ,   so  kann  man  in  der 
Terlang#rte&  Linie  O  A  =^  a  immer  einefn  Puiikt  B  angeben,  der 
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ganz  ebensoum  jene  Achse  sdiM^ingt,  ab  ob  die  ganze  Masse  ^es 
Körpers  in  diesem  Punkte  B  vereinigt  Vwäre*  Nennt  man  nähm- 
lich  1  die  Entfernung  B  O  dieses  Punktes  B  von  der  Achse  duxich 

0.9  so  ist 

,                 k«  • 

1  =  a  H 


a 


wo  a  die  Entfernung  OA  des  Schwerpunkts  des'  Körpers  von  der 
Achse,  und  wo  mk'  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  A  gehende ,  mit  der 
vorigen  parallele  Achse  bezeichnet.  Diese  Gröfse  1  ist  also  die 
Länge  eines  einfachen  Pendels ,  welches  seine  Schwingungen  um 
die  feste  Achse  durch  O  mit  dem  Körper  in  gleichen  Zeiten  vol- 
lendet ,  wenn  der  Winkel  a  im  Anfange  der  Bewegung  für  bejde 
derselbe  ist*  Man  nennt  den  Punkt  B  den  Mittelpunkt  des 
Schwungs*  Der  Mittelpunkt  des  Schwungs  eines  Körpers  ist 
daher  derjenige  Punkt  desselben,  der,  wenn  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  eine  feste 
horizontale  Achse  schwin^n  würde,  wie  der  Körper  selbst,  und 
dieser  Punkt  liegt  in  der  Verlängerung  der  Geraden,  welche  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  senkrecht  auf  die  f^ste  Achse  geht, 
und  seine  Entfernung  von  dieser  Achse  ist  gleich  der  Länge  des 
einfachen  PcikI  eis,  welches  mit  dem  ganzen  Körper  gleichzeitige 
und  gleich  grofse  Schwingungen  macht* 

k* 
IIL  Der  geff^ndene  Ausdruck  für  1  =  a  -f-  -^  ?P^g!^  zugleich , 

dafs,  wenn  d^r  Körper  um  eine  feste  horizontale  Achse ,  welche 
durch  den  Schwingungsmittelpunkt  ß  geht,  schwingt,  dafs  dann 
der  vorhergehende  Aufliängepunkt  O'der  Mittelpunkt  der  neuen 
Schwingungen  seyn  wird,  d.  h.  dafs  in  jedemKörper  der  Aufhän- 
gepunkt und  der  Sc^wingungsmittelpunkt  reciprod  sind,  oder 
dafs  die  Schwingungen  des  Körpers  um  jeden  dieser  zwej  Punkte 
gleichz43itig  seyn  werden.  Denn  geht  die  neue  Schwingungsachse 
durch  B ,  so  sey  a'  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  die-' 
ser  neuen  Achse ,  und  V  die  Entfernung  des  neuen  Schwingungs- 
niittelpunktes  von  derselben  neuen  Achse ,  so  ist  nach  der  oben 
gegebenen  Gleichung 

k« 
1/  s=  a'  + 


a' 

"      .  kj  k« 

E^  ist  aber  a'  =  1— ^a  ===  — ^,  also  auch  —  =  a,    also   auch^ 

a  a' 

k*  k* 

Y/enn  man  diese  Werthe  von  a'  und  —  in  der  Gleichung  l^:^a^  | 

a'  a' 

k» 
sub)5tituirt ,  1'  ä U  a,   das  heifst.    es  ist  V  s=  L  Auf  diese 


io3 

Bemerkung  gründet  sich  bekaniitlic}i  das  unyeränderliche  Pendel 
des  Cap\  Kater. 

5.  8. 

Eine  Hügel  des  Halbmessers  r  sey  durch  einen  nicht  schwe- 
.  ren  Faden  an  eine  durch  O  gehende  fixe  horizontale  Achse  be« 
festigt.  Sey  die  Distanz  des  IMittelpunktes  A  der  Kugel ,  der  zu- 
gleich ihr  Schwerpunkt  is(,  von  dem  A\}fhängepunkte  O  der  Achse 
AO  =  a.  Man  suche  die  Länge  OB  =  1  des  einfachen  Pendels, 
welchjBs  mit  jener  Kugel  gleich  grofse  Schwingungen  in  dersel- 
ben Zeit  macht« 

Nach  $«  6*  in  ist  das  Moment  der  Kugel  k'  m  =  -^  r'm,  also 

a  ,  "   - 

)i*  SS  r-r*^  also  ist  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels 

_  a  r» 

^="+  TT       , 

Und  dieses  1  ist  zugleich  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  B  der 
Schwingung  der  Kugel  Ton  dem  Aufhängepunkte  O* 

Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dafs  die  Länge  L  eines 
einfachen  Pendels,  welches  seinen  ganzen  Bogen  zu  beyden  Sei- 
ten der  durch  O  gehenden  Vertikale  in  t  Secunden  zurücklegt , 

t« 
gleich  L  =  g»  —  ist,   wo  x  s=  3,1/4159  und  g  ==  30,1037  Par. 

Fufs  ist,  Torausgesetzt,  dafs  djeser  Bogen  nur  sehr  klein  ist,, 
und  nur  solche  kleine  Bogen  wollen  wir  hier  betrachten ,  da.  sie 
zu  den  hierher  gehörenden  Versuchen  völlig  hinreichend  und  zu- 
gleich sehr  bequem  sind«  Wenn  also  das  einfache  Pendel  jeden 
seiner  Bogen ,  oder  jede  Schwingung  in  einer  Secunde  mittlerer 
Zeit  zurücklegen  soll,  so  ist  für  t  =  1 ,  die  Länge  des  einfa- 

ehenSecundenpendel^L  =  -^^  Jene  Kugel  oder  unser  zu- 

sammengesetztes  Pendel  wird  daher  seine  Schwingungen  ebea- 
falU  in  einer  Secunde  vollenden ,  wenn  man  hat, 

fir*  e 

5  a  TP* 

woraus  man  füv  die  hänse  des  Fadens  erhält 


a 


L  Wäre  der  Faden  selbst  ein  Körper  z«  B«  ein  Cylinder, 
und  f  der  Halbmesser  seiner  kreisförmigen  Basis,  so  wie  b  sein6 
Länge  zwischen  dem  Auf hängep unkte  O  bis  zu  der  Peripherie 
der  Kugel,  und  endlich  fjL  sein^  Masse,  oder  sein  Gewicht,  so 
ist  das  Moment  dieses  Cylinders  inBeziebung  auf  eine  horizontale , 


I 


io4 
durch  ihren  mittleren  Funkt  C  gehende  Aehse  (nach  ^.  6. 11)  gleich 

also  auch  in  Beziehung  »nf  die  Botationsacfase  durch  O  (na«h 
5.6.  II)  gleich 

Via  ••      4/ 

J8t  aber ,   ivie  zuvor «  t  der  Halbmesser  der  Kugel ,  und  m  ihre 

Masse,  so  ist  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  eine  ho- 

*       *        '    •       '  a 

rizontale  durch  ihren  Mittelpunkt D  geheiide  Achse  gleich  ^  mv*  ^ 

also  auch  in  Beziehung  a\if  die  Ilotationsachsc  durch  O  gleich 

r-mr»  +  m.OD* 

Es  ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  beyder  Körper  zusam- 
men ,  öder  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Systemes  in  Be- 
ziehung auf  die  Rotationsachse  durch  O  gleich 

fi  Al  +  £l^  4-tt.OC«  -f-imr»  +m,OD 

\ia   ■    4/  '  -   6 

oder  da  0  C  s  —  die  halbe  Länge  des  Cylinders,  und  OD=b-{-r  ist 

H  (^ +C' +  V)  +  m  f!.  r»  +  (b  +  r)»  ) 

\i2       4        4^     •         V5  '♦■        / 

und  rlieses  ist  die  Gröfse,  welche  wir  in  ^.  7.  II  durch  ma^  -f-  mk*  be- 
zeichnet haben,  so  wie  das  dort  gebrauchte  m  a  hier  [i .  OC  -(*  n^  •  O  D 

Vi 

s=s/üt.  —  -|-m(b-(-r)  ist.  Es  war  aber  a  «a .  O« 

I mä^  -f-  mk* 

ma         ' 
also  ist  auch 

1=^ _^_ . : 

tt.     +m  (b  +  r) 

für  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  diesem  Systeme 
dieselben  Schwinj^nngen  in  gleichen  Zeiteti  raiacht.  Setzt  man  in 
diesem  Ausdrucke  b  3:^  a  —  r,  und  /li  i=  o,  so  erhält  man 

2r"        . 

1  =a  a  -J-  -r — ,  wie  zuvor  ' 
ö  •  a 
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Für  b  SS  o  yerschwindet  auch  ^ ,  und  es  ist  1  ss  -r 

Für  r  ==  o  ist  auch  m  =  o,  also  hat  man  für  eine  blofse  cylindrische. 
an  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängte  Stange 

Um  die  Oscillationen  eines  Körpers  zu  bestimmen ,  der  sicl| 
sehrnahe  um  eine  seiner  frejen^Achsen  dreht,  wenn  keine  äu- 
fsem  Kräfte  auf  ihn  wirken,  so  hat  man  nach  dem  Yorhergehendett 

da  N  =  N'  =5  N'' a=  o  ist, 


dp  ^ 
dq  + 


dr  + 


C 

T~ 

A— C 


qrdt 


;o; 


dt  as  0 


pqdt  SS  o 


Dreht  sich  also  der  Körper  sehr  nahe  um  die  freje  Achse  der  ss^ 
so  sind  q  und  r  sehr  kleine  Gröfscn,  deren  Prodncte  und  Quadrate 
man  Vernachlässigen  kann,  also  ist  auch  nach  der  ersten  der 
vorhergehenden  Gleichungen  dp  =  o,  oder  p  eine  constante 
Gröfse.  Es  bleiben  also  nur  die  zwey  letzten  jener  Gleichungen 
übrig,  deren  Integrale  die  Forih  haben 

q  =^  M  Sin  (nt  +  ^)  und  1 
r  s  M'Cos  (nt  +  m)         J^*) 


M'O  M,  M^  m  und  n  constante  Gröfsen  sind,  und  ^o  man  ba^ 

n  =  p  y . 


yC— A)  iC—B) 


AB 


und 


M' 


V   BCC— B) 


Diese  Ausdrücke  zeigen ,  d^fs  die  Gröfsen  n  ^nd  M'  nur  dano^ 
mögliche  oder  reelle  Gröfsen  sind,  wenn  das  Moment  C  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  eigentliche  Kotationsachse  entv/e-^ 
der  das  gröfste  oder  das  kleinste  der  drey  Momente  A ,  B  ,  C 
ist  (^.  S.)«  In  diesem  Falle  sind  also,  die  Gröfsen  q  und  r  in  der 
That  die  Sinns  und  Cosinus  von  Winl^eln,  die  mit  der  Zeit  zu- 
nehmen, und  die  Veränderungen  der  Rotation  sind  ^ähcr  alle 
nur  periodisch  und  in  bestimmte  Gränzen  eingeschlossen,  oder 
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die  Botatipnsachse  macht  nur  kleine  Oscillationen  um  ihre  urr 
sprüngliche  Lage,  welche  letzte  durch  die  Gleichungen  q=:M  Siu  m, 
und  r  =  M^  Cos  m  gegeben  ist.  Da  die  Gröfsen  q  und  r  nach 
der  Yorauasetzung  ursprünglich  nur  kleine  Werthe  haben;  so 
sind  auchM  undM^  nur  kleine  Cr öfsen »  so  wie  also  auch  q  un^  r 
ifnmer  nur  klein  bleiben,  oder  die  wahre  Rotationsachse  wird 
'  immer  >  nur  sehr  kleine  Schwankungen  um  die  freje  Achse  der 
z'  machen«  —  Ist  aber  (C  —  A)  (C  —  ß)  negativ ,  oder  ist  C 
zwischen  den  beydeii  Momenten  A  und  B ,  so  ist  n  im  imaginär , 
vnd  der  Sinu»  und  Cosinus  yon  (nt  -4~  ^  verwandelt  sich  in 
Exponeotialgröfsen  ,  -  die  nicht  mehr  wie  jene  periodisch  sind , 
sondern  die  ohne  Ende  mit  der  Zeit  wachsen  können.  W^enn  also 
der  Körper  sich  nahe  um  die  freye  Achse  dreht ,  derep  Träg- 
heitsmoment C  in  Beziehung  auf  seine  Gröfse  zwisichen  die  bej« 
den  andern  A  und  B  fällt ,  so  kann  schon  die  geringste  Störung 
die  Rotation  über  alle  Gränzen  hinausändern ,  während  in  dem 
ersten  Falle ,  wo  C  entweder  das  gröfste  oder  das  kleinste  dieser 
drej  Momente  ist,  geringe  Störungen  auch  nur  geringe  in  ^nge 
Gränzen  eingeschlossene ,  und  blofse  periodisch  wiederkehrende 
Aenderungen  hervorbringen  können,  pa  bey  der  Sonne,  den 
Planeten  und  den  Satelliten  unseres  Systems  diese  Stabilitftt 
der  Rotation  den  Beobachtungen  gemäfs  Statt  hat,  so  drehen 
sich  alle  Biese  Körper  sehr  nahe  um  diejenige  ihrer  freyen  Ach- 
sen ,  für  welche  das  Moment  der  Trägheit  ein  Gröfstcs  oder  ein ' 
Kleinstes  ist,  wahrscheinlich  einGröfstes,  weil  w^gen  der  durch 
die  Fotation  erzeugten  Abplattung  dieBotationsachse  kleiner  ist, 
als  der  Durchmesser  des  Aequators ,  also  auch  das  Moment^  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Rotati onsiachsegrÖiser  ist  als  auf 
den  ptirchmesser  des  Aequators. 

Um  nun  ,  nach  dieser  Digression ,  die  Lage  der  drey  freyen 
Achsen  des  Körpers  im  Räume  zu  bestimmen,  wollen  wir  voraus« 
setzen,  das  die  dritte  freye  Achse  der  z^  sf^hr  nahe  mit  der  Achse 
fler  z  zusammenfällt ,  so  dafs  also  d  nvir  ein  ^ehr  kleiner  Winkel 
ist ,  dessen  Quadrat  wir  vertiachlässigen  können«  Setzt  man  also 
s  =  Sin  5  Sin  f «  und  u  =  Sin  d  Cps  f ,  so  geben  die  Werthe 
von  p ,  q ,  f  ipi  Anfange  des  §.  3. 

p  dt  =F  d  9  —  dv// 
qdt  =  sdvf/  —  d3  Cos  9 
rdt  ==  udvf/  +  d^  Sin  f 

oder  da  ds  =  d5  Sin  9  -)-  udj»  und  du  s=ä  d5  Cos  f  —  sd^  ist, 

p  dt  :=^  df  — dvj/ 
qdt  ==  s  (df — ^pdt)  —  d5  Cos  9 
',  1?  dt  =  t  (dy— pdt)  +  d5  Sin  9 

Wir  haben  daher : 


»P7 

äy^  zss    df  —   pdt 
ds 

dtt 
und  dayon  siiid  die  Integrallen 

4/  r=  ^  —  pt  —  U 

»  SS  ß  Sin  (pt  +  y) 

r 

u  s=  ß  Cos  (pt  +  y)  -^  — 

p    - 

"woa,  ß,  €f  constante  Gröfsen  bezeichnen*  Durch  die  Gleichun* 
gen  (i)  und  (2)  ist  die  Aufgabe  yollständig  äufgelöfst;  denn  jepe 
geben  die  Werthe  Ton  q  und  r  als  Functionen  von  t ,  und.  ron 
diesen  geben  die  beyden  letzten  die  Werthe  Ton  s  und  u ,  also 
auch  von  2f  und  9  als  Functionen  Ton  t ,  und  wenn  so  9  bekannt 
ist,  so  ist  es  auch  v)/  durch  die  erste  der  Gleichungen  (12).  Die 
Winkelgeschwindigkeit  der  RoT;ation  aber  ist  nach  dem  Yorher- 

gehenden  \s  =  j/^p^  +  q'-j-^'?    oder  einfacher  «  =  p,   wenn    ' 
man  die  Quadrate  ron  q  und  r  vernachlässigt«   Diese  Geschwin- 
digkeit ist  also  nahe  constant« 

Wenn  man  für  den  Anfang  der  Rotation  genau  q  =  o  und 
r  =  o  hat ,  das  heifst ,  wenn  die  wahre  Rotationsachse  mit  der 
dritten  freyen  Achse  ^enau  zusammienfällt ,  so  ist  in  dem  Vor- 
hergehenden auch  M  r=  M'  =  o ,  oder  ,  die  GrÖfstin  q  und  r  sind 
immer  gleich  Null ,  und  die  Botationsachse  fällt  immer  mit  der 
dritten  freyen  Achse  zusammen«  Wenn  also  ein  Körper  anfängt, 
sich, um  eine  seiner  frejen  Achsen  zu  drehen,  so  wird  er  sich 
immer  um  dieselbe  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  drehen , 
wenn  keine  äussern  Kräfte  seine  Rotation  stören,  und  diese  fii-* 
genschaft  kommt  blofs  den  freyen  Achsen  zu;  denn  wenn  die 
Rotationsachse  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  unveränderlich  ist, 
so  hat  man  dp  ■=  o ,  dq.  =s  o  ,  dr  =:  o ,  und  dann  gehen  diedrey 
ersten  Gleichungen  des  ^«  9«  in  folgende  über 

B— A  C— R  /  A— C 

-^.rq  =  0,    -^.  rp  =  0,  --^  .  pq  =  o 

Sind  also  die  Gröfsen  A,  R<,  C  ungleich,  so  folgt  aus  diesen  drey 
Gleichungen,  dafs  zwey  von  den  drey  Gröfsen  p,  q,  r  gleich 
Mull  seyn  müssen ,  d.  h.  dafs  die  Rotationsachse  mit  einer  der 
drey  freyen  Achsen  zusammenfallen  mufs«  Sind  aber  zwey  die- 
ser Gröfsen  A ,  B ,  C  z.  R.  die  ^wey  ersten  einander  gleich ,  so 
gehen   die  drey  vorhergehenden  Gleichungen  in  folgende  zwey 


io8 

über,  Pf*  j^  o,  udd  qp  ea  q,  so  dafs  also  beyden  schon  durch 
die  Yoraassetzimg  p  r:=  o  genug  geschieht,  wo  dann  die  Rota- 
tionsachse in  der  Ebene  der  x^  7^  liegt  ^  in  welcher  alle  Durch- 
inesser  freye  Achsen  sind«  ($.  5.)  Ist  endlich  A  =  ß  =  C ,  so  ge- 
schieht den  drey  vorhergehenden  Gleichungen  immer  genug;  wel- 
ches auch  die  Werthe  yon  p ,  q  und  r  seyn  mögen,  und  in  diesen^ 
F^alle  sind  auch  (^«  5.)  alle  Durchmesser  des  Korpers  zugleich 
frpye  Achsen.  Daraus  folgt  also,  dafs  blofs  die  drey  freyen  Ach- 
sen des  Körpers  zugleich  unveränderliche  Rotationsachsen  sind , 
^nd  dafs  unter  ihnen  nur  die  zwey,  deren  Trägheitsmomente  ein 
GrÖfstes  und  ein  Kleinstes  sind,  eine. stabile  Rotation  geben, 
während  die  dritte  auch  nur  durch  di^  geringste  Störung  die  Ror 
tation  schon  sehr  merklich  ändern  kann^ 


$: 


10< 


Nimmt  man  an ,  dafs  ein  urspriinglicher  Stofs  ,  dessen  Rich^ 
tun^  nicht  durch  den  Mittelpunkt  ging'^  die  tägliche  sowohl  als  die  ' 
jährlich^  ^eWegungdps  Plane  teiThervorgcbracht  habe,  und  ist  a 
die  Entferiiung  der  Richtung  dieses  Stofses  von  dem  Mittelpunkt^ 
des  Planeten,  rsein  Halbmesser  und  \S  die  Winkelgeschwindig- 
keit seiner  Rotation ,  so  ist ,  wenn  man  die  Schwere  g  für  düe 

a  dt 
Einheit  annimmt,  nach  fÄ.  7.)  dtf  =  -1  ,  ,    .    Die  Geschwindisf. 

keit  aber,  mit  welcher  sich  der  Planet  um  die  Sonne  hewesi. 

.    '   dt    ^ 
ist  gleich  -«-  ,  wo  m  die  Masse  des  Planeten  bezeichnet,   also 

auch  die  Winkelgeschwipdigkeit  dieser  jährlichen  Bewegung  gleich 

dt  .  '  • 

— r  >  wenn  R  die  Entfernuns^  des  Planeten  von  der  Sonpe  be- 
"mh  '  .   o     •  ... 

zeichne^.  Diese  beyden  Winkelgeschwindigkeiten ,    die   tägliche 

und  die  jähirliGh^  verhalten  sich  also,  wie   r-rj —  zu  — ;?-.  Ist  aber 

t  der  Stemtag  und  T  die  siderische  Revolution  des  Planeten,  so 
verhalten  sich  jene  beyden  Geschwindigkeiten  auch  wie  T  zu  t,  . 
also  ist 


a 


T      /rMm 


Für  eine  Kugel  des  Halbmessers  r  ist  aber  das  Mon^e^it  der  Trag* 

jj  2    Tr 

heit  (5.  {k  l\l)  gle,ich/r*  dm=  ^mr,    also  ist  ^uch  a  =  -7.  7-0 

und  dieses  ist  die  Distanz  a  de§  Mittelpunktes  des  Planeten  von 
der  Richtung  des  Stofses,  welcher  die  doppelte  Bewegung  des 
Planeten  um  die  Sonne  und  üm^  sich  selbst  hervorgebracht  hat* 


! 


10  a 

Für  die  Erde  ist  -   s  3b6,d56 ,  iind    •   s  Sin  8^^  6 ,    uder 

f  ' 

^  =  o ,  0000416941  also  a  SS  o ,   0061  Erdhalbmesser. 

T  r 

Für  Jupiter  ist  —  =  10476,  —  =s  o,  000087,  also  äs^o,  365 

j  t  ü       . 

Halbmesser  dos  Jupiter ,  also  a  für  Jupiter  viel  gröfser  als  für 
die  Erde ,  daher  sich  auch  jener  viel  schneller  um  seine  Achse 
bewegt,  als  diese. 

T  r 

Für  den  Mond  der  Erde  ist  —  =.  i ,  und  :^  r=  o ,  oo453 , 

t  Jtl 

*1äO  a   :i:  O,   0^l8  * 

L  Sej  c  und  y  die  Winkelgeschwindigkeit  eines  Planeten 
Während  einer  Secnnde  in  seiner  jährlichen  und  täglichen  Bewe« 
gung.  Denkt  man  sich  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  dem  ihr 
nächsten  Punkte  der  Oberfläche  des  Planeten  durch  eine  gerade 
und  unbiegsame  Linie  yevbunden ,  so  wird  jeder  Piinkt  dieser 
Linie ,  dessen  Entfernung  yon  dem  Planeten  z.  B.  gleich  x  ist , 
durch  die  Rotation  des  Planeten  in  einer  Secunde  den  Bogen  <yx , 
und  durch  die  Revolution  des  Planeten  in  derselbe^  Zeit  den  Bo- 
gen Rc  beschreiben ,  und  diese  bejden  Bewegungen  Wetflen  in 
entgegengesetzten  Bichlungen  Tor  sich  gehen.  Um  daher 
den  Punkt  jener  Linie  zu  finden ,  für  welchen  jene  bejden  Bewe- 

Rc 
gungen  einander  gleich  sind ,  hat  man  cyx  ss  Rc ,  oder  x  ss  —  , 

•  * 

dafs  heifst ,   der  Punkt ,  welcher  von  der  der  Sonne   nächsten 

Kc 
Oberfläche  des  Planeten  Um  diese  Entfernung  x  s  — ^  absteht , 

wird  in  jedem  Augenblicke  während  der  doppelten  Bewegung  des 
Planeten  in  Ruhe  bleiben,  weil  für  ihn  die  beyden  entgegen- 
gesetzten Bewegungen  des  Planeten  sich  aufheben. .  Es  war  aber 

a    Tr  .ct. 

R  =s  -7*  —  ,  und  da  überdiefs  -   =  -r  ist ,    so   hat  man   auch 
!>    t.a  7         T    , 

^^    ^ 
5    a 

Fftr  die  Bi^de  ist  ä  s  ö ,'  006 1  /  und  r  s=  1,  also  x  ss 


5(o,oo6i) 

==  65,6  Erdhalbmesser.  Für  den  Mond  ist  eben  so  x  =  221  Mond* 
halbmesser,  oder  nahe  60  Erdhalbmesser,  so  dafs  also  jöner  Punkt 
nahe  in  den  Mittelpunkt  der  Erde  fällt« 

^  Nach  dieser  Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Glei« 
chungcn  der  Bewegung  wollen  wir  nun  zu  den  Anwendungen  der- 
selben auf  besondere  Fälle  übergehen ,  und  mit  den  einfachsten 
derselben,  mit  det  Bewegung  in  geraden  Linien  den  Anfang  machen. 
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Bewegung  in   geraden   Linien, 


E 


i: 


1. 


ä  ist ,  Irie  man  aus  däm  Torhergehenden  sieht ,  nicht  schwer, 
für  jeden  besondem  Fall,  die  Gleichungen  der  Bewegung  zu  fin- 
den. Allein  diese  Gleichungen  sind  Differenzialgleichungen  der 
zwejten  Ordnung ,  und  ihre  Integration  biethet' oft  Schwierigkei- 
ten dar«  Wir  wollen  ton  den  einfachsten  Fällen  anfangen,  und 
zuerst  die  Bewegung  in  geraden  Linien  betrachten. 

Wenn  keine  inneren  thätigen  Kräfte ,  sondern  nur  eine  ei- 
nen Augenblick  wirkende  Kraft  den  Körper  nach  der  Richtung 
der  X  bewegt,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung 
(Gap.  11 ,  Gleichung  III  oder  IIP)  in  folgende  einfache  über 

d*x 

-^  =  o  weil  X  =  TÄZ=y  =  z=^=:A'=:ö  ist. 

dt»  .        ^ 

t>a8  erste  Integral  dieser  Gleichung  gibt 

dx 

dt 

für  die  Geschwindigkeit,  und  das  zweyte  Ihtegral  gibt 

X  ^  at  -f-  b 

für  den  in  d6r  Zeit  t  zurückgelegten  Baum.  Da  die  Geschwindig- 
keit a  constant  ist,  so  ist  die  Bewegung  gleichförmig,  oder 
der  Baum  yerhält  sich  wie  die  Zeit.  DieGröfse  b  ist  der  yor  dem 
Anfange  der  Zeit  t  zurückgelegte  Baum.  Für  einen  andern  Kör- 
per, der  sich  ebenfalls  gleichförmig  bewegt,  ist 

x'  =  aa-j-b' 

lind  um  die  Zeit  zu  finden ,  wenn  sich  beyde  Körper  begegnen , 
wird  man  in  den  beyden  letzten  Gleichungen  x  =3  x^  setzen ,  wo- 
durch man  für  diese  Zeit  erhält 

>--b 
a — a' 


r 


1 11 


.5. 

Anf  einen  Korper  "wirke  eine  immer  thätigCi  aber  constante 
Kraft  g  nach  der  Richtung  der  x^  so  ist  die  allgemeine  Gleichung 
seiner  Bewegung 

d'x  _ 

dt»    ""8 

If  eil  X  s=  g  und  TerZsssyssÄssO  ist. 

Das  erste  integral  dieser  Gleichung  ist 

dx 

''und  d^s  zwejte 

x  =  Jgf+at  +  b     . 

wo  a  nnd  b  constante  Gröfsen  sind.  Die  Gröfse  a  ist  dip  anfang- 
liche Geschwindigkeit,  die  derKörper  im  Anfange  der  Zeit  t  hatte» 
so  wie  b  der  im  Anfange  der  Zeit  t  bereits  zurückgelegte  Raum  ist« 
Bewegt  sich  also  derKörper  aus  der  Ruhe,  so  ist  a  =  b  =  o,  und 

man  hat 

Ax 

^  =  dT  =  8^ 
für  die  Geschwindigkeit ,  und 

X  =  2— 
2 

für  dto  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Raum«  Die  Geschwindigkeit 
ist  also  der  Zeit  proportional,  oder  sie  wachst  wie  dieZeit^  oder 
die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  und  der  Raum 
Terhält  sich  wie  das  Quadrat  der  Zeit.  Endlich  ist  noch 

I?«  =  a  gx. 

Die  Kraft^  mit  welcher  unsere  Erde  alle  Körper  aufser  ihr  anzieht, 
oder  die  S  chw  e  r  e  ist  eigentlich  eine  yeränderliche  Kraft ,  die 
sich,  wie  wir  unten  sehen  werden,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  yerhält.  AI« 
lein  in  den  geringen  Entfernungen,  in  welche  wir  über  die  Ober- 
fläche der  Erde  kommen  können,  und  welche  gegen  den  Halb- 
messer der  Erde  sehr  klein  sind ,  können  wir  die  Itraft  der  Erde 
sehr  nahe  als  constant  und  gleich  g  annehmen.  Die  Torhergehen- 
den  Ausdrücke  gehören  daher  für  den  Fall  der  Körper  auf  der 
Oberfläche  der  Erde ,  und  im  leeren  Räume ,  auch  sind  sie  den 
darüber  angestellten  Beobachtungen  yollkommen  gemäfs. 

Nimmt  man  die  Secunde  für  die  Einheit  der  Zeit ,  so  reicht 
es  hin ,  den  IVaum  zu  kennen ,  welchen  ein  Körper  in  der  ersten 
Secunde  seines  freyen  Falles  zurücklegt ,  um  alle  übrigen  Um- 
stände seiner  Bewegung  zu  erhalten.  Man  fand  durch  sehr  ge« 


naue  Yersuclie  9  welche  unten  erklärt  werrlen  sollen ,  dafs  dieser 
Baum  für  den  Ort  der  Oberfläche  der  £rde  9  dessen  geographi- 
sche Breite  f  ist ,  sej  ' 

•  ■    •  ,      * 
Ig  s=  i5,o5i37  ^  o.otiijj  Sin^lf  Pariser  Fufsi   also  für  die 

Brfeite  9  =.  45«» 

.       i^  g  =ä  i5«09  2S(  Pariser  Fufs, 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  lassen  sich  iiUe  hiehcr 
gelvorenden  Aufgaben  auflösen.  Ist  z.  B.  ein  Körper  durch  den 
Kaum  Yon  x  Schuhefi  gefallen ,  und  man  sucht  die  Zeit  9  welche 
er  dazu  brauchte ,  so  ist  diese  Zeit 


=  Vt 


s 

und  die  am  Ende  des  Falles  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

*  =  gt  =  K«i^ 

d.  h*  mit  der  am  Ende  seines  Falles  erlangten  Geschwindigkeit 
würde  erm  gleichförmiger  Bewegung  in  jeder Secunde  den 
Baum  gt  zurücklegen. 

Für  Körper ,  welche  in  der  Bichtung  der  x ,  d,  h»  senkrecht 
aufwärts  geworfen  werden ,  ist  g  negativ  t  also  . 

die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit  1 9  wenn  a  die  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet,  und 

X  =?=  at— I  gt* 

für  die  in  der  Zeit  t  erreichte  Höhe  x«  Der  Körper  wird  so  lange 
steigen ,  bis  seine  Geschwindigkeit  Null  ist.  Die  Zeit  seines  Stei- 
gens  ist  daher 

"^  g 

und  die  gröfste  Höhe ,  die  er  erreicht ,  ist 

a» 
x<  =   — 

2g^^ 

Ton  diesem  höchsten  Punkte  wird  der  Körper  wieder  zu  fallen 
anfangen ,  und  wenn  er  durch  die  ganze  Höhe  x^  gefallen  ist , 
80  wird  er  die  Geschwindigkeit 

v'  zz:  y  2  gx'  =  a 

d.  h.  seine  anfängliche  Geschwindigkeit  haben«  Um  daher  einen 
Körper  auf  eine  gegebene  Höhe  zu  bringen ,  mufs '  man  ihm  die 
anfangliche  Geschwindigkeit  geben,  welche  er  durch  den  Fall 
durch  dieselbe  Höhe  erbalten  würde. 


'I 


ii3 

f.  3. 

Da  aber  in  gröfsern^  Entfernungen  über  der  Oberfläche  der 
Erde,  die  Kraft  der  Erde  oder  die  Schwere,  nicht  mehr  aUcon- 
stant  angesehen  werden  kann ,  so  wollen  wir  nach  dem  Vorher- 
gehenden annehmen ,  dafs  sich  diese  Kraft  X ,  welche  nach  der 
Tertihalen  Richtung  der  x  wirkt ,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  yerhalte* 
Sej  r  der  Halbmesser  der  Erde ,  a  die  anfängliche  Entfernung 
des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde ,  und  g  die  Schwere 
auf  der  Oberfläche  derselben,  so  ist,  wenn  der  Körper  den  Raum 
X  zurückgelegt  hat 

ta— X)« 

also 

d<x  _     g.r* 


dt*  (a— x)" 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  2  dx ,  so  ist  ihr  Integral, 
wenn  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  Null  ^ist 

dx«  2gr«  _3L 

dt«  a  a — X 

also  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jedenWerth  von  x  gleich 

V   a(a— x) 
Die  vorhergehende  Gleichung  ^bt  zugleich 


dt 


'ax — X» 
deren  Integral ,  wenn  x  mit  t  zugleich  versohwindet , 

durch  welche  Gleichung  man  für  jeden  Werlh  Ton  x  den  ihm 
entsprechenden  Werth  vpn  t,  oder  umgekehrt  erhält« 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  x  sehr  klein  gegen  a ,  und 
a  nahe  gleich  r  an ,  so  geben  sie 

V  SS 

t  38  1/  —  wie  im  fi»  «. 

m.  H 


ii4 

5-  4. 
Verhält  sich  die  anziehende  Hraft  X  *  "y^ie  die  Entfernung 
der  Körper  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  ein  Fall  der  für  alle  Kör- 
per im  Innetn  der  Erde ,  in  tiefen  Bergwerken  etc.  statt  findet , 
so  hat  man ,  wenn  man  die  Bezeichnung  toü  g  und  t  aus  ^.  3« 
beybehält  ' 

dt«  t 

also  wenn  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  Ruhe  wafi 
oder  V  mit  x  Zugleich  yerschwindet 

für  die  Geschwindigkeit ,  und  wenn  t  mit  x  verschwindet 


=©' 


j     Are  Cos 
oder 


X  =  r— r  Cos  t  *!  /  jB. 

für  den  zurückgelegten  Raum.  Setzt  man  in  diesen  Formehl 

x=  r 

so  ist, 

vssj/gr 

für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Mittelpunkte  der  EtAe.^ 
von  welchem  Punkte  er,  wenn  ihn  nichts  hindert,  bis  zu  dement« 
gegengesetzten  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Erde  geben 
wird,  wo  X  =  2r  also  v  =  o  ist.  Seine  Geschwindigkeit  an  die- 
sem Endpunkte  wird  also  Null  seyn ,  wie  sie  es  im  Anfange  der 
Bewegung  war,  und  der  Körper  wird  daher  wieder  zu  dem  Mittel- 
punkte 4er  Erde  zurückgehen,  von  da  zu  dem  Anfangspunkte  stei- 
gen ,  und  so  eine  unendliche  Anzahl  von  Oscillationen  ,  alle  von 
gleicher  Dauer,  von  einem  Ende  des  Durchmessers  zum  andern 
xhachen« 

Für  X  =  r  ist  die  Zeit  durch  den  Halbmesser  —  1  /  L,  tmd 

3     y    g' 

für  :Ä?  Ä  sr  die  Zeit  einer  ganzen  Oscillation ,  durch  den  Durch- 
messier  gleich  nc  T/  f_ oder  gleich  der  doppelten  Zeit  durch 
den  Halbmesser ,  wo  sr  =s  3,1415926  •  •  •  • 

A^f  einem  in  dem  Punkte  A  ruhenden  Körper,  wirke  eine 
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Kraft ,  diu  sich  wie  die  n^  Potenz  derEntfernttng  derselben  ron 
dem  Körper  yerhälu  Man  suche  die  Bewegung  des  Körpers. 

Ist  AC  =  a  die  ursprängliche  Entfernung  des  Körpers  von  d^ni 
Mittelpunkte  C  der  Kraft^  und  hat  er  in  der  Zeit  t  den  Theil  APr=x 
der  Linie  AG  =  a  zurück  gelegt ,  so  ist  am  Ende  dieser  Zeit  die 
Entfernung  des  Körpers  yon  der  Kraft ,  PC  r=  a  «  x  und  daher 

d'»x 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  2  dx  und  integrirt^  so  er^ 
«hält  man 

dx«  '  aCa — x)"+'        2(a«»4«_(a— x)"+«) 

,  rr-—  =S   GonSt  —  ,  =  r-  . 

dt»  n  +  I  n  +  1 

da  der  Voraussetzung  gemäfs  die  anfangliche  (jeschwindigheit  * 

dx  \ 
des  Körpers  Null  ist ,  oder  da  ^  mit  x  zugleich  rerschwindet. 

dx 
Dieser  Werth   Ton  -r-  gibt  also  die  Geschwindigkeit  des 

Körpers  für  jeden  Punkt  AP  =  x*  Ist  n  eine  positive  ungerade^ 
also  (n  +  i)  eine  positive  gerade  Zahl,  so  geht  der  Körper,  wenn 
er  im  Mittelpunkte  C  der  Kraft,  wo  x  =  aist,  angekommen  ist  j  ' 
noch  über  G  hinaus  auf  die  der  A  entgegengesetzten  Seite  der 
geraden  Linie  AC ,  bis  auf  dieser  Seite  ebenfalls  seine  Entfer- 
nung GB  von  C  gleich  a ,  also 

X  =t:  AB  =  2^ 

lirird,  wo  seine  Geschwindigkeit  verschwindet,  und  er  daher  wie- 
der aufwärts  nach  G  und  A  geht,  wO  seine  Geschwindigkeit  zum 
zweytenmale  verschwindet ,  und  der  Körper  auf  diese  Art  seine 
Oscillationen  um  den  Punkt  Gin  det  geraden  Linie  AB  ohne  Ende 
fortsetzt* 

Für  den  besondetn  Fall  n  =  —  1  hat  man 


dx 


=/ 


2  log 


a — X 


also  ist  hier  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  inC  unendlich  grofs, 

und  der  Körper  kanh  nicht  über  G  hinaus  gehen ^  weil  für  x  >a 

dx 
der  Werth  von  ^  unmöglich  wird.  Die  Zeit  durch  AP =x  aber  ist 


t  r    '" 


a      ^      iz 


-yj  log  -1  =  ^""'* + p^/^M^ 

wo  Z  Ä   itft. 

a — ^x 

H  2       > 
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Die  Zeit  aber,  welche  JerKörper  braucht,  den  Theil  AP=r  x 
»eines  Weges  zurückzulegen ,  ist 


i 


dx  v/n  -f-  1 


ein  Ausdruck,    den  man  in  seiner   ganzen  AUgememheit  nicht 
anders ,  als  durch  Reihen  integriren  kann. 

Geht  die  bisher  betrachtete  anziehende  Kraft  in  eine  abstos- 

d*x 
sende  über,  so  ist  -r-j  =  —  (a— x)«»  also  auch,  wenn  der  Kör- 
per anfilnglich  im  Punkte  C  in  Ruhe  war: 


dx »t  /^ 

dt  ~  V  • 


L  Bey  der  Auflösung  der  hieher  gehörenden  Differential- 
gleichungenist es  oftnothwendig,  aufser  dem  completten  Integrale, 
«uch  das  particuläre  Integral  derselben  zu  suchen,  da  zuweilen 
nur  das  letzte  die  eigentliche  Auflösung  des  Problemes  enthalten 
kann.  Suchtman  z.B.  die  geradlinichte  Bewegung  eines  Körpers, 
auf  welchen  eine  verzögernde  Kraft  wirkt,  die  der  Quadratwur- 
zel der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  hat  man  für'  die  Glei- 
chung der  Bewegung 

dv 

wo  y  die  Geschwindigkeit  und  a  eine  Constante  bezeichnet.  Diese 
Gleichung  hat  zum  completten  Integrale 


V  =    (c    --^ 


wo  c  eine  Constante,  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  bezeich- 
net. Dasparticulärelritegral  jener  Gleichung  ist  aber  v  =  o.  Wenn 
daher  die  anfängliche  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist,  so  mufs 
der  Körper  off'enbar  immer  in  Ruhe  bleiben ,  er  kann  sich  nicht 
von  seinem  ursprünglichen  Orte  entfernen ,  und  in  diesem  Falle 
ist  also  die  Auflösung  der  Aufgabe  durch  das  particuläre  Integral 
v  =  o,  nicht  aber  durch  das  complette  v  =  J^  a*  t*  gegeben. 
Ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nicht  NuU  ,  so,  wird  der  Kör- 
per sich  allerdings  bewegon,  und  diese  Bewegung  wird  durch  die 
Gleichung  v  ==  ( j/^c  —  i  ai) »  richtig  dargestellt  werden,  aber 
nur  so  lange,  bis  seine  immer  abnehmende  Geschwindigkeit  end 

lieh  gleich  Null,  oder  bis  t  =  -i- —  wird;  von  diesem  Augen- 
blicke an  wird  der  Körper  sich  nicht  mehr  bewegen ,  sondern  in 


»*7 

Ptjl)9  bl^ibea,  und  sein  Zustand  wird  ron  dieser  Zeit  an  durch 
das  particuläre  Integral  v  }=.  o  dargestellt  nvw^rden. 

IL  Sucht  man  die  geradiinichte  Bewegung  eines  Körpers , 
aufweichen  eine  Kraft  wirkt,  d'ie  sich  wie:<Jie  n*®  Potenz  der  Ent- 
fernung dps  Körpers  ron  dem  Mittelpunkte  dieser  Kraft  Terhälf  i 
•o<  ist  ' 

'   ü?  _ 

,  dt»  '■.*'^" 

>vo  a  eine  Constante  bezeichnet ,  die  positiv  ist ,  wenn  die  Kraft 

abstpfsend,  und  negativ,  wenn  si»  auf  den  Körper  anziehend  wirkt.' 

Nehmen   wjr  an,  dafs   die  Gröfse  n  positiv  und  kleiner  als 

dip  Einheit  sey.  Das  erste.  Ihtegral  der  gegebenen  Gleichung  ist 


^enn  im  Anfange  die  Bewegung  für  x  =  o  auch  die  Geschwindigkeit 

dx        ,  . 

-^  gleich  Null  ist.  Integrirt  mai^,  diesen  Aufdruck  noch  einmahl, 

unter  der  Voraussetzung,  ^^s  x  =»  o  für  t  =  o  ist,  so  hat  man 


t  = 


2(i+n)x' 


\,,r  -     ■  ■..  ■      .  w.  . .    .  «* 


1 

WO  der  Annahme  gemäfs  die  Gröfse  (i — n)  positiv  ist.  Allein  die 

gegebene  Gleichung  — ^  =  ax'^  hat  aucK  noch  das  particuläre  In-^ 

tegral  x  =  o,  und  eben  dieses  ist  es,  welches  unsere  Aufgabe 
auflöfst,;  da  dei?  Körper  offenbar  in  seinem  anfänglichen  Orte 
verbleibeil  i  mufs\  weil  in  diesem  Orte  die  Geschwindigkeit  so^- 
"wohL,  alsfdi&  auf  ihn  wirkende  Kraft  gleich  Null  ist: 

Wäre  die  anfängHöhe  Geschwindigkl^ife nicht  Null,  so  würde 
Wenigstens,  für  einige  Zeit  nach  dem  Anfange  der  Bewegung  dieses 
Paradoxon  wegfallen.  Wäre  endlich  a  negativ,  so  wäre  t  vollends 
eine  imaginäre  Zeit,  aus  welcher  sich  nichts  weiter  schliefsenläfst. 

$.6. 

■  * 

Das  Vorhergehende  setzte  die  Bewegung  der  Körper  im 
freyen  Räume  voraus.  Allein 'unsere  Versuche,  werden  in  d^er 
Atmosphäre,  also  in  einem -^widerstehenden  Mittel  gemacht. 
Man  nimral  gewöhnlich  an,  dafe  sich  der  Widerstand  des  Mittels 
wie  dai  Quadrat  der  GCvSchwindtgkeit  verhalte. 

Ist  also  y ,  die  Kraft  der'Erde ,  eine  constante  Gröfse ,  und 
m  it^^ln^J^n  f'actor,  der  für  d'^tiselben  Körper  und  für  dasselbe 
liitljri»oötii»Ättt,]aberriiit  der  Form  des  Körpers  und  der  Dichte 
des  Mittels  veränderlich  ist ,  so  hat  man  für  fiey  fallende  Körper 


Ilö 

•= —  ^  ff — mv*  oder 
dt»        * 

d?  *  e-"' 

also  venn  t  und  ir  zugleich  yerschwinden 


oder 


-v5=  =  ^4^----(o 


«      '"   "~  m-viAn 


wenn  log.nat*  e  =  i  ist«  Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit 
für  j^de  Zeit.  Weiter  ist 

1  vdv 

dx  =:  y  dt  = 


g— mv» 


m 


also  wenn  v  und  x  zugleich  verschwinden 

welche  Gleichung  den  Baum  für  jede  Geschwindigheit,  also  auch» 
mit  der  Gleichung  (i)  für  jede  Zeit  gibt« 

Wenn  die  Zeit  sehr  grofs  ist ,  so  gibt  die  Gleichung  (i) 
y^  —  V  yiax  =  o  oder  y  =:  "l  /  §_ 

y  1 

oder  die  Bewegung  der  fallenden  Körper  im  widerstehenden  Mit- 
tel nähert  sich  immer  mehr  einer  gleichförmigen  Bewe^ng  mit 
cons tanter  Geschwindigkeit«  ...... 

r        , 

}..   Für  Körper ,    die  im  widerstehenden  Mittel   senkrecht 
atifwärts  geworfen  werden,  ist 

Av 

Tt  =-8-™»« 

also  wenn  ^  die  anfangliche  Geschwindigkeit  ist :        <-    : 

t  ^  ^         ^^    _ o         ■/    r- 

1», •  *   . « ♦ 


=  -4=^  [Are.  tg  a  1  7™  —  Are.  tg  v  1/^] 
J,/gm  l  r    g  r   g^ 


*     « lO  «  »i     T«   *  / 


für  die  Gleichung  zwischen  Zeit  und  Geschwindigkeiit«,.  Daraus 
folgt,   dafs  auch  dann,  wenn  die  anfängliche  Goaclmküdigheic 


a  unendlich  groikist^  diaZait  des  Ai&fsieig«ii»  eines  Körpers  doch 
pur  endlich  und  gleich  *  *     - 

•     •  sc 

%  =   — Z=l  i»t» 

'  X/gm  » 

Femerist 

,  ,  —  i'di^ 

dz  s  frdt  s 


also  wenn  v  s  a  fi|r  x  =  o  ist 

i             g  +  ma» 
X  s  loff  s— T 

am^^g  +  m»" 

für  die  Gleichung  zwischen  Raum  und  Gcsch windigheit*  Die  grofste 
Höhe  i^s  auf  welche  sich  der  Körper  erheben  hann,  ist,  wenn 
inaii  y  =  o  setzt 

,/»  ~  log  (i +  —)....  (3) 

also  diese  Höhe  im  Allgemeinen  desto  gröfser ,  je  kleiner  m  ist. 

II*  Wenn  der  Körper ,  nachdem  er  aus  seinem  anfanglichen 
Punkte  A  durch  die  Linie  AO  =s  x  gefallen  ist,  mit  der  am  Ende 
seines  Falles  erhaltenen  Geschwindigkeit  wieder  Ton  dem  Punkte 
O9  wie  Ton  einer  elastischen  Ebene  in  der  Linie  0\  aufwärts 
zurückgeworfen  wird ,  und  auf  diese  Art  seine  Reflexionen  in  O 
immer  wiederholt  werden «  so  wird  man  diese  Bewegung  des 
Körpers  auf  folgende  Weise  bestimmen* 

Die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  durch  den  Fall 
durch  AO  s=  X  erhalten  hat,  ist  nach  der  Gleichung  (2)  gleich 


V^ 


I  (.— — 0 


wo  log  nät  e  ==  1  ht«  Hit  dieser  Geschwindigkeit  fängt  er.ia.O 
aVi  zu  i^tejgen,  und  steigt  bis  A^  Ist  OA.^  js  x^  so  ist  nach  der 
Gleichung  (3)  die  anfangliche  Geschwindigkeit ,  welche  ihn  bis 
ieur  Höhe  OA^  =s  x^  erheben  kann ,  auch  gleich 

1/1  (e.mi'_j)  worai«  folgt 
y  |(i_e-  — )«  y  ^(e'-*^-0  also      ^ 


.  bfiii 


e  ■  "**'  s=s  2— e" — •^* 


\      y 


durch  den  Fall  durch  A^O  erhält  er  die  Oreschwindiglfeit 


12(1 


»  «     I         ,  # 


und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindiglieit  bis  OA^/  ss  x**  steigt , 
so  ist 

Vi C-^SS)  =  y|(e>-'?-,>  woraus  folgt 


3«.2  e— ? 


in« 

_  ■  •  •  •  .  ,  1     X 


2 — e — *  "* 
durch  den't'aU  durch  A'^  Q  erhält  er 'die  Geschwindigkeit 


VW    ■  ■  ■!  I     ■  I  ■    ■      1.  r^ 


t  t       ■"      «     » 


und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindigkeit, Ms  VO  =  x'^'  steigt. 


so  ist 


V  m\3— 2e-»»V        V   = 


4—3  e— • 
o — 2  e~«  "!* 


1 


^S:  ist  also  die  erste  Höhe  AOssxss  -^ — Iqg  <e?.ff. 


"    'l'.ir 


^ «    -, 


zweyte  . , .  A'Ö=x'=:  —  lö^  fa— iö—»  ""V 
dritte  . . .  AVO=»</=  r^  lo^r^""  ^~'  "''^ 

und  überhaupt  die  n»* Höhe    x»  =  -^  log f  ■■■?"   r-  /■  i»^'i  -r!  .r  V 

■*'*''  ■  '  ■       ■    j 

Die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  fmJE^i^d^  4®,*.°**r ;^^" 
les  hat ,  ist  aber 

^_\h  (    '-«-r,-  \\:- 

V   taVn— (n— Oe^*«"'/ 

und  die  Geschwindigkeit,. die  er  am  Ende  des  n*«\Steijens  hat, 
ist  gleich  '  *  :'  *       ^ 


i. 


i 


rt     t    .        4  K 


r 


Ui 


Au«h  hat  man 


X  -f.  X'  «^'«»g  (ae«*«— 0 


1 


X  +  X'  +  X«  « ^ Jog  (3e'«-a). . . 


2m 


•  • » 


und  äberhaapt  ,       ' 

X  +  X'  +  X«  4: . . . ,  ^:  ^feg  (ne« -«—Cn— »))     , 

J 

Ist  die  erste  Hohe  AO  =  x  unendlich  grofs,  so  sind  die  folgenden 
Hohen  ^S  x'S  •(••  doch  immer  noch  endlich,  denn  dknn  ist 

sm     ^  2m     T,  2pi    «r 

und  die  n««  Höhe    x»  =s   -      log  •— r-    . 

.  am     ®  n — i 

lU.  WitfaaBen  bisher  vorausgesetM^idafs  dei^Widevatand  des 
Mittels,  in  welchem  sich  der  Körper  bewegt,  in  allen  seinen  Thei« 
len  derselbe  ist«  Diese  Voraussetzung  hat  aber  für  unsere  Atmos- 
phäre nicht  statt,  deren  Dichte,  also  anch  deren  Widerstand 
mit  der  .Entfernung  ypn  der  Erde  bekanntlich  abtiin^mt.  Sey  D^ 
die  Dichte  der  Atmosphäre  dn  der  Oberfläche  der  Erde  ^  und  D 
die  Dichte  dQi'AeIl>fjn  in  der  Höb^  's,  über  der  ErdobeFfläche^  Man 
suche  die  Geschwindigkeit  v  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen 
Körpers  für  jojdei  Hühe  x*  ,   .  * 

Nach Laplace  (Mio.  c e  1.  Li r«  X)  ist     « 


D  =  D'.  e    79«  , 

Die  auf  einen  geworfenen  Körper  wirkende  Kraft  ist  aber  gleich 
g  -f-  MD  «v'f  wo  M  einle  von  dör  Gestalt  des  Körpers ,  und  der 
Dichte  des  mittels  abhängige  Constante  ist»  Setzt  man  der  Kürze, 
wegen 

^963  SS  n  und  MD' =  in  9 

so;  ist  alto  die  G^c^ung  d^r.  ^Q'W^gviixg  des  Korpers    • 

•     '  ■  .  '    d«x  ^'■'  1-L        ■'■■'■'- 

'  dt^  +  g  +  m,«.e    «  «o 

Multiplicirl  dian  diese  Gleichung  durch  dx,  so  hat  man 
(da  i'  =  äT  "^**  ^^^  =  r-juT"  **0 

^  .•  •   .-^/••j  dt  ,'-*•.:;  .  i.Ot*    .         .;...;    i^L.A   •;  . 

\  '    .  *  1     ' »  * 

ydy  +  gdx'4- Jttv*.6    *  dx  «so 


»a4 

und  äiese  heyäep  letzten  Attsdru^ke  mit 

dz  =  dx  tg  « 
yerbunden  ,  geben  sofort  •    '  -  •    ^ 

dx  für  die'  Geschwindigkeit  des  Körper» 

dT  "*  ?^*       /*  *         i°  ^er  horizontalen  Richtung  der  x 

dz  ^  f  jir  die  Geschwindiglieit  4^e^  t^prpers  in 

—  gt  Sin«  a  ^ey  rertikalen  lUchtaog  der  z  ,  und 

für  die  Geschwindigkeit  jl^s  Körpevs 


dt 


y 


dx*  4-dz* 


"  _<  *■ 


cTt 


gtSin«  in  dev  Richtung  seiner  Bahn. 

Die  Integralion  der  drey  letzte^  Gleichungen  g^>t 

X  =  i  gt«.Sina  Cpsa 
2  =  4  gtf  Sin«  « 

36  -J  gt*  Sin  «f 


für  die  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  ^Wege  in  dp  Richtung  der 
X,  der  z  xind.in  der.  Ricfat^pg  derBahn,    •     . 

Endlich  ist  noch  der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene 


*!• 


v^ 


^'■TTTS 


-4^-r< 


•1* 


•  ( 


ist ,  S9  ist  der 


dx/     ^  XSz)  Cos  « 

»•  «■ 

upd  da  nach  den  bejdexi  ersten  Glefchimgen 

X  =  g  Co^.*  1^ 

Druck  =  g'Cos  a 

ftir  «c  ac  j^oJ^  geben  »diese  Glekh«bg«l  .die  in  $;  2;  eattinokelten 
Ausdrücke  für  den  freyenFall  der  Körper^  welche -letz  Leren  sich 
auch  hier  unmittelbar  anwenden  l^s^en,  wenn  inan  voraussetzt, 
dafs  die  bewegende  J(i:aft  qichtgjiach der  Richtung  der  z,  sondern 
g  Sin  a  nach  der  Richtung  der  schiefen  £bene  ist» 


'^  '\?  ilf 


Zwe5r,Kprpe«,  'di<5  an  d^^  bpyd^n' Enden  eines  ^näusdcjinba- 
ren  Fadens  Gefestigt  sind',  uiid  sich  aUf  zwey  Ebenen  liewfegen  , 
die  gegen  einander  unter  der  G^S'tallr  eines  Daches  zusammenge- 
fügt sind,  werdeil rvon  4er  constafiten  Kraft  g  nach  einer  senk- 
rechten Richtung  bewegt.  Man  iuch'ö  ihre  Bewegung.'*  '^  ' 

Ist  m  die^J^l^s^e  des  ersten  Körpers,  und  x  seine  veränder-t 
liehe  Entfernung  von  einem  willkührlichen  fes^/i  Punkte  der 
schiefen  Ebene ,  1  die  Länge  der  schiefen  Ebene ,  auf  welcher 
der  Körper  m  sieh  bewegt^,  und;j!iüdia..'gi$meinschaft]iehe  Höhe 
beyder  Ebenen,  so  ist  die  Kraft,  w.elche  ihn  nach  der  Richtung 
der  Ebene,  oder  nach  der  Richtung' der  x  bewegt^ 


r 
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Bezeichnen  m'  z^  V  für  den  zweyten  Körper  ahnliche  Gröfsen , 
8o  ist  die-  Rriif t ,  welche  ihn  ifMcTi  der  Richtuiig  seiher  Ebene , 
oder  nach  der  Richtung  der  x'  belegt 

* 

und  datier  die  Gleichuiig  der  Bewegung  beyder  Körper 

/gh        d'x\  .      ^       ^  /gh        dVx'\ 

Da  aber  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe 

«X  =  —  «<*  und  d«x  =s  —  d'xt 
ist,  so  geht  die  torhergehende  Gleichung  in  folgende  einfache  üb^r 

d«x      .    ^  , 

^o  der  Kürze  wegen 

h  (ml/— m>  1) 

""  (m  +  m')  \V 

gesetzt  worden  ist. 

Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx  ,         . 

« 

für  die  Geschwindigkeit  des  Korpers  in  nach  der  ßicniung  seiner 
Ebene  ^  wenn  a  die  anfangliche  Geschwindigkeit  des  Körpers 
bezeichnet» 

Das  zwejte  Integral  derselben  Gleichung  ist. 

s  x  =  igt*fcA  +  at  4"  b 

Wo  b  der  anfÜngliche  Werth  von  x  ist* 

Die  bejden  Werthe  Ton  v  und  t  zeigen ,  dafs  die  Bewegung 
desKörpers  m  der  eines  frey  fallenden  Körpers 'ähnlich  ist,  wenn 
man  nur  in  (^.  2.)  Ag  statt  g  setzt. 

Die  Bewegung  des  andern  Körpers  m^  ist  aber  offenbar  die 
entgegengesetzte  des  Körpers  m.  Ist  die  anfängliche  Geschwin- 
digkeit a  gleich  Null,  und  hat  man  zugleich  ml'  =  m'l,  so  ist 
auch  A  gleich  Null ,  oder  beyde  Körper  sind  im  Gleichgewichte. 
Sie  sind  also  im  Gleichgewichte  wenn  die  Massen  (oder  die  Ge. 
Wichte)  der  beyden Körper  sich  wie  die  Längen  ihrer  £benen  ver- 
halten, wie  diefs  auch  aus  Gap.  I,  ^.  9«  III  folgt. 

Sind  die  beyden  Ebenen  vertikal ,  so  sind  ihre  Längen  gleich 
ihrer  gemeinschaftlichen  Höhe «  oder  1  ==  P  =  h ,  also 


36 

ra  — «m' 


m  "^  m' 

Ist  daher  die  anfängliche  Geschwindigkeit  gleich  Niül,  so  ist 

m  —  m^  -  m  —  m' 

V  s%  — ; .  gt  und  X  =  ^    ,    ^. ,  t  g^  +  ^ 

oder  die  Bewegung  desto  langsamer,  je  kleiner  die  Differenz 
m—  in'  gegen  die  Summe  m  4"  ™^  der  bejdeii  Massen  ist.  Diefs 
ist  der  FaU ,  wo  beyde  Gewichte  durch  einen  Faden  verbunden 
sind ,  der  über  eine  Bolle  geht. 

I.  Substituirt  man  statt  dem  Faden  mit  den  b'eyden  Gewichten 
eine  homogene ,  in  allen  ihren  Theilen  gleich  dicke  und  schwere 
Kette ,  so  sey  x  die  Länge  des  Theiles  der  Kette ,  der  auf  der 
ersten  Ebene  liegt,  also  c  —  x  der  andere  Theil,  wennc  die  Länge 
der  ganzen  Kette  bezeichnet.  Diefs  yorausgesetzt  wird  man  die  ror- 
hergehenden  Gröfsen  m  in  x         und 

m'  in  c — X 

Tcrwandeln,  und  so  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Bewegung  der 
Kette  erhaltei^ 

oder  einfacher 

ri ä"X  +  Ö  =  O 

dt*  ^  '^ 

wo  der  Kürze,  wegen 

gesetzt  wurde.  ^ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


x=    ^4.ae**  +  b.«-*^^ 


WO  t  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  {st,  und  wo  a  undB 
die  zwey  Constanten  der  Integration  sind. 

Damit  keine  Bewegung,  oder  damit  Gleichgewicht  statt  finde 
xnufs  seyn 

a  =9K  b  s=  o  oder 

>8  cl  ^  cl' 

X  =  — -  s=s  - — r—-  und  c  -*-  x  == 


hl  ■  j 


«•         1  +  1'  1  +  1^ 

d.  h*  für  das  Gleichgewicht  sind  die  zwey  Theile  der  Kette ,  wie 
die  Längen  der  beyden  Flächen ,  oder  die  beyden  Endpunkte  der 
Kette  sind  in  derselben  horizontalen  Linie. 
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II»  WSre  der  Korperm  durch  einen  Faden  an  einem  Cjlinder 
von  kreisförmiger  Basis «  dessen  Radius  r ,  und  m'  an  einem ,  an 
diesem  Cylinder  coneentrisch  befestigten  Bade  des  Halbmessers 
r'  angebracht ,  so  hätte  man  für  die  Gleichung  der  Bewegung  bey- 
der  Körper 


m 
Da  ferner 


(, !-).,+ „.(,_-.')... 


alt  ,  d«x         d^ 

-r-  =  y  und  -r-T  =  -5- 
dt  dt'  dt 


ist,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  senkrechten  Richtung 
der.  X  beceichnet,  so  ist 


m 


(«-D -+-'(.-©•''= 


Da  endlich  äie  zwey  Geschwindigkeiten  v  und  y^in  ihren  Bichtun« 
gen  einander  entgegnen  gesetzt  sind^  und  da  sie  sich,  nach  der 
Eigenschaft  der  Maschine  (des  Rades  an  der  Welle)  wie  dieUalb«* 
messer  des  Cylindersiind  des  Rades  verhalten ,  so  ist 


also  auch 


V  r 

P  r^ 


- —  = •  oder  r'  6t  =«  —  r  ^' 

tu*  r' 


oder  endlich 

r'  dy  +  r  dv'  =Si  o  ' 

also  ist  auch  die  vorhergehende  Gleichung  der  Bewegung 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

^  mr — m'r' 


mr*  +  m'  r'* 
so  erhält  man  folgende  zwey  Gleichungen 

jv  SS      Bgr  «dt 
dv^s~Bgr^dt 

oder  beyde Körper  werden  wieder  so  bewegt^  als  ob  auf  den  er« 
sten  die  Kraft  Br*g  und  auf  den  zweyten  die  Kraft  «^Br'.g  in 
der  senkrechten  Bichtung  der  Schwere  g  wirkte. 
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Mati  bat  in  den  netem  Zeiten  öfter  die  Meinung  geänfsert, 
Aafs  die  Aeroliihen  von  den  Vnlkanen  des  Mörides  ausgeworfen 
inrerden.  Wir  wollen  dieanfängliclieGesehwindrgkeit  suchen,  wel- 
che diese  Körper  haben  müssen ,  damit  sie  die  Attraktiohsspbäre 
der  Erde  erreichen  können.  Der  gröfsernEinfachb^it  wegen  wollen 
wir  hier  Tonder  Bewegung  desMondes  um  die  Erde^  und  von  der 
der  Erde  um  die  Sonne  abstrahiren ,  oder  diese  beyden  Gestirne 
in  Bühe ,  und  überdiefs  den  ursprünglichen  Wurf  der  Aerolithen 
gegen  die  Erde  gerichtet  annehmen ,  so  dafs  man  also  die  gerad- 
linichte  Bewegung  eines  Körpers  zu  bestimmen  hat,  welcher  yon 
zwej  Kräften  angezogen  wird,  die  sich  wie  verkehrt  das  Qua- 
drat ihrer  Entfernungen  von  dem  Körper  verhalten* 

Sej  r  und  R  der  Halbmesser  des  Mondes  und  der  Erde ;  a  R 
die  Entfernung  des  Vulkans ,  oder  des  Punktes ,  ,  wo  der  Stein 
ausgeworfen  wird  ^  vom  Mittelpunkte  des  Mondes,,  b  R  die  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  des  Mondes  und  der  Erde« 

Ist  /bc  die  Masse  des  Mondes ,  jene  der  Erde  als  Einheit  an- 
genommen ,  und  g,  g'  die  Schwere  auf  der  Oberfläche  der  Erde , 
und  auf  jener  des  Mondes,  so  ist 

ß  •  g'  =  ST  •  —  oder  e'  =ä — 

B.'    r"  i 

3  1 

liitgs=:3o«2i6i6Fufs,  rsss  -^R  nnd/x=       j  ^  so  ist  g' =  6.9334 

Fufs  y  oder  auf  der  Oberfläche  des  Mondes  fallen  die  Körper  in 

der  ersten  Sekunde  durch  ^  =  3.4662  Fufs 

2  '.   :•. 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  von  g^  statt  r  überhaupt  die 
Gröfse  7  R ,  so  ist 

die  Kraft  des  Mondtis  auf  einen  Körper,  der  von  seinem  Mittel- 
punkte um  die  Gröfse  jR  entfernt  ist,  so  wie  die  Kraft  der  Erde 

g 
auf  denselben  Körper  in  demselben  Augenblicke  gleich  — —        ■ 

aeyn  wird. 

Um  daher  die  Entfernung  7  eines  Körpers  vom  Monde  9  in 
Erdhalbmessern  zu  erhalten  ,  in  welcher  Entfernung  dieser  Kör- 
per  von  dem  Monde  und  von  der  Erde  gleich  stark  angezo- 
gen wird  ^  hat  man 


^  ■=  ri.      X,*  wol*atts  folgt 


y  =  — —: '^-^^ 
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1 


Setzt  man  b  =  60  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  Mondes 
und  der  Erde ,  in  Erdhalbmessem  ausgedrücbt »  so  ist 

y  s=  6.932358  ==  h  also         ^ 

b — y  s=  53.06764a  Erdhalbmesser 

oder  jener  Punkt  der  gleichen  Anziehung  ist  ron  dem  Monde  6.98 
und  Ton  der  Erde  53.07  Erdhalbmesser  entfernt« 

Es  sey  nun  überhaupt  für  irgend  eine  Zeit  x  die  Entfernung 
des  Aerolithen  Von  dem  Gipfel  deS  Vulkans,  also  a  -|-  x  seine  Ent- 
fernung ron  dem  Mittelpunkte  des  Mondes,  und  daher b — '(a-l-x) 
seine  Entfernung  Von  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  so  ist  die  Kraf  t^ 
welche  auf  den  AeroUthen  wirkt  gleich 


g 


la 


g^ 


+  Const. 


(b — a— x)>         (a  +  x)» 
und  d^her  die  Gleichung  seiner  Bewegung 

11^  =s  6  _       gM 

dt«         (b— a— x)«         (a+x)« 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  2  dx  und  integrirt ,  so 
eriiält  man 

?5!.  =s  °g  n,       gf*_ 

dt«         b— a— X  "*"  a  +  x 

dx 
für  die  Geschwindigkeit  1;  =  -j-  des  Aerolithen  in  Halbmessern 

der  Erde  ausgedrückt ,  also  auch ,  wenn  x  =s  o  für  y  =s  C ,  wo 
C  die  anfangliche  Geschwindigkeit  bezeichnet, 

V*    =   C»    +   2  g  RX    (-rr -T? r  —        .    ^      ,) 

'       ^         \{h — a)(b— a — x)        a(a+x)/ 

und  V  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jede  Entfernung 
(a  +  x)  R  desselben  von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes.  In  dem 
Punkte,  Wo  die  Anziehungen  des  Mondes  und  der  Erde  einander 
gleich  sind ,  ist  offenbar  v  =  o,  und  überdiefs  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

a  +x  Ä  h,  b  —  a  — X  ==  b  —  h  wo  h  «.  6,932358, 


daher  ist  die  anfängKche  Geschwindigkeit  C%  mit  welchen  der 
•  UI.  1 
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Aerolith  ans  dem  Monde  geworfen  werden  mofs,  nm  jenen  Panht 
der  gleichen  Anziehung  zu  erreichen 


a 


V '««  0-)  Is  -  (1=5^)) 


Setzt  man  R  =  10617000  Par.  Fufs ,  und  a  =:£  r  =  — ,    wodurch 

11 ' 

man  dem  Krater  des  Vulkans  an  der  Oberflache  des  Mondes  an- 
nimmt, wie  diefs  bey  unserer  Erde  der  Fall  ist,  so  findet  man 

log  ij— ^  s=  7-a9773  f  log  T^^  s=  7.Ü7oa8 
und  daher  mit  dem  Torhörgehenden  Werthe  Ton  h 

C'  =  \/7i259()67,2i  —  2490364.67  =;  8a9fi«7  Pariser  Fufs ' 

oder  diese  Geschwindigkeit  C  mufs  der  Aerolith  in  der  erstell 
Secunde  haben,  um  wenigstens  den  Punkt  der  gleichen  Attraktion 
zu  erreichen.  Eine  Kanonkugel  legt  in  der  ersten  Secunde  den 
Baum  von  nahe  i56oFüfs  zurück,  also  mufs  der  Aerolith  aus  dem 
Monde  mit  einer  nahe  fünfmal  g^öfsern  Geschwindigkeit  ausge- 
worfen werden,  um  jenen  Punkt  zu  erreichen.  Ist  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  desselben  nur  etwas  gröfser,  so  wird  der  Kör- 
per in  die  Attraktionssphäre  der  Erde  gelangen  j  und  daher  auf  sie 
stürzen«  Die  Möglichkeit  eines  solchen  Ursprunges  der  Aerolitheü 
kann  also  nicht  geläiignet  werden  ,  da  did  Kraft/ mit  welcher  ein 
Vulkan  wirkt,  die  einer  Kanone  wohl  leicht  mehr  als  fünümal  über^ 
treffen  kann» 

Die  Zeit  endlich,  die  der  Körper  braucht ,   die  Entfemutig 
a  -J-  X  Ton  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  zurück  zulegen  j  ist 

dt  s=s    oder 


i 


Rdx 


ögRx 


( 


(b— aj  (b— a— X)        a  (» + 


WO  C  nur  etwas  gröfser  als  8293,7  seyn  darf,  Jariiit  a  +  x  >  h 
Verden  kann.  Dieses  Integral  läfst  sich  nicht  in  einem  endlichen 
Ausdrucke,  sondern  nur  annähernd  durch  eine  Reihe  geben.  aU 
eine  solche  Näherung  folgt  daraus ,  dafs  ein  Stein  ,  der  mit  der 
Geschwindigkeit  C  =  8278,73  Fufs  ron  dem  Monde  au9geworfeii' 
wird ,  die  Erde  in  etwa  64  Stunden  erreichen  würde* 
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Andere  nnd  mehr  zusammengesetzte  Besialtate  würde  man 
erhalten ,  wenn  man  auch  auf  die  Bewegung  des  Mondes  und  der 
Erde  Rücksicht  nehmen«wollte.  Wegen  der  ersten  dieser  Bewe- 
gungen hat  der  Ton  demMonde  ausgeworfene  Stein  auch  noch  eine 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  der  Tangente  der  Mondshahn , 
woraus  folgt,  dafs  alle  solche  Steine,  scfbald  sie  sich  weit  genug 
von  dem  Monde  entfernt  haben ,  um  von  diesem  angleich  weni- 
ger als  Yon  der /Erde  angezogen  zu  werben ,  einen  mehr  oder 
weniger  yon  dem  Monde  gestörten  Kegelschnitt  um  die  Erde  be- 
schreiben werden  ,  wie  im  folgenden  gezeigt  wird» 


I  ^ 


3a 


mmm 


SECHSTES   KAPITEL. 


Bewegung   in   krnmmen  Linien,   wenn  Kräfte  wir- 
ken, deren  Richtungen  parallel  sind. 


A\i{  einen  Körper,  der  im  Anfange  seiner  Bewegung  einen  au- 
genblicklichen Stofs  erhalten  hat,  wirke  eine  immerwährende, 
beständige  Kraft  g,  deren  Richtung  mit  der  senkrechten  Achse 
der  z  parallel  ist»  Man  bestimmt  die  Bewegung  des  Körpers. 

Da  die  Kräfte  X  und  Y  nach  den  Achsen  der  x  und  y  ver- 
schwinden ,  und  da  Z  =  —  g  ist ,  so  hat  man  für  die  allgemeine 
Gleichung  der  Bewegung 

d'x  d«y  /ä^z  \ 

und  da  die  Bewegung  frey  ist,  so  ist  diese  Gleichung  den  drey 
folgenden  gleichgeltend 

d»x 


O  s= 


O  =s 


O   s= 


dt« 

d'y 

dt« 

d»z 

"dF 


g 


Die  beyden  erstem  geben ,  wenn  man  sie  integrirt ,  da  dt  con- 
siant  ist 

dx  =  At  dt 

dy  SS  Bt  dt 

wo  A  und  B  beständige  Gröfsen  sind»  Eliminirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  die  Gröfsetdt,  so  ist 

Ady  =  Bdx 

die  Cleichting  einer  geraden  Linie*  Da  also  die  Projection  der 


t't  A  I 
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Bahn  des  Körpers  in  der 'Ebene  der  xy  eine  gerade  Linie  ist ,  so 
ist  diese  Bahn  selbst  eine  •  e  b  e  n  e  Gurre.  Nimmt  man  für  die 
Ebene  dieser  Carve  die  coordinirte Ebene  der  xz  aUi  so  istj  aso, 
und  man  hat  für  die  Gleichting  der  Bewegung 

d*x  . 

dt»   "^ 
d«z 

>  ■      * ,  ■  ^ .  *  <  ■  •  »        • . '  ■  •  ••►•». 

deren  Integrale  sind 

xritt  +  b' 

Ä  Ä  —  2^ h  et  +  c' 

••  • 

WO  b ,  b',  c ,  c^  eonstante  Gröfsen  sind» 

Setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung,  und  zählt  man  auch,  die  Zeit  t  vom  Anfange 
der  Bewegung,  so  verschwindet  t  zugleich  mit  x.und  z,  und  man 
hat  b'  =  C  =  o 

Nennt  man  a  die  anfangliche  Geschwindigkeit ,  mit  welcher 
der  Körper  durch  den  augenblicklichen  Stofs  geworfen  wurde, 
und  tf  den  Winkel  der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der 
Achse  der  x,  so  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nach  der  ho- 
rizontalen Richtung  der  x  gleich  a  Cos  et  und  nach  der  yertika- 
len  Richtung  der  z  gleich  a  Sin  d     ' 

Al^er  diese  Geschwindigkeiten  sind  überhaupt 

dxv 

-c-  =  b 
dt 

dz 

di=~st  +  c 

also  ist  auch  b  s=  a  Cos  a  und  c  sas  a Sin  «,  und  daher,  wenn 
man  diese  Werthe  von  b  und  c  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
von  X  und  z  substituirt , 

X  =  at  Cos  a 

z  =  — •  j>  gt*  4"  ^^  ^^^  ^ 

Eliminirt  man  aus  diesisn  bejden  Gleichungen  die  Gröfse  t,  so 

erhält  man 

'  i  gx' 

z  =  X  tg  a  —      '  ^    ■      ■ 
^  a*  Cos»  « 

für  die  Gleichung  der  Bahn ,  die  der  Körper  beschreibt.  Diese 
Bahn  ist  daher  die  Apollonische  Parabel,  weil  das  höchste  Glied 
derselben  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  x  und  y  ein  vollkom- 
menes Quadrat  ist. 
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.1.  Da  die  auf  der  Oberfläche  der  Erde  von  uns  gewor£eiien 
Körper  sehr  bald  wieder  auf  dieselbe  zarücbfalien ,  und  daher 
während  ihrer  Bewegung  aar  solche  Räume  beschreibeu',  die  ge- 

Sen  den  Umfang  der  ganzen  Erde  als  sehr  klein  betrachtet  wer- 
en  können ,  so  ist  es  hier  ohne  merklichen  Fehler  erlaubt ,  die 
an  sich  yeränderlichc  Kraft  der  Erde ,  die  Schwere  g ,  die  nacl\ 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichtet  ist ,  Cap.  lY,  S.  1.9  als  eine 
constante  Kraft  anzunehmen ,  deren  Richtungen  alle  senkrecht 
auf  die  Oberfläche  der  Erde  sind*  Unter  dieser  Yoraussetzung 
enthält  das  Yorhergehende  die  Theorie  der  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  und  im  frejen  Räume  geworfenen  Körper. 

n.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  irgend  einem  Punkte 
seiner  Bahn  ist 


«-*-.-!  Ax«  +  dz*  . 

^  •"•  dt  "^    \  5J^ -  \/a»— agz. 

Höhe  des  Wurfes,  heifst  die gröfsl« Höh»  über  der  horizon- 
talen Achse  der  x ,  die  der  Körper  erreichen  kann ,  und  sie  ist 


a* 


— .  Sini  OL 


Weite  des  Wurfes  heilst  die  Entfernung  des  Anfangspunk- 
tes von  dem  Punkte  der  Achse  der  x,  wo  die  Parabel  diese  Achse 
zum  zwejtenmale  schneidet^  und  sie  ist 


a» 


—  Sin  S  % 
g 

also  ist  die  Weite  am  gröfsten  für  a  =  45"^.  Der  Winkel  a  heilst 
die  Richtung  des  Wurfes«  Dauer  des  Wurfes  aber 
heifst  die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht  seine  ganze  paraboli- 
sche Bahn  zu  durchlaufen ,  und  sie  ist 

^a  Sin  a 

g         • 

Ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a  gegeben,  und  sucht  man 
den  Winkel  *,  damit  dfr  geworfene  Körper  einen  Punkt  treffe , 
dessen  Coordinaten  x  =s  A  und  y  s=  B ,  so  hat  man 


a«  Cos^  « 


a» 


Ist  also  k  =  — ,  so  hat  man 

* 

A 
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Dieser   Winl^el  hat  daher  einen  doppelten  Werth,   jond  für 
4  h  B  +  A«  >  4  k«  sind  beyde  Winkel  unmöglich« 

HI.  Ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a  gleich  Nnll,   so 
h^t  man»  wpnn  g  negatiy  angenommen  wird 


X  SS  o,  z  s  I  gt*  und  V  =  J/^a gz  wie  Cap.  V,  5*  *• 


ly.  Wirkt  überhaupt  atif  denr  Körper  die  constante  Krafk  a 
nach  d^rüichmng  der  X|  und  eben  soidie  constanten  Kräfte  b  und  c 
iiach  der  Richtung  dar  ;  und  b,  so  sind  die  Gleichungen  seiner 
Bewegung 

---•  4^a  =  o 
dt»  ^^ 

d«v 
d«2 


dt^ 


+  C  SS  O 


«,.      I 


NwBt  man.  A'jS'^y  die  an(fi|ngliGhenG€sch>irindigkeiten  des  Körpers 
naeh  den  Richtungen  desx  7  z,  so  sind  die  ersten  hitegralien  der 
<bey  yoriiersehend^A  Gleichungen 


•y-  SS  a  —  at 
dt 


dy 
dt 
dz 

"3t 


==  e^bt 


SS  cy-i-ct 


uid  eben  SO  die  zw^jten  Integralien ,   wenn  man  Toraussetzt, 
dafs  die  Werthe  Ton  x  y  z  mit  der  Zeil  t  zugleich  rerschwinden 


X  SS  at  — 


y«ßt- 


a^ 

bf 

a 

et« 


Z  =s  ^  — 


IKe  drey  yorletzten  Gleichungen  geben  die  Geschwindigkeit, 
und  die  drey  letzten  geben  die  Ton  dem  Korper  nach  den  Rich- 
tungen der  X  7  z  durchlaufenen  Räume  für  jede  Zeit  t. 

Eliminirt  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Gröfsen  ^ 
t  und  t>,  so  erhält  man 


iä6 

o  ist  Ax-*— By-j^  Cz  / 
wo  A  5B5  ßc— ^b,  B  ==■  ÄC— <ya  und  C  s*  ab — ßa  ist. 

Da  diese  Glef chung  in  x  y  z  für  eine  Ebene  gehört ,  so  ist 
die  Bahn  des  Körpers  selbst  eine  ebene  Curve.  Ist  n  die  Neigung 
dieser  Ebene  der  Bahn  gegen  die  coordinirte  Ebene  der  xy ,  und 
k  der  Winkel ,  welchen  die  Knotenlinie  dieser  Ebene  der  Bahn 
in  der  Ebene  Apx  %y  mit,  der  Achse  der  x. bildet,  so  ist 

G  j^^ 

Cos  Ä  SHB      ^  und  tg  k  =  -- 

l/^\*  +B«  +C»  ^ 

Eliminirt  njan  aus  den  drej  vorhergehenden  zweyten  Integral- 
gleichungen die  Gröfse  t,  so  erhält  man  für  die  Projectibn  der 
Bahn  in  den  drey  coordinirten  £benei|L 

o  =  (ay-^bx)?  +  2C-(Äy  — ßx) 
o  =  (az  —  ex)«  -j-üB  (az  —  «yx) 

o  ==  (bz  —  cy )  *  +  2  A  (ßz  — ^y) 

•• 

und  dain  diesen  Gleichungen  die  Summe  der  ersten  Glieder  ein 
vollkommenes. Quadrat  ist,  so  sind  alle  diese Projectionen  Para- 
beln. Aus  dieser  allgemeinen  Auflösung  kann  man  unmittelbar 
die  für  mehrere  besondern  Fälle  ableiten« 

I$t:z.B*  i"   ==^  •«-  also  G  i=s  o,   so  ist  die  Projection   der 

a         et 
Bahn  in  xy  eine  gerade  Linie,  Für  -.  ass  ^^  oder  B  =  o,  ist  die 
»  '  '  c    .     *Y 

Projection  in  der  xz  eine  gerade  Linie»  Haben  beyde  Bedingun- 
gen zugleich  statt,  oder  ist  G  s=  B  =  o ,  so  ist  auch  A  =  O9 
und  die  Bahn  selbst  ist  eine  gerade  Linie. 

Für  «  SS  ß  SB  0  ist  die  ProjectionJn  xy,  f ür  «  as  y  =5  o  ist 
die  Projection  in  xz,  und  für  a  s=s  ß  ss^  s=.o  ist  die  Bahn  selbst 
eine  gerade  Linie  ^ 

für  a  s=  b  =  p  ist  die  Projection  in  xy  jßine  gerade  Linie 9 
für  a  =  b  =  «  s^  o  liegt  die  Bahn  in  der  Ebene  der  yz; 
für  a  =  b  =  ß  =  ö  in  der  Ebene  der  xz ,  und 
für  a=b=sa=sßs=oin  der  Achse  der  z. 

Der  vorletzte  Fall  a  =s  b  ==  ß  s=  b  gibt  für  die  Gleichung  der 
Bahn  in  der  Ebene  der  xz 


.    u 


t 


cyX  CX 


9 


d  2  «* 


übereinstimmend  mit  der  letzten  Gleichung  vor  N»  I 

Der  letzte  Fall  endlich  as=b=iasß  =  o  gibt  für  die 
Bewegung  des  Körpers  in  der  Achse  der  z 


iSy 


et» 

z  =  ^t 


*% 


so  wie  für  d^e  Geschwindigkeil  dieser  Bewegung 

da 

übereinstimmend  mit  Cap.  Y,  $.2. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt ,  dafs  der  Körper  über  der 
Oberfläche  der  Erde  im  frejen  Baume  sich  bewege.  Allein  er 
bewegt  sich  in  der  die  Erde  rings  umgebenden  Atmosphäre ,  Ton 
welcher  daher  der  Körper  einen  Widerstand  leiden  wird.  Dieser 
Widerstand  wird  in  der  Richtting  der  Tangente  der  Ciirre  wir- 
ken, welche  der  Körper  beschreibt,  und  man  nimmt  an,  dafs 
dieser  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nirtist,  oder  dafs  er  gleich    ^ 

ds»  : 
m;^-,st, 


wo  ds  s=  \/ax*  +  dy^  das  Differential  des  beschriebenen  Bo- 
gens,  und  m  eine  constante  Gröfse  bezeichnet.  Zerlegt  man 
diese  Kraft  in  zwejr  andere,  die  den  Achsen  der  x  und. der  s 
parallel  sind,  so  erhält  man  für  diese  äuXsern  Kräfte  die  Aus- 
drücke: 

mds*   dx  mds*    dz 

""dF";!;  "dF'/'S     . 

und  daher  für  die  Gleichangen  der  Bewegung,  da  die  Bahn,  wie 
in  $;  1«  9  eine  ebene  Curye  ist , 

dt^  "*"  ~dt»""  "  **  • 

d'z    ;    mdsdz    .1^'^ 

■dr^+-dt-i-  +  s  =  °J 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  für  sich,  integrabel ,  und  gibt   : 

^     dx        ^  . 

dF  =  c-^-'"'-  ; 

wo  log.  nat«  ff  =  1  ,  und  C  eine  Constante  ist.  Hat  aber  a  und  a 
die  vorige  Bedeutung,  und  ist  für  den  Anfangspunkt  s  =  o,  so  ist 

-  dx 
T"  =  a  Cos  a 

dt 

also  auch  "    . 

C  =s  a  Cos  u 
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und  daher 


dx 

-r-  5=  a  Cos  «.«—»••••••.  (a) 


Ist  femer  p  die  trigonometrischeTangente  des  Winkels  derTangentc» 
der  Bahn  mit  der  Achse  der  x,    oder  ist  p  =  t*,  also  auch 

•r-  8=s  p  •  -7-,  und  dessen  Differential 
dt   . >*^     dt  ' 

d^z  dp     ^^  j^  pd«x 

dt^  """dt*   dt  "**■  "dF" 

d«Ä 
SO  erhalt  man,  wenn  man  iliesen  Werth  yon  -rr^  in  ^er  cweyten 

der  Gleichungen  (I)  stibstituirt, 

dp  dx  -J-  g  dt^  Ä  o 

Diyidirt  man  diese  Gleichung  durch  das  Quadrat  der  Gleichung  (a)  ^ 
so  erhält  Uian 

dp        g^c*"» 

.*    -4-  ^      ■         ■     SS  O 

dx   ^  a«  Lus^Ä 
daraus  folgt ,  dafs  d}e  Gleichung  der  Bahu  des  Körpers 

d«z    ,    ^ 

ist,  wo  A  eine  constante  Gröfse  bezeichnet*  Nlmpit  man  aber 
in,  dafs  der  Winkel  a  sehr  klein  ist,  odev  da£i  sich. der  geworfene 
Körper  nur  wenig  über  die  horizontale  Achse  der  x  erhebt,  so 
ist  auch  p  sehr  klein,  ui^il  s  nahe  gleich  x,  also  die  letzte  Glei- 

chung ,  wenn  man  wie  in  (^.  i)  k  ss  — *  setzt 

3   IT 


a» 
S 

*P  H — ir"  =*  ? 


2k 

Inü^g^nrt  man  diesfin  Aufdruck  unter  der  Yoraussetziing,  dafs  t  si  o 
für  p  =  tg  a  ist ,  so  hat  man 

Torausgesetzt ,  dafs  die  Gröfsen  x  und  z. zugleich  yerschwinden. 
Dtefs  ist  die  Gleiohung  der  Bahn,  welche  durch  die  Entwicklung 
der  Grofse  e* ".'  in  folgende  übergeht 

X*   fi     ,   amx       4m»x*    .  1 

^  sk    1^1.2    «^  l«2,3  ^^   1.2.i«4  J 


l 
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LäTst  man  dalier  die  dritten  und  hohem  Potenzen  ron  x  weg ,  ao 
erhält  man  iiSk  die  Gleichung  der  Bahn 

wie  in  $.  !•  t  wo  a  «ehr  klein  Torausgesetzt  wird. 

5.3. 

I 

t 

Wirkt  überhaupt  auf  den  Hörpe«  blo£i  eine  reränderliche 
Kraft  Z  in  der  Richtung  der  z ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung, da  die  Bahn  des  Körpers,  wie  in$.  i.  eine  ebene  Gurre  ist, 

Mnltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dx ,  und  in-  - 
tegrirt  sie,  so  hat  man 

dx 
dr=* 

wo  c  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt«  dafs  die  Geachwin- 
digkeit  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  horizontale  Achse  der 
X  immer  constant  ist.  Suftstitnirt. man  den  Werth  ron  dtaua 
dieser  Gleichung  in  die  zwejte  der  vorhergehenden  Gleichungen, 
so  erhält  maii 

Diese  Gleichung  (H)  setzt  dx  ala  constant  roraus,  und  sie  gibt, 
wenn  Z  als  eine  Funktion  ron  z  gegeben  ist ,  die  Gleichung  der 
Bahn,  oder  sie  gibt,  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  zwischen  x,  z 
gegeben  ist ,  die  Kraft  Z  ,  die  nöthig  ist ,  damit  der  Körper  die 
gegebene  Bahn  beschreibe.  Das  Integral  der  Gleichung  (U)  i$% 

f         ^ 


xsi  Af+      ^  I  a ^  . . .  (III) 


JyA-i/zä.;- 


,  I.  Setzen  wir  voraus ,  dafs  in  einem  besondern  Falle  die 
Kraft  Z  sich  rerkehrt,  wie  der  Würfel  der  Entfernung  z  rer- 
halte ,  oder  dafs  man  habe 


a« 


z^= 


(b  +  zy 

so  hat  man  für  die  Bahn  (Gleichung  III) 
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*  • . 

1 


X  =z.  A^  + 


—  .|/'Ac»(b  +  z)«[+a» 


welches  die  GI^eichuDg  einer  Hyperbel  ist.  Für  A  =   i,  hat  man 

(z  +  b)«  — (x— !')•  + -7  =  o 

für  eine  gleichseitige  Hyperbel,   deren  halbe  Achse  gleich  -  ist, 
und  deren  Cdordinaten  des  Mittelpunktes  A^  und  —  b  sind* 
Für  A  SS  —  1  hat  man         >  - 

(z+b)«  +  (x-AO«-^  =  o 

c 

a 
einen  Kreis  dessen  Halbmesser  -<  ist,  und  für  welchen  dieCoor- 

dinaten  des  Mittelpunktes  A'  und  —  b  sind* 
H.  Für  den  Fall  der  Natur  bat  man 


(h-zy 
also  geht  die  Gleichung  der  Bahn  (IH)  in  folgende  über 

^  =  A/  -  ^  (b-2)* .  (Ab-Az  -  ^) 

dz  "  ,2a. 

Ist  -T-  ==  o,  so  ist  A  =i   -  r  o^e'^ 
dx  •  c   b     • 


X  =  A'— c 


welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  ist*  Nimmt  man  ab^r 
an,  dafs  z  gegen  b  sehr  klein  ist,  so  hat  man 


}  - 


iroraas  folgt 


•4^ 


X  =  A'  —  — ^^— 


Ist  2  s  o,  für  X  8  o ,  80  hat  man 

■ 

1»\4 


-(L)«..«..«f(,.)i(.+yj)) 


-  -  (n) 


*  aac,  log  (3a)^ 
und  bemerkt  man ,  dafs 

log  r(aa)4(.+yj)j    =log(.a)5+y^ist. 

SO  hat  man  für  die  Gleichung  der  Bahn 

X  =  —  bc  l/iT 

V   2a 

die  Parabel,  "wie  5*  *• 

Eben  so  gibt  die  in  Nro.  1  gefuiidene  Hyperbel 

(x— A')  Ac  =  \/Ac'  (b  +  z)«  +  a* 
wenn  z  gegen  b  sehr  klein  ist. 

(x— AO».A»c«  =  Ab»c«  +a«  +  öAbc«  z 
welches  ebenfalls  die  Gleichung  einer  Parabel  ist« 

Der  Körper,  auf  welchen  die  constante  Schwere  g  iü  der  Rich- 
tung der  z  wirkt,  sey  gezwungen ,  auf  der  Oberfläche  ei|ier  Ku- 
gel zu  bleiben.  Man  suche  seine  Bewegung. 

Ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  zugleich  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  x  y  z ,  und  ist  r  der  Halbmesser  der  Kugel ,  so 
ist  die  Gleichung  derselben 

L  Ä  o  si!x'  +  j*  +  z^  — r* 


«4« 

nnd'die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  werden  seyn 
(nach  Cap.  II,  £.3.) 


d*x  1 

j^  +  3Xy=*o         L...(IV) 


d' 

dt' 

d«z  j 

Biese  Gleichungen  gebeii  sofort  den  Druck «  Reichen  der  Korper 
'gegen  die  Kiigelfläche  ausübt«  Dieser  Druck  ist  nämlich 

liCuItiplicirt  man  die  Gleichungen  (IDrespectiye  durch  dz,  dy,  dz. 
und  integrirt  sie ,  so  erhält  man 


yO^J     +(-J     +(;r)    «aar 


dx«  -f  dy«  +  dz« 

— ^t-^- =  c  +  agz 


^0  c  eine  tiöiistante  Grdfse  ist. 

Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  je- 
dlem  Funkte  seiner  Bahn  ^  die  also 


V  s=  \/c+Tgz  ist* 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  IV  respectir  durch  x  y  z  und 
addirt  zu  ihrer  Summe  die  letzte  Gleichung,  so  ist 

ö=2Xr» — 3gz  —  c 

woraus  folgt ,  däfs  der  Di*uck  des  Körpers  auf  die  Rugelfläche 
gleich        ;' 

c+  ägg 

2-  ist, 

r 

Multiplicirt  maÄ  endlich  die  erste  der  Gleichungen  IV  durch  y , 
und  die  zWeyte  durch  x,  so  gibt  ihre  DiflFerenz,  nach  der  Inte, 
gration 

^     xdy  — ^dx  ==  c.dt 

iro  c'  eine  toeue  Coxtstatite  ist* 

Wir  haben  daher  folgende  dreyDifferentitil-Gleiehungen  der 
ersten  Ordnung 

X  dx -f- y dy -}- zdz  äi  6 

xdy— ydx  =  c'.dt 

dx«  +  dy^+dz«  p'-*(V> 

--: — j- — «c+3gz 
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und  die  Iiitfegralien  dieser  drejr  GleicliiiDgeii  werden  die  Werthe 
von  X,  j  und  z  für  jeden  Werth  ron  t ,  oder  sie  werdeA  den  Ort 
des  Rdrpers  auf  der  Kugeloberfläche  für  jede  gegebene  Zeit  be« 
•timmen.  EUminirt  man  aus  diesen  drey  Integridien  die  Gröfse  t,: 
so  erhält  man  zwey  Gleichungen  zwischen  xjr  und  z  für  die  Gurre 
von  doppelter  Krümmung,  in  welcher  derKörpei*  auf  der  Kugel- 
fläche sich  bewegt. 

L  Ist  im  Mittelpunkte  der  Kugel  ein, unausdehnbarer  undün« 
biegsamer  Faden  yon  der  Länge .  r ,  der  selbst  keine  Schwere 
hat,  befestigt,  an  dessen  andern  Ende  ein  schwerer  Punkt  an* 
gebracht  ist,  so  wird  dieser  Punkt,  wenn  er  in  irgend  fiiner  Rich- 
tung gestofsen  wird,*  durch  die  Kraft  g  der  Schwere  sich  so  be- 
Vregen ,  als  wenn  er  gezwungen  wäre ,  sich  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel  des  Halbmessers  r  zu  bewegen.  Die  Gleichungen  (lY) 
oder  (Y)  enthalten  daher  auch  die  ganze  Theorie  der  Pendeln, 
und  was  dort  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist,  wirdhiet 
dieSpannuiig  des  Fadens  seyn. 

II.  Man  kaiin  aber  den  Gleictitirigeri  (iV)  noch  andere  Ge- 
stalten geben  die  zur  Rechnung  bequemer  sind. 

Bestimmt  man  nämlich  di^.  Coördibaten  l^yt  durch  die  zwejr 
Winkel  a  und  ß^  so  dafs  man  hat 

x^tSiäa  Cos  ß 

y  =  r  Sin  a  Sin  ß 

Z  szT  Cos  OL 

und  wendet  man  die  Cap.  III,  ^«  3*  gegebene  Methode  an  i  so  hat 
man ,  da  nach  dem  Yorhergehciiden  r  constant  ist , 

dx^+dy«-+-dz«         r' 

^ \  dt«         =  51F  <^*  +^^'  s^'  *> 

iind    B  =s  —  gi»  Cos  et 
tMefa  torausgesetzt  ist 

bk    _  r»dtf       dk         r^dßSin^g 
b.ia  ""     dt»   '    Oß  ^  dt^     " 

«A  _  r^dß^isingflps«  «A.      «B  _ 
da  d?  ^Tß^  «ß  "^  ^ 

dB 

7—  s=  gr.Sin  « 

ba        ^ 

so  geheb  diö  Gleichungen  (Y)  d.  a.  O.  in  folgende  fiber 
d»«       dß«  Sin  c(Go&<»     .   g  ■     . 

dt^ — dt'  "*"7-  8'°«=®  . 

at         .         üt  r  .      ,     ^yjj 


a.(«|-),. 
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und  auch  diese  Gleichungen ,  die  den  (lY)  uiid  (Y)  gleichgeUend 
sind,  enthallen, die  Theorie  der« Pendeln« 

IH.  Ist  der  Fäden  von  einem  Äugenblicke  zum  ändern  in  sei- 
ner Läitge  veränderlich)  so  dafs  r  eine  Funktion  von  t  ist^  so  wäre 

r«(da»  +  dß2Sin«a)  +  dr»        , 

X  —  — i: -I—i- i-i- und 

adt* 

B  =  —  gr .  Cos  et 
und  daher  die  Gleichungen  des  Pendels 

d.r*da         r«  dß« 

— -,,'•■' —  — r-r—   Sin«  CosÄ -4- er  Sin»  =  o 
dt«  dt*  •    ^ 


V        dt«        J  — 


f 

lY.  VTäre  endlich  der  Faden  elastisch  und  ausdehnbar ,  und 
nennt  man. £  die  Kraft,  mit  welcher  der  Faden  sich  zusammen 
zu  ziehen  bestrebt,  so  würde  A  den  vorigen  Werth  behalten,  und 

B  =s  —  gr  Cos  a  -J-  E 

•       ..        .  .    ■  . 

werden ,  oder  man  würde   zu  deu  Gleichungen  (YI)  noch  fol- 
gende hinzufügen 

5^—  ^  (d««+di3»  Sin«  «)  +  E— g  Cos  «  rr  o 

um  die  vollständige  Theorie  des  Pendels  unter  dieser  Yoraus- 
Setzung  eines  elastischen  Fadens  zu  erhalten. 

Um  diesle  Gleichungen  zu  integriren,  wollen  wir  der  gröfsern 
Einfachheit  wegen  ß  gleich  Null  voraussetzen,  wodurch  also  auch 
y  =:  o  wird,  und  das  Pendel  immer  in  derselben  vertikalen  Ebene 
der  xz  schwingt. 

Diefs  vorausgesetzt  gehen  die  Gleichungen  (Y)  in  folgende 
über  ' 

X  dx  -f-  zdz  =  o 

dx*  +  dz« 

^^^-=c  +  2gz 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  dx ,  so  erhält  man 

—  rdz 


dt  = 


(/(r^— z«)(c-l-«gz) 

das  negative  Zeichen  ,  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Körper  sich 
von  der  Vertikalen  Achse  der  z  entfernt. 
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Hier  ist  offenbar  r  der  gröfste^  und  —  der  kleinste  Werth 

"  g 
Ton.s.  Wir  wollen  den  letzten  durch  a  bezeichnen,   so   dafs 

c  ,     • 

a  s=  --^  — .  nnd  die  yorhergehende  Gleichung 

—  r  dz 
dts=—  

V^2g(r»— z«)(z— a)  ,        , 

wird«  Führt  man  dann  die  Hülfsgrofipe  d  so  ein ,  dafs 

SinI»  =  l/^^  ^^^  z  =  r  Cos«  :»  +  a  Sin«  3 
y   r — a 

wird  ,  so  wird  auch 

dz  =5  —  3  d^  t/(r— z)  (z — a) 
und  daher 

r 


Um  daher  f  T  oder  die  Zeit  zu  finden,  die  der  Körper  braucht« 
um  von  dem  grofsten  Werthe  Ton  z  t=:  r,  bis  zu  dem  kleinsten  z  =  a 
&u  kommen ,  welche  Zeit  der  halbe. Schwung  des  Pendels 
heifst ,  wird  man  die  letzte  Gleichung  von  3  ss  ö  bis  3  =,90  inte« 
griren. 

.  Es  ist  aber 

Jdd 
\  ' 

V/i— m«  Sin«  ^ 

WO  man  hat 

Sm^Ä^-i-fi    ^°C*n-0(an~3)....(n+.) 

I.  1  •  2  •  o  « » •  •  n 

fln  (an — i)  («n — a) .  • . .  (n+ 2) 


1  •  s  *  3  •  •  .  •  (n — 1) 


Cos  a  d 


1  «  2  .  3  •  •  •  •  (n — 2)  J 

Aber  man  sieht  zugleich ,  dafs  man  hi^r  alle  Glieder  der  letzten 
Reihe^  aufser  dem  ersten  weglassen  mufs,  also  ist  ffir  unseraFaU 
IIL  K 


i46 

'2n  (211 — i)  (2n — 3)  • . .  •  (n-j- 1) 


Sin  "  3 


1    •2n  (211 — i;  (2n — 3; ....  (n-j-  i}v 

'"ä^v       rrTTTTTTTn      ) 


Set^t  man  daher  nach  der  Ordnung  n  gleich  1,  2,  3, ...  so  ist 


1^1— m«  Sin 

also  auch ,  'wenn  man  den  Werth  yon 

r — a 


m  = 

2r 


irieder  herstellt,  die  Zeit  des  ganzen  Schwunges  des  Pendels 
,    /i.3\«   /r-— a\4       /i.3.5\«   /r — a\«  "1 

+  fc)  -Ur)  +  (m^)  •  Cw  +•  j 

wo  9r==  3.14159*26«.. 

Ist  A  die  gröfste  Winkelabweichung  des  Fadens  yon  der  ver- 
tikalen Aclise  der  7|  so  ist 

Cos  A  =  2.  und  Sin  i  A  =  \/lEl. 
^  V     ar 

T.  Dieselben  Resultate  "würde  man  auch  aus  den  Gleichun- 
gen (Yl)  erhalten.  Schwingt  ein  Pendel  in  derselben  yertikalen 
Ebene,  so  ist  ß  =  o  und  die  bejden  Gleichungen  (Yi)  werden  durch 
die  einzige  dargestellt , 

d'a         g 

welche  daher  die  ganze. Theorie  dieser  Pendeln  enthält. 
II.  Sind  die  Schwingungsbogen  klein ,  so  ist 


— (i)*h'-^) 


und  wenn  man  selbst  die  ersten  Potenzen  von  (r — a)  vernachlässi- 
gen kann , 


V: 


woraus  folgt ,  dafs  sehr  kleine  Schwingungen  i  s  oc  hron  oder 
Ton  gleicher  Daner  sind,  welchesauch  die  Grofse  ihres,  übrigens 
immer  kleinen  Bogens  seyn  mag«  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt; 


147 

i)  Die  Längen  zweyer  Pendeln,  die  in  derselben  Zeit,  ihre  Schwin- 
gungen Tollenden  z«B.  die  Längen  zweyer  Secundenpendeln  Ter- 
halten  sich ,  wie  die  auf  sie  wirkenden  Schweren ;  2)  die  Schwin- 
gungszeiten  demselben  Pendels  an  Terschiedenen  Orten  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  wie  Tcrkehrt  die  Quadratwurzeln  der* 
Schweren;  ä)die  Schwingungszeiten  derPendeln  an  demselben  Orte 
der  Erdoberfläche  sind  wie  die  Quadratwurzeln  der  Längen ,  und 
4)  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  derselben  Zeit  z.  B*  in  einem 
Tage ,  Ton  gleich  langen  Pendeln  Terhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Schweren« 

5.  6. 

Wirken  überhaupt  auf  einen  Körper ,  der  sich  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  bewegen  soll ;  nach  den  Richtungen  der  Achsen 
der  X  7  z  die  Kräfte  X  Y  Z ,  so  hat  man 

und  wenn  bx  z=:  "p  6y  -^  q  bz  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
ist,  so  ist  die  Torhergehende  Gleichung  folgenden  beydeli  gleich- 
geltend    ^ 

L  IstX  =  T  =  o  undZ  =  gdie  constante  Schwere,  so  gehen 
diese  Ausdrücke  in  folgende  über 

d^x    ,     d«T 

^==f-dr^+di^ 

d»x    ,    d«z 
^^^^^dE^+li^-» 

und  wenn  sich  der  Körper  auf  einer  Kugel  des  Halbmessers  r  be- 

1  y       I 

wegen  soll,  so  ist  xdx  +ydy  +  z  dz  =  o,  also  p  =  —  -  und 

z 
q  =  —  - ,  und  daher  die  zwey  letzten  Gleichungen 

•    xd*y — yd*x 

*=  ~tlFJ 

xd*z — zd'x 


deren  Integrale 


Ka 


i4U 

xdy— ydr  -ä  c'.  dt  und 
d.(xdz — zdx)« 

die  ganze  Theorie  der  blofsron  der  Schwere  getriebenen  Pendeln 
enthalten. 

Soll  das  Pendel  blofs  in  einer  vertikalen  Ebene  schwingen, 
ao  sey  7  =o  ^  und  die  beyden  letzten  Gleichungen  gehen  in  fol- 
[l^ende  einzelne  über 

d»(xdz — Ädx)  =  gx.dt' 

Ist  aber  x  =  r  Sin  a  und  z=  r  Cos  a^  so  ist  auch,  wenn  selbst 
die  Länge  r  des  Pendels  yeränderlich  ist , 

dx  fi:^  dr  Sin  a  -4~  r da  Cos  a  und  dz  =  dr  Cos  a— ^rda  Sin  «/ 

also  auch ,   wenn   man  diese   Werthe   von  x ,   z ,  dx  uiid  dz 
in  der  letzten  Gleichung  substituirt , 

dt»    =  ■"  8''  ^"^  *      r 

oder ,  wenn  r  constant  ist , 


dt 


-  +  2.  Sin« 


r 


wie  in  §*  5«  h 

n.  Ist  Y  =  y  =  o  und  p  rs  q  =  x,  so  ist  die  Curre ,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegt  dx  ==  x  dz  oder  z  =  log  x ,  als^> 
die  Logistik,  Setzt  man  dann  X  s=  —  a  *  x  —  a^t  und  Z  =  —  b '  z — h% 
wo  also  die  nach  den  Richtungen  der  x  und  z  wirkenden  Kräfte 
selbst  von  der  Zeit  abhängen,  so  sind  die  Gleichungen  (A) 

d»x    . 
o=s  ji^  +  aU  +  a^t 

d«z 
o  5=  -T-r  +b"z  +  b't 
dt*  ^  ^ 

und  ihre  Integralien 

-^  A.    ^      .     .  V       a't 

X  =  —  Sin  (al  +  AO r 

a         ^      *       '^        a* 

B  b^t 

z  =  5.Sin(bt+B0-p 

III*  Ist  endlich  X  -=  T  =  o  undZ  s  a  eine  eonstante  Grofse, 
so  sind  die  Gleichungen  (A) 


«4«) 

^  dt»  ~  dt» 

Seist  man  ttberdiefs  p  s=  y  s  o  und  q  s=s  Ii  eine  constante  Qrftfse, 
so  gehen  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  eiuelne  über : 

o  SS  bd'x  4-  d'z— adt* 

4>der  da  X  SS  bz  ist » 

a  dt* 

d*z  = r« 

i+b» 

und  diese  Gleichung  enthält  die  Theorie  der  Bewegung  anf  sehte  ^ 
fen  Ebenen.  Es  Ist  nähmlich  b  die  Tangente  des  Winkels ,  ivel- 
eben  die  schiefe  Ebene  mit  der  Yertikallinie  z  bildet.  Heifst  die- 

ff 

ser   Winkel    a ,    und    ist    a    ==    ^        ,   so  hat  man 

Cos  ot 

d*z  =  gdt*  Cos  dl  also  auch,  wenn  man  integrirt,  da  i  mit  t 
Terschwindet, 

'S  "==  i  gt«  •  Cos  a 

dz 
woraus  für  die  Geschwindigkeit  y  ss  -  -  des  Körpers  folgt, 

y  8  gt  Cos  «1 
SO  dafs  man  hat 

z  =  tgt«.CosÄ=s Yi =  i  y.t 

^  3  g  Cos  et         ■ 

Man  kann  die  Gleichung,  welche  die  Theorie  des  Pendels 
enthält,  auch  auf  folgende  sehr  einfache  Art  finden«  Nach  dem 
Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Cap,  in,  $•  3«)  ist 

V»  Ä  C  +  a  ü 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  und  dU  rs  X  dx  -{-Tdj+Z  dz 
ist«  In  unserm  Falle  hat  man  aber  X  s  T  s=  o  und  Z  aa  g,  also 
TJ  =  gz  und  daher 

9*  s=C  +  a  gz 

Ist  also  wieder  x.  as  r  Sin  a  und  z  e=  r  Cos  « ,  so  ist 

dx*  +  dy»  r*äa* 

dt«  dt» 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung^ 


i5o  s 

■ 

j^,  ■  =  C  +  2  gr  Cos  a 

welcher  Ausdruck  mit  den  in  $•  5.  I  gegebenen  identisch  ist , 
da  sein  Differential  in  Beziehung  auf  a  gibt 

dt*     '    r 

♦ 
Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  sey  c  die  anfangliche  Geschwin- 
digkeit des  Pendels,  und  der  Winkel  a  des  Pendels  mit  derVer« 
tikale  z  duixh  den  Aufhängepunkt ,   für  den  Anfang  der  Bewe- 

dtf 
gung,  gleich  A,  so  ist  es  s=  A  für  j-  =  c  ,  und  daher  G  s  c'  r' 

—  2  gr  Cos  A ,  also  auch  die  yorhergehende  Gleichung 

m 

da*  2  ff 

—  =  c*  +  -^  (Cos  a-C09  A) 

Da  der  Winkel  anie  grofser  als  i8o°  werden  kann,  für  welchen 
Fall  Cos  «= —  1  ist,  so  folgt,  dafs,  wenn  die  anfängliehe  Ge- 
schwindigkeit c  gröfser  als 


V 


'^-    (l+C08A)i8t» 


.     .       .  ia 

die  Geschwindigkeit  v  =s   r-  des  Pendels  nie  gleich  Null  werden 

kann ,  dafs  also  dann  das  Pendel  nicht  zwischen  bestimmten  Ent- 
fernungen Ton  der  Vertikale  auf-  und  abschwingen,  sondern  dafs 
es  die  ganze  Peripherie  des  Kreises ,  in  dessen  Mittelpunkte  es 
befestiget  ist,  durchlaufen  wird«  Ist  aber  c  kleiner  als  diese  Gröfse, 
so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  zu  beyden  Seiten 
der  Vertikale  in   dem  Punkte  gleich  Null  sejn,    für   welchen 

c'r. 
Cos  A  =.  Cos  A  — '— ist,  und  es  wird  daher  zwischen  diesen  bey- 

den  Punkten  seine  Schwingungen  yoUenden.  Ist  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  c  =  o,  so  ist  Cos  « \=:  Cos  A  oder  das  Pendel 
wird  auf  jeder  Seite  der  Vertikale  wieder  auf  seinen  yorherge- 
hcnden  Weg  zurück  kehren ,  wenn  es  die  Entfernung  von  der 
Vertikale  erreicht,    die  es  im  Anfange  seiner  Bewegung  hatte, 

I.  Um  diesen  letzten  Fall  näher  zu  betrachten,  hat  man  also, 

wenn  das  Pendel  in  der  Entfernung  A  seine  Bewegung  9us  der 

Ruhe  anfing, 

da«         2ff 

j-^  =  —  (Cos  «  —  Cos  A). 

Nimmt  man  an,  da£»  die  ursprüngliche  Entfernung  A,  also  auch 


i5i 


a  nur  sehr  klein  ist ,  sa  hat  man  Cos  A  =  i  —  —  und 

3 


et« 


Cos  a  =  1  -^  — ,  also  die  letzte  Gleickung 

^  /r  \i  dÄ 

dt  =  —  (  -  )  ♦  ■  "> 

das  negatire  Zeichen ,  weil  der  Winkel  a  abnimmt ,  während  die 
Zeit  t  wächst.  Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  da«  =  A  fürt  =  o 

t  =  (yf*  Are/Cos  ^  oder  a  =  A.Co»  t  l/i 

Heilst,  also  wie  2uyor,  T  die  Zeit  eines  ganzen  Schwunges,  wäh- 
rend welcher  das  Pendel  den  Bogen  A  zwejmal  beschreibt ,  so  ist 

wie  5.  5.  IL 


=.y|^ 


Endlich  ist  die  Winkelgeschwindigkeitides  Körpers  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn  ^ 


—  =  "t  /  C  +  2  gr  Cos  g 
dt  \      '         V* 


oderda  C  =  c'r« — 2grCos  A  ist, 


"S  "^  y  ^'  +^  (Cosa-Cos  A) 
Ist  daher  wieder  die  anfängliehe  Geschwindigkeit  c  =s  o  9  so  ist 

dt  ""    1/  —(Cos« — CosA)  oder  .abkürzend 
und  daher  die  wahre  Geschwindigkeit  selbst 


^  =  A.(gr)KSint'y^§. 


5.0. 

Nach  diesen  besondern  Betrachtungen  wollen  wir  nun  wieder 
zu  den  allgemeinen  Gleichungen  (Y)  des  $»  4* .  übergehen ,  und 
auch  sie  zu  integriren  suchen« 

Die  zwej  ersten  dieser  Gleichungen  sind 

X  dx  4"  7  dy  =  —  z  dz  ' 

xdy —  ydx  =      c'.dt 


i5:3  ^  , 

Erhebt  man  jede  derselben  aufb  (j^adrat  ^  8o  gibt  ihre  Sarnme 

(x»  +  jr»)  (dx»  +  dj«)  =  z»  dz«  +  c'«.dt* 

Esistaberx'+y«  ät" — z»  unddx'+dj«  =:(c+agz)dt« — dz% 

also  auch ,  wenn  man  diese  Werthe  in'  der  vorhergehenden  Glei« 
chung  substituirt , 

rdz 
dt  =  =z.  . ,  (B) 

\/^»^— Z  «)  (2  gZ  +  C)— C'» 

Wenn  man  diese  Gleichung  ,  deren  genaues  Integral  nicht  gefun- 
den werden  kann,  annähernd  integrirt,  so  erhält  man  t  als  Funk* 
tion,  von  z  oder  umgekehrt ,  z  als  Funktion  von  t* 

Aber  diese'  GrÖfse  z  reicht  noch  nicht  hin ,  die  Lage  des 
Pendels  vollkommen  zu  bestimmen,  da  sie  nur  die  Gröfse  der 
Projection  von  r  in  dier  horizontalen  Ebene  der  xj  gibt«  Diese 

Projection  ist  nähmlich  gleich  \/^*— z*.  Um  also  auch  die  Lage 
dieser  Projection  zu  bestimmen ,  sey  w  der  Winkel ,  welchen 
diese  horizontale  Projection'vonr  mit  der  Achse  der  x  bildet,  so  ist 


X  =  \/r«  —  z\  Cos  w  und  y  s=  \/r» — z«.  Sin  w 

woraus  folgt 

xdy — ydx  =(r«  — z»)  dWf  also  auch,  nach  der  zweyten  der 
Gleichungen  (V) 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  den  oben  aus  (B)  gefundenen 
Werth  von  z  durch  t ,  so  erhält  man ,  wenn  man  sie  integrirt, 
auch  den  Winkel  w  als  Funktion,!  von  t,  und  da  so  für  jede  Zeit « 
t  die  Ewey  Gröfsen  z  und  w  gegeben  sind ,  so  ist  dadurch  auch 
die  Lßge  des  Pendels  für  jede  Zeit  bestimmt» 

Substituirt  man  dann  für  z  und  w  ihre  Werthe  in  t ,  so  er- 
hält man  die  Cpordinaten  x  j  und  z  als  Funktionen  von  t,  und 
wenn  man  aus  diesen  drey  Ausdrücken  von  x  y  z  die  Gröfse  t 
eliminirt,  so  erhält  man  die  zwej  Gleichungen  derGurve,  welche 
der  Körper  auf  der  Kugel  beschreibt,  so  wie  seine  Geschwindigkeit 

dx    dy     dz  ^ 

-TT  ,  TT  1  T"  nach  der  Richtung  der  drey  Coordinatenachsen  und 

seine  Geschwindigkeit 


V 


dx*  -\-  dy*  4-  dz* 


dt* 
nach  der  Richtung  des  von  ihm  beschriebenen  Rogens, 
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Man  denke  sich  das  Pendel,  detaen  LSnge  gleich  r  isl,  in 
der  Ebene  der  xz  um  den  Winkel  «  yon  der  vertikalen  A^^hse  der 
z  entfernt ,  und  gebe  ihm  in  dieser r  ursprünglichen  Lage  eine 
Geschwindigkeit  a,  die   senkrecht  auf  diese  Ebene  der  xz  ist, 

dx  dy 

so  hat  man  t—  ss  o  und  -=-  s=  a,  also  geht  die  zwejte  der  Glei- 
chungen (Y)  in  folgende  über  c^=  ax,  oder  da  x  ss  r  Sin  «  ist 
in  folgende  c'  ss  a  r  Sin  «•  Ferner  ist  eben  so  z  =  r  Cos  a ,  und 

dz  .  , 

^-  =  o,  also  die  dritte  der  Gleichungen  (V)  .  •  c  =  a* — fl  gr  Cos  ä. 

Es  sey  nun  für  irgend  eine  Lage  des  Pendels  5  der  Winkel 
desselben  mit  der  Vertikale,  also  z  =.  r  Cos  ^^  so  wird  die  Glei- 
chung (B) 

—  rSinS.dd 

dt=      , 

V'a«  (Sin«;^  — Sin'o)  —  2gr  Sin>  j»(Cosa  — Cos») 

oder  wenn  man  die  dritten  Potenzen  yon  Sin'  9  und  Sin*  a  yet^ 
nachlässige 1 9  und  der  Kürze  wegen  f  =  Sin*  »  setzt , 

—  kr . d^ 
dt  = 


y    «— ■ 


a\/— ^»  +  f  (J^*  +  Sin«  a)  — k^  Sin»  a 

a« 

WO  k»  =  "TjL. "^'  '^**  Integral  dieser  Gleichung  ist 

.   a    -J-  gr 

kr  ^        ^       a^— (k«  +  Sin««) 

t  »  —  Are  Cos  '    ,        ,  , ' 

aa  Sin«« — k« 

da  für  5  =  ft  oder  für  f  ss  Sin*  a  die  Gröfse^  t  yerschwindet. .  Es 
ist  aber  bekanntlich 

Are.  Cos  (flx*  —  i)  =:«8  Are.  Cos  x    ^ 

2f — fc*  —  Sin*« 

Setzt  man  daher  2  X*  —  i  s=  — ^r-- ri — i  ®o  "* 

Sm' 


V   Sin'«— 1 


-k» 
und  daher  auch  die  rorhergehende  Gleichung 

'    t  =  IIJ:  Are.  Co.  l/s5!E5l  .  .  .  .  (D) 
a  V  Sin*«— k» 

T.  Zur  y ollständigen  Bestimmung  der  Lage  des  Pendels  für 
jede  Zeit  mufs  nun  noch  der  Winkel  w  als  Funktion  yon  t  gesucht 
werden.  Es  war  aber  nach  der*  Gleichung  (C) 

ÜW  ac:   — 


Z* 
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SubstHuirt  man  in  dieser  GleicHimg  dieGröfse  c^  es  ar  Sin  «  und 
z  r^r  Cos  »f  80.  ist 

:r  «.  dt 

dw  =  ar  Sin  a «     ,  p-   ^'A 

r*  Sm«  I* 

oder  da  Sin«  1^  =  k»  +  (Sin^  a— k«)  Cos»  ^  ist,  wenn  man  der 

.  « 

a  t        ' 
Kürze  wegen  r—  =  u  setzt , 

kr 

;i«  —  k  Sing,  dg  t       t     ,  d.tgu     . 

^^i "^  iig  j_/Q-   a    '   I  ±\r^ — T' 9  oder  da  du  =  — ; — —._  ist 

dtv  s=  7-  Sin  a . 


^Sin»a  +  tg»u 
und  dessen  Intes^ral 

Wir  erhaltea  daher 


w  =  Are.  tg  r^)  oder  tg  w  =  gj^.  ig  ^ 


Sina 

Sucht  man  daraus  die  Werthe  yon  Sin  w  und  Cos  w,  so  hat  man 
auch  für  die  drey  Coordinaten 

'        .  at 

X  =  r  Sin  a*  Cos  r- 

kr 

at 
y  =  kr  Sin  ,— 
•'kr 

2  =  r  1/  Cos«a+(8in'»  a— k«).Sin«  ^ 

und  diese  drey  Ausdrücke  ^eben  für  jede  Zeit  den  gesuchten  Ort 
des  Körpers.  Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  t,  so  erhält  man 
für  die  von  dem  Körper  beschriebene  Bahn  die  beyden  Gleichungen 

k«x»+y«Sin«a  =ak*r'Sin«a  1 

k»  z'— y»  (Sin«  a— k«)  =  k«  r«  Cos*  a  j  *  *  *  ^^^ 

Daraus  folgt,  dafs  im  Allgemeinen  die  Projection  der  Bahn  in  der 
Ebene  der  xy  eine  Ellipse,  und  die  in  der  Ebene  der  xz  eine  Eljipse 
oder  eine  Hyperbel  ist,  nachdem  nähmlich  k  kleiner  oder  grölser 
als  Sin  a,  das  heilst,  nachdem  die  anfängliche  Geschwindigkeit  a, 
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kleiner  oder  gröfser  alsy/gr!  tgaist.  -Aucli  zeigen  dieselben  Glei* 
chungen,  dafis  wenn  die  Projection  in  xz  eine  Ellipse  ist,  die  in  yz 
eine  Hyperbel .seyn  wird ,  und  nmgekehrt«  Für  den  besonderen 
Fall  k  =  Sin  a ,  das  heifst ,  wenn  die  anfangliche  Geschwindig- 
keit a  =  \/g  r.  tg  a  ist ,  wird  die  Projection  in  xy  ein  Kreis  des 
Halbmessers  kr  seyn,  und  die  zwey  anderen  Projectionen  wer- 
den gerade  Linien  seyn,  da  z  =  rCos  a  eine, constanteGröfse  ist. 

Endlich  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn 


a  /k«Co8'«-f-(Sm«a— k«)8m»  Jj, 

— --T*«  ^  r  ■■■  ■  ■—  •  •  ♦  • 

y  Cos«  a  +  (Sin»  a— k«) Sin*  ^ 


(F) 


woraus  man  sieht«  dafs  diese  GeschM'indigkeit  ihren  gröfsten  oder 
kleinsten Werth  hat ,  wenn  »  ein  Kleinstes  oder  ein  Gröfstes  ist, 
d .  h«  wenn  der  Körper  in  dem  tiefsten  oder  in  dem  höchsten  Punkte 
seiner  Bahn  ist«  Für  den  Fall  ^  =  Const  ist  auch  die  Geschwin- 
digkeit  constant ,  und  immer  gleich  der  anfänglichen  Geschwin« 
digkeit  a.  Ist  endlich  in  lallen  Vorhergehenden  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  a  gleich  Null ,  so  erhält  man  für  das ,  in  einer 
yertikalen  Ebene  schwingende  Pendel  den  Ausdruck 

k  1  1 


a         l/a'H-gr         \/gr 

k   .  :  , 

Substitoirt  man  diesen  Werth  ron  -  in  der  Gleichung  (D),  so 
erhält  man  * 

t  =  I  -  j    Are.  Cos  zr, —  =  (-- )     Are. Cos  -  ,  wie  in  K, 7. 1. 
Vg/  Sina         Vg/  « 

Ferner  gehen  die  zwey  Gleichungen j(E)  in  folgende  über , 

X  ^  r  Sin  a 
z  =  r  Cosa. 

oder ,  wenn  man  ans  ihnen  a  eliminirt ,  in  folgende  einzelne 

x«  4-zV=r» 

welches  die  Gleichung  des  Kreises  ist.  Endlich  wird  die  Glei- 
chung (F)  > ^ 


/        Sin««.Sin«tl/i 

=5  V/g^  V ' ~?= 

^    Cos*«-i.Sin««Sin«tl/8 


VI 
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oder  wenn  «.  sehr  klein  ist ,         ' 

V  ='»,  (gr)».  Sin  t  l/i  wie  $.  7. 1. 

Betrachten  wir  nuft  auch  noch  die  Bewegung  des  Pendels 
in  einem  widerstehenden  Mittel«  Wenn  wir  die  Bezeichnungen 
des  K.  7«  beybehalten ,  also  et  die  Abweichung  des  Pendels  för  ir- 
gend eine  Zeit  9  und  A  die  ursprüngliche  Abweichung  desselben 
von  der  Vertikale ,  und  s  =  r  (A — «)  den  in  der  Zeit  t  durchlau- 
fenen Bogen  nennen ,  so  ist  der  Widerstand  des  Mittels ,  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  vorausgesetzt,  gleich 

ds*  * 

m.  -r — ,  wo  m  eine  constante  Grdfse  ist,  die  von  der  Dichte  des 
df» 

Mittels  und  yon  det  Dichte  und  Gestalt  des  bewegten  Körpers 

abhängt.  Bewegt  sich  also  das  Pendel  in  einer  senkrechten  Ebene, 

so  ist  die  Kraft ,  welche  auf  dasselbe  in  jedem  Augenblicke  nach 

der  Richtung  der  Tangente  der  beschriebenen  Curve  wirkt,  gleich 

ds* 
g  Sin  a — m.  ^-^,  und  man  hat  daher  für  die  Gleichung  der  Be« 

wegung  des  Pendels 

d«8  ^.  ds» 

—  =rgSm^-m.^,. 

oder  wenn  man  für  s  seinen  Werth  r  ( A — a)  setzt , 


d'a 

dt^ 


=  —  —  Sin  a  +  mr^  -- — 
r  dt« 


Da  aber  diese  Gleichung  nicht  genau  integrirt  werden  kann ,  so 
wollen  wir  bemerken ,  dafs  a  eine  Funktion  Ton  A  ist,  die,  wenn 
.diese  beyden  Gröfsen  nur  klein  sind,  in  folgende  Form  aufgelöfst 
werden  kann 

«  =  PA  +  QA»  +  RA»  + 

^^o  P,  Q,R..  Funktionen  der  Zeit  t  seyn  werden.  Um  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen ,  wird  man  diesen  Werth  yon  a  in  dem  Tor-* 


hergehenden  Ausdrucke    yon 


di« 
df 


substitüiren ,   und   dann  die 


Coefficienten  derselben  Potenz  von  A ,  jeden  für  sich  , '  gleich 
Null  setzen ,  wodurch  man  so  yielc  Gleichungen  erhalten  wird , 
als  man  unbekannte  Gröfsen  P  Q  R  «  hat ,  aus  welchen  Glei* 
chungen  man  daher  auch  diese  unbekannten  Gröfsen  durch  Eli- 
mination bestimmen  kann.  Geht  man  blofs  bis  zu  dem  sweyten 
Gliede  der  oben  aufgestellten  Reihe  fort ,  so  erhält  man 


«37 


Sin  «  =  AP  +  A'Q 

d»«  _  d'P 

dF  ~  dt» 

nnd  \renn  man  diese  Werthe  in  der  ersten  unserer  Gleichungen 
substituirt,  und  die  Faktoren  von  A  und  A*  gleich  Null  setst , 
so  erhält  man  folgende  zwej  Gleichungen 

dt«  •  r  dt«  r  dt» 

Die  erste  dieser  Gleichiiiigen  gibt,  da  im  Anfange  der  Bewegung 

Act         dP 
t  =  r— -  =  -5-  =  0,  «.=  A  und  P  =  1  ist, 
dt  dt  ' 


dP 


t 


P  5=  Cos  t 


Vi 


JP 
Substituirt  man  diesen  Werth  t^v^^  i»  ^«"*  vorhergehenden 

d«Q 

Ausdrucke  für  -— ^  ,  so  erhä^^  »aan 

dt»    •  _ 

^-Q^_g£  +  £^_s!?cos2tl/s 

dir   -     /r    ^    2  a  V   r 

von  Welcher  Gleichung  das  Integral  ist , 

Q  =  ec<,.(.Yf+c-)+f+fc««.-\/f 

^      dÖ 
und  da  man  für  den  Anfang  der  Bewegung  hat  t  =  Q  =  ^^    ä  o, 


a  mr  ^ 


w  sind  die  zwej  Constantea  der  Integration  C  == g—  und 

C^  =  o ,  also  auch  _ 

Ba  so  P  und  Q  bestimmt  ist,  so  hat  man 

«cäPA  +  QA»  oder  / 


2mr  ^ 
<J  « ^  Cos  t 


1 

I 


so 


_       t  f  &       inrA* 
«  =  (A-|mrA«)Costy  ^  +  —^ 

-J 7—  CosÄ  t  1/  -  .  •  .  .  (G) 

\rodarck  also  die  Ausweicliung  «  des  Pendels  für  jede  Zeit  t  gege- 
ben ist.    Die  Geschwindigkeit  des    bewegten  Körpers  aber  ist 

r  da     _ 
y  =  —  -= —  oder 
dt 

(.        2mrA*\  ,    ^t  ^.       1  /g 
A __  j  (gr)' S.n  t  y  §. 


+^;ii::^8m2ti/f.... 


(HJ 


Für  m  SS  o  oderför  die  Bewegung  des  Pendels  infreyen  Baume 
hat  man 


Vf 


«  =  4  Cos  t    1/  —und 

V  =  A.(gr)i  Sint  y|-,  vie  inj.?. 

L  Um  die  Zeit  T^  des  halben  absteigenden  Schwunges  zn, 
bestiinmen ,  bat  man  a  =  o ,  also  wiid  der  yorhergehende  Aeus« 
druck  Ton  et 

o  =  (i  — I  mrA)  Cos  T'  'l/^  +  '^  +  '—Cos^T^'WI, 

Wäre  die  Gröfse  A  genau  gleich  Null,  so  gäbe  diese  Gleichung 
CösT/  n/l.  =  0  oderT/  l/«-  =  J- 

Ist  also  die  erste  Ausweichung  A  des  Pendels  nur  klein ,  so  kann 

"man    T'l/Sk,»-  +  x  setzen, 
V  r         ^ 

WO  also  X  ebenfalls  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist ,  deren  Quadrate 
und  Produkte  mit  A  man  vernachlässigen  kann«  Substituirt  man 

diesen  Werth  yon  T'  l/^  in  der  yorhergehenden  Gleichung, 
80  erhält  man 
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o  =  —  (i  — I  mr  A)  Sm  x  -J -—  Cos  2  x  oder 

2  o 

mrA      ,      .     T  ^       r, 

X  =  """3^»  also  18t  die  gesuchte  Zeit  des  balben  absteigen« 

den  Schwanges 

Um  aber  die  Zeit  T  eines  ganzeifi  Schwunges^zn  erbal-* 
ten  bemerke  man ,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  im  Anfange  und 
am  Ende  der  Zeit  T  gleich  Null  seyn  mufs.  Der  oben  gegebene 
Ausdruck  (H)  yon  v  wird  aber  gleich  Null  für  t  =  o  und  für 

t  'l/  ^=  ^»  ^ß^l  ^  ^^^  letzten  Falle  sowohl 

Sin  t  i/E  als  auch  Sin  3  t  t/^  gleich  Null  ist. 

Substituirt  man  daher  in  diesem  Ausdrucke  t  't/  S,  =  ic  statt  t 
die  Zeit  T  des  ganzen  Schwunges ,  so  erhält  man 


T=,yE 


.  •  .  .  (J)  ' 

s 

wie  indem  leeren  Haume  $«7.  L  Heifst  daher  endlich  T'^  die  Zeit 
des  halben  aufsteigenden  Schwunges,  so  ist  T=T^+T'^, 
oder  wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  yorhergehenden  Werthe 
von  T  und  T'  substituirt , 

Setzt  man  also  der  Kürze  wegen  k  =  r  A ,  so  hat  man 

^='-VT-=(l+r)V^^"=G-7)V| 

oder  die  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  widerstehenden  Mit- 
tel ist  gleich  der  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  freyen  Räume ; 
die  Zeit  4os  halben  absteigenden  Schwunges  aber  wird  durch  den 
Widerstand  um  die  Gröfs(D 

km        Z^* 

-7^*1/^  vermehrt,    und  die  Zeit  des   halben   aufsteigenden 

^      V    S 

Schwunges  wird  um  dieselbe  Gröfse  vermindert* 


II.  Die  Grofiedes  Schwanges  aber,  ocler  die  Amplitude, 
die  Ausweichung  dcsBogens  zu  beyden  Seiten  der  Vertikale  wird 
durch  das  widerstehende  Jtfittel  constant  vermindert«  Denn  wäh- 
rend d«r  Zeit  T^  des  ersten  halben  Schwunges  geht  das  Pendel 
Tön  seinem  höchsten  zu  seinem  tiefsten  Punkt ,  also  durch  den 
Winkel  A«  Während  der  Zeit  des  ersten  ganzen  Schwunges  aber 
geht  es  durch  einen  Winkel ,  ^en  man  erhält ,  wenn  man  in  der 
Gleichung  (G)  für  t  die  Gröfse 

T  =  3c  1/ -,  also  für  t  l/?.  die  Gröfse  ir  setzt,  also  durch 


g 
ien  Winkel 


3  mr  .    \    .  mr  A  •   .  mr  A 


(.        amr-\,mrA".iÄrA  ^.       ^         .^ 

A-— -A«J+-^— +— ^=r-(A-|mrA«) 

woraus  folgt,  dafs  die  Amplitude  des  zweyten  halben  Schwunges 
durch  den  Widerstand  4im  die  Gröfse  f  mr  A*,  also  sein  Bogen 
um  die  Gröfse  f  mr*  A*  =s  ^  mk'  vermindert  wird.  Ist  daher 
k  =  r  Ader  Bogen'  des  ersten  halben  Schwunges ,  so  ist  der  Bogen 
des  zweyten  halben  Schwunges  k-^|mk*,  des  dritten  k— 2  *  ^  mk*, 
des  vierten  k  —  3.f  mk'  u.  f.,  so  dafs  also  die  Ausweichungen 
des  Pendels  immer  abnehmen,  bis  aie  endlich  völlig  unmerklich 
werden;  aber  so  lange  sie  noch  bestehen,  sind  doch  die  Zeiten 
der  ganzen  Schwingungen  immer  von  derselben  Dauer ,  denn  da, 
nach  der  Gleichung  (F)  die  Dauer  des  ersten  ganzen  Schwunges 
von  der  Ausweichung  seines  Bpgens  ganz  unabhängig  ist,  so  sind 
es  auch  alle  übrigen« 

5.  10. 

Ueberhaupt  hat  man  für  die  Bewegung  in  krummen  Linien ,  die 
in  der  Ebene  der  xz  liegen,  wenn  blofs  eine  veränderliche  Kraft 
Z  in  der  Richtung  der  Achse  der  z  wirkt,  nach  dem  Grundsatze 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  (Cap«  III  §*  3.) 

€ 

v^  =  C»  — 2/Zdz. 

Diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  Gleichung  der  Curve  und 
mit  der  bekannten  ds  =  v.dt  (Gap.  11  ^.  i)  verbunden,  wird 
hinreichen ,  die  Bewegung  des  Körpers  zu  bestimmen* 

Nimmt  man  nähmlioh  an ,  dafs  die  Gleichung  der  Curve  Ut 

SO  hat  man  nach  dem  Yorhergehenden  für  die  Gleichungen  der 
Bewegung 


i6t 


d  »X  /dL 

'=dF  +  *(dr)  +  ^ 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dz ,  und  die 
zweyte  durch  dz,  so  gibt  ihre  Summe,  wenn  man  sie  integrirt , 

dx»4-dz*    ,        ^^  , 
o  = ?- H  2  rZdz  — C» 

dt»  '      ^ 

wo  C  eine  constante  Gröfse  bezeichnet ,  oder  da 


t 


dx'4-dz^  ^gj,  bekannte  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  y  ist 
dt« 


V 


•  =  €•— ayzdz 


wie  zuvor«  Ist  ferner  d8=  \/dx'+dz»  das  Element  des  Bogens 
der  Curye «  so  ist  ds  =  y  dt ,  also  auch 

ds 
dt=  — ^ 

\/c;»~2yzdz 

und  diese  zwey  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Gleichung  L  ==o 
der  gegebenen  Curve  werden  die  Bewegung  des  Körpers  voll- 
ständig bestimmen.  ^ 
I.  Ist  z*  B.  diese  Curve  eine  Cyclois ,  und  a  der  Durchmesser 
des  Erzeugungskreises  derselben,  so  ist  ihre  Gleichung 


8»  =4  az  oder  ds 


=dz.y| 


Ist  daher  die  Kraft  Z  =  g  beständig ,  so  ist  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers ,  der  sich  in  der  Cyclois  bewegt , 

»  =  \/C«— agz 

wo  C  die  anfängliche  Geschwindigkeit  bezeichnet  \  und  die  Zeit 
durch  den  Bogen,  der  zu.  der  Ordinate  z  gehört,  ist 


r        a.dz  ^Ql"^^  Arctang  V^ 

Jv^»z  — 2gz«       ^S^  V    ^  — 


2gZ 


ISfennt  man  daher  T  die  Zeit  von  dem  Anfange  der  Bewegung 
bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  der  Körper  seine  gröfste  Tiefe  er- 
reicht, so  wird  T  das  vorhergehende  Integral  zwischen  den  Grän- 

C* 

zen  z  SS  o  und  z  =s  —  seyn ,  oder  man  wird  haben : 


6< 


'r=-y^ 


a 

g 

wo  9r  =  3.i4i59'a « •  •  ist.  Diese  Zeit  T  des  ganzen  Niederganges 
.  in  der  Cyclois  ist  daher  von  dem  Werthe  Ton  z  unabhängig,  oder, 
in  welchem  Punkte  der  Curve  auch  der  Körper  seine  Bewegung 
anfängt,  immer  wird  er  in  derselben  Zeit  bis  zu  dem  unter- 
sten Punkte  der  Cyclois  kommen.  Wegen  dieser  Eigenschaft  heifst 
diese  Curve  auch  die  Tautochrone. 

II.  Indem  H  u  y  g  h  e  n  s  diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  Cy- 
clois mit  der  andern  bekannten  verband,  dafs  nämlich  die  Evolute 
der  ( jyclois  wieder  sie  selbst,  nur  in  verkehrter  Lage  ist,  ktmnte 
er  seinen  Pendeln ,  die  an  einen  flexiblen  Faden  zwischen  zwey 
Cycloiden,  an  welche  sich  der  Faden  bey  jeder  Schwingung  auf- 
wand, befestigt  waren,  dahin  bringen,  dafs  der  an  den  Faden 
befestigte  Körper  selbst  eine  Cyclois  beschrieb,  und  daher  seine 
selbst  endlichen  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  vollendete* 
In  den  neuern  Zeiten  hat  man  aus  praktischen  Rücksichten  die 
Bewegung  im  Kreise  mit  sehr  kleinen  Schwingungen  vorgezogen, 
da  diese  nach  Nro.  i «  ebenfalls  isochron  sind. 

Um  aber  auch  zu  untersuchen ,  ob  jene  Curve  die  einzige 
Tautochrone  im  leeren  Baume  ist ,  wollen  wir  annehmen ,  dafs 
die  Gleichung  der  Tautochronen  überhaupt  sey 

s  =  Az^  +Bz^+  Czy^.  , 

wo  ABC.««,  a  ß  cy«  *«  unbestimmte  Gröfsen  sind.  Wenn  die 
Gröfsen  s  und  z  beyde  von  dem  untersten  Punkte  der  Curve  ge- 
zäUt  werden,  so  hat  man  zugleich  s  =?  o  und  z.=  o,  also  müssen 
die  Exponenten  « ,  ß ,  «y .  • .  positiv ,  und  keiner  von  ihnen  darf 
gleich  Null  seyn«  Differentiirt  man  aber  diesen  Ausdruck,  und 
substituirt  den  so  erhaltenen  Werth  in  der  Gleichung  (Nro.  III) 

—  ds 
dt  =      ^ 

.       \/2  g  (h— z) 
wo  C«  =  2gh  gesetzt  wurde ,  so  erhält  man 

—  Aa     z^—'dz  Bß       z^— 'dz  • 


dt  = 


\/2g        \/h  — Z  VH      \/fi— 2 


und  um  die  Zeit  zu  erhalten  ,  in  welcher  der  Körper  von  z  =  h 
bis  z  =  o  geht,  wird  man  das  Integral  dieser  Gleichung  zwischen 
denselben  Gränzen,  oder  was  dasselbe  ist,  .zwischen  den  Grän- 
zen  u  =  o  und  u  ==  i  nehmen,  wenn  man  z  =  hu  setzt.  Dadurch 
erhält  man 

aAA'  ,        ßBB/       ^    ,        <yCC' 

V^s  |/2g  v^iäg  ^ 


.  »63 
wenn  man  der  Kürze  wegen  annimmt 


Man  mn^s  hier  bemerken,  «lafs  von  diesen  Gröfsen  il^   B^,    C 

keine  gleich  Null  seyn  kann ,  denn  z.  B«  die  Gröfse  A'  iit  die 

u*"^«  du 
Summe  der  Werthe  von  —         ■  zwischen  den  Gränzen  u  =s  o 

\/i — u 

und  u  =  1 ,  und  da  diese  Function  ron  u  zwischen  diesen  bejden 
Gränzen  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so  kann  auch  die  Summe 
jener  Werthe,  d,  h.  so  kann  auch  der  Werth  A'  nicht  Mull  seyn, 

und  dasselbe  gilt  ebenfalls  von  den  Gröfsen  B' C^ Ferner 

ist  klar,  dafs  der  Werth  >onT  nicht  unabhängig  von  h  seyn  kann, 
wenn  nicht  alle  Glieder  yon  T  gleich  Null  sind ,  dasjenige  aus- 
genommen, in  welchen  der  Exponent  yon  h  selbst  gleich  Null  ist. 
Nehmen  wir  daher  an,  dafs  diesem  das  erste  Glied  ist ,  d.  h,  neh- 
men wir  an,  dafs  «  =  f  ist,  so  mufs,  damit  das  zweyte  Glied 
yerschwipde,  die  Gröfse  |3BB^  ss  o  seyn,  4*  h«  es  mufs  B  ss  o 
seyn,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  weder  B'  noch  ß  gleich  Null 
seyn  kann.  Eben  so  findet  man  ( j  =  o ,  D  =s  o«  •  •  und  der  Werth 
yon  8  für  die  Tautochrone  ist  daher 

s  =  klTz 

welches  wieder  die  Gleichung  der  Cyclois  ist.  Diese  Curye  ist 
daher  auch  die  einzige  Tautochrone  im  leeren  Räume« 


§' 


11, 


Soll  der  Körper,  auf  denblofs  ein  äufserer  augenblicklicher 
Stofs ,  ohne  der  Schwere  wirkt ,  sich  in  der  Periphecie  eines 
Kreises  des  Halbmessers  r  bewegen ,  so  ist ,  wenn  dieser  Kreis- 
in  der  Ebne  der  xy  liegt 

•  *    L  s  o  s  r*  —  X*  —  y* 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung 'sind 


d«x 

-f-  2  ^  X  I 

(VH.) 


o=  a?+2Xx 


d»y 
Der  Dmek  des  Körpers  gegep  seine  Bahn  ist 

MultipUcirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (VII)  durch  dx ,  und 
die  zweyte  durch  dy,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie  inte- 
grirt,  und  bemerkt ,  dafs  xdic+  ydy  s^  o  ist: 

La 


I 
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^^t  -  c  .  .  .  .  ^a) 

tro  c  eine  Constante  ist,  und  M'oraus  folgt,  dafs  die  Geschwin- 

digkeit  V  =:  c  ^  oder  constant  ist.  Multiplicirt  man  4ie  erste  der 
Gleichungen  (Vll)  durch  x  und  die  zweyte  durch  y*,  tfo  gibt 
die  Summe  dieser  Produkte 

xd*x  +  yd«y 

^/         +  a  X  r»  =  o 

und  da  xd^x  +  yd»y  +  d»*  +  ^7*  —  ^  ***» 

so  ist  auch 

dx*  +  dy' 

■   aXr*  s= ,         oderaXr»  =s  c 

dt* 

woraus  folgt ,  dafs  der  Druck  des  Körpers  senkrecht  auf  die  Pe- 
ripherie des  Kreises  gleich 

Ds=a%rss  Iä  —  ,.  .  ,  (Kap.  m  J.  3.  1)  igt. 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  (YII)  durch 
j ,  und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz ,  wenn  man 
sie  integrirt  ♦  .    -  ' 

ydx — xdy  , 

'dt         =  c  .  .  .  .  (b) 

wo  c^  eine  zweyte  Constante  ist.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichun- 
gen (a) ,  (b)  die  Gröfse  dt ,  so  erhält  man 

c'"         (ydx— xdy)« 

"*~^  **      j   ,'.   ;   ,      =»  r*  also  auch 
c  dx«+dy» 

r 

die  zwey  Constanten  q  und  c^  hängen  also  so  von  einander  ab , 
dafs  man  hat 

c'  ==  r|/*c* 

Um  die  Zeit  zu  finden,  in  welcher  der  Körper  den  Bogen  des 

Kreises  zurücklegt ,  zu  dem  die  Abscisse  x  gehört ,  hat  man  aus 

der  Gleichung  (a) 

,         r»dx»      , 

c.dt  e= r-  oder 

r« — X* 
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oder  endlich 


r  X 

t  rs  ---     Are.  Sin    - 


die  Zeit  durch  die  ganze  Peripherie  ist  daher 

2rjc 
T  Ä  .  .  •  .  (c) 

und  der  Draek  des  Körpers  auf  seine  Bahn 

woif  sBs  3.i4>d<)d6«««  ist 

I.  Eliminirt  man  aus  den  bejden  letzten  Gleichungen  die 
Gröfse  T,  so  ist  wieder 

D  ca  —  wie  zuyor. 

Bej  Körpern  also ,  die ,  sich  im  Ktfeise  bewegen »  verhalten  sich 
die  vöesch windigkeiten  wie  die  Wureeln  aus  den  Produkten,  der 
Halbmesser  in  die  Kräfte ,  und  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten 
Terhalten  sich  wie  die  Halbmesser  dividirt  durch  die  Kräfte ,  da 
hier  der  Druck  D  als  die  bewegende  Kraft,  aus  welcher  er  ent- 
standen ist,  betrachtet  werden  kann. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Kraft  sich  verkehrt  wie  das  Quadrat 

der  Entfernung  i»  verhalte ,  so  istT)  t=:  — ,  wo  A  eiite  constaote 

Air* 
Gröfse  ist,  also  auch  T«  =  -—  .  r'  oder  dann  sind  die  Quadrate 

der  Umlaufszeiteujr'iH^'die  Würfel  der  Halbmesser«  >^. 

Um  die  Gesehwijodigkeit  4n  erhalten  ,  mit  welcher  ein  Kör- 
per auf  der  Oberfläche  der  Erde  horizontal  geworfen  werden 
müfste,  um  einen  Kreis  um  die  Erde  zu  beschreiben ,  so  ist  der 
Halbmesser,  dieses  Kreises  gleich  .O69  geographische  Meilen,  oder 
1*=  1967859B  Par,  Fufs,  die  Meile  zu  22829  Fufs  gezählt.  Der 
senkrechte ,  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtete  Druck 
ist  die  Schwere ,  also  (nach  Cap.  V  J.  2,) 

D  SS  3o»io3  Fufs 

und  daher  die  gesuchte  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  einer 

Secunde  v  =:  |/15r  =  24338,96  Fufs.  Eine  Kanonen  Kugel  \e%% 
aber  in  der  ersten  Secunde  noch  nicht  700  Fnfs  zurück ,  also  sind 
wir  noch  weit  entfernt ,  den  Körpern  auf  unserer  Erde  eine  sol- 
che Geschwindigkeit  zu  geben ,  welche  sie  zu  Satelliten  der  Erde 
machen  könnte.    Die  Umlaufszeit  jenes  Körpers    um  die  ganze 
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Erde  ist  T  :=  - — -,  also,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werlhe 

Ton  r  und  v  substituirt,  T  =  5o8o,oi)8  Secunden  =  i*"  a4'  40". 
Nimmt  man  an,  dafs  der  Mond  in  seiner  mittlem  Entfernung 
Ton  60  Erdhalbmessern  durch  einen  ähnlichen  Wurf  seinen  Kreis 
um  die  Erde  beschreibe,  und  sucht  man  daraus  die  Umlaufszeit 
3  des  Mondes,  so  ist,  da  nach  dem  Vorhergehenden  die  Quadrate 
der  Umlaufszeiten  sich  wie  die  Würfel  der  Halbmesser  verhalten 

1  s :  (10  3  =  (5080,098)  • :  S» 

also  S  =  2361016  Secunden  ==  S7.3q7  Tage,  nur  um  o.ooSTage 
oder  o^  7^  12^^  grölser,  als  die  durch  Beobachtungen  gefundene 
siderische  Revolution  des  Mondes.  Es  scheint  daher  dieselbe 
Kraft  der  Schwere  zu  seyn,  welche  die  Körper  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  fallen  macht,  und  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  um  die 
Erde  bewegt.  Wir  werden  weiter  unten  diese  Yermuthung  voll- 
hommen  bestätiget  finden« 

II.  Da  sich  den  Beobachtungen  gemäfs,  die  E^de  gleich- 
förmig um  ihre  Achse  dreht,  so  ist  der  Druck  jedes  Körpers 
.  auf  4ler  Oberfläche  der  Erde,  der  durch  die  Rotation  ^er.Ervie 
entsteht,  oder  so  ist  die  Centrifugal-Kraf t,  nach  derGleichung(d), 
dem  Halbmesser  des  Parallelkreises  proportional ,  in  welchem 
der  Körper  liegt«  Ist  also  r  der  Halbmesser  des  Aequators  der 
Erde,  T  der  Sterntag,  oder  die  Zeit  ihrer  Umdrehung,  g  die 
beobachtete  Schwere  am  Aequator ,  und  G  die  Schwere ,  welche 
ohne  der  Rotation  der  Erde  Statt  haben  würde ,  so  ist ,  da  die- 
Gröfsen  G  und  D  einander  in  ihrer  Richtung  entgegengesetzt  sind 

Es  ist  aber  r  =  19631210  Far.  Fufs,  und 

T  äs  86164  Secunden,  also 

G  — g  =.  0.1044 

Weiter  ist  (Cap*  II)  g  s  80.1027  also  ist  auch 

er         2U0 

G  =  30.2071  oder  ^  =   — - 

'  G         öqo 

d.  h.  die  durch  die  Centrifngal  -  Kraft  verminderte  Anziehung  der 
Erde  verhält  sich  zu  der  eigentlichen  Anziehung  derselben  unter 
dem  Aequator,  wie  2O9  zu  290. 

Damit  ggleieh  Null  werde,  müfste  T*  =  -7^ —  seyn,  d.  h« 

G 

es  müfste  T  =  5o6o''  scyn ,   oder  wenn  die  Rotation  der  Erde 

nahe  siebenzehnmal  geschwinder  wäre ,  als  sie  ist ,  so  wäre  die 


167 

Schwere  am  Aequator  Null ,  und  die  Körper , .  sich  selbst  über- 
lassen ,  würden  da  nicht  mehr  fallen« 

IIL  Djle  Erde  wird  bekanntlich  als  ein  Sphäroid  betrachtet « 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse 
entstanden  ist.  ist  die  halbe  grofse  Achse  dieser  Ellipse  die  Eia-. 
heit,  und  t  die  Excentricität,  und  endlich  9  der  Winkel  der  Normale 
liegend  eines  Punktes  dieses  Sphäroids  mit  dei'grofsen  Achse,  also 
9  die  beobachtete  Polhöhe  jdieses  Punktes ,  so  ist(TheiiI,  p«  276) 
die  Normale  des  Sphäroids  in  diesem  Punkte  gleich 

(!_««  Sin'  9) -4 

Bezeichnet  man  aber,  wie  zuvor,  durch  g  die  beobachtete  Schwere 
an  dem  Aequator ,  und  durch  «y  die  beobachtete  Schwere  in  der. 
geographischen  Breite  <p^  so  hat  man^  da  sich  die  Schwere  in  ver- 
schiedenen Punkten  des  Sphäroids  wie  die  Normalen  dieser  Punkte, 
verhalten 

g :  <y  =  1 :  (1 — t^  Sin»  9)  — » 
oder  da  #  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 


«• 


*y  =  6  (»  +  —  si»'  9) 


2 


woraus  folgt,  dafs  die  beobachtete  Schwere  von  dem  Aequator 
^egen  den  Pol  sehr  nahe  in  dem  Verhältnisse  der  Quadrate  der 
Sinus  der  Breite  zunimnit« 

« 

Ist  aber  L  die  Länge  des  Secundenpendels,  so  ist  für  den 
Ort,  dessen  beobachtete  Schwere  «y  ist ,  (§.  ö.  I) 

LT»  <y 

—  =  — r  oder  da  T  ÄS  i  ist ,  L  ä  —  also  auch 

L  =  -^  (1  4-  i-  Sin»  9) 

oder  auch  die  Zunahme  der  Länge  des  Secunden-Pendels  vom 
Aequator  gegen  den  Pol  ist  sehr  nahe  dem  Quadrate  des  Sinus 
der  Breite  proporlionirt.  Man  kann  daher  für  den  Ausdruck  der 
Länge  des  Secundenpendels  annehmen    ' 

L  =  a+  b  Sin»^ 

und  die  zwcy  Gröfsen  t  und  b  durch  die  Beobachtungen  bestim- 
men. Man  fand  so  für  die  Länge  des  Pendels ,  welches  seine 
Schwingungen  in  einer  Secunde  mittlerer  Zeit  vollendet 

L  =  3.0500/46  +  0.0.16571  Sin»  9  Par.  Fufs 
*  übereinstimmend  mit  Cap,  V,  J.  2. 
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5*  *•• 

Wir  wollen  nun  die  Carre  suchen ,  in  welcher  ein  Körper, 
der  blofs  yon  der  constanten  Schwere  g  getrieben  wird ,  in   der  ' 
kürzesten  Zeit  den  Weg  yon  einem  gegebenen  Punkte  bis 
zu  einen  andern  gegebenen  Punkt  zurücklegt. 

Ist  X  s=  o  die  senkrechte,  mit  der  Richtung  der  Schwere 
parallele  Coordinate  des  ersten  der  zwey  gegebenen  Funkte  ,  so 
ist  nach  der  Gleidiung  (c)  (Nro.  III  ^.  5.)  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers  in  jedem  Punkte,  zu  welchen  die  Coordinate  x  gehört 


y  =5  V^2  g  (X— a; 

vorausgesetzt ,  dafs  der  Körper  seine  Bewegung  in  dem  ersten 
gegebenen  Punkte  aus  der  Ruhe  anfangt«  Ist  ferneir  ds  das  Ele- 
ment des  Rogens ,  oder 

ds^  =  dx«  +  dy*  +  dz%  so  ist 

ds 

dt  =  «—  oder 

V 


f      1  /  dy*     ,     dz 

^^idxy  1+  j^,+^ 


und  dieses  Integral  soll  der  Aufgabe  gemäfs  ein  Minimum  seyn« 
Ist  aber 

f  dy     d9y  dz     d«z  1 

•  l^'  ^^  d7'  dx»  ••  '  ^'  äx'  i^     '     ] 

dy 
eine  solche  Funktion  yon  x,  y,  Zj  t^  • .  •♦deren  Integral  ein  Gröfs- 

tes  oder  einKleinstes  seyn  soll,  so  ist  bekanntlich  (Theil  I,  Seite  279) 

dy  d'y  d'y 

.^Ä,L(^)^A      df(Jz)     ■    ^.     df(d«z) 
dz  d'z  d^z 

Wendet  man  diefs  auf  unsern  besonderen  Fall  an,  so  hat  man 

dy  dz 
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d. 


df  (dy) 
d»y 


ix 


i. 


.    df  (dz) 
d.-^ir-='^- 


dz- 
dl 


V 


.,  (^>-(. + g; + -) 


also  sind  jene  bejden  Bedingungsgleichungen ,  da  alle  übrigen 
Glieder  verschwinden 


«►  •  I    4    f 


,     dfrdzV 
d.  — TT-^   =i  o 
d'z    ■ 


^  < 


und  diese  beyden  Gleichungen  sind  zugleich  die  gesuchten  Glei- 
chungen der  Curve*  ihre  ersten  In^egralien  sind 

'  dx 


dz 

dx 


V 


=  C' 


V  /        dy'.      d2«\ 

ag(x-a)(.  +  5^4-^-,) 

und  diese  beyden  Gleichungen  geben 

O.dy  =  C dz  oder  C'y  =  Cz  +  C" 

wo  C ,  C^  C^^  constante  Gröfsen  sind*  Da  diese  Gleichung  in  7 
und  z ,  eine  der  Projektionen  der  gesuchten  Gurve,  eine  gerade 
Linie  ist,  so  ist  die  gesuchte  Curve  eine  ebene  Gurre»  Legt  man 
daher  diese  Gurre  in  die  senkrechte  Ebene  der  xy,  so  ist  z  =  o 
und  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurre  ist 

dy 
di 


y«g(x-a)(.+    g  +  ^) 


—  =  C  oder 


/. 


IJO 


dy  =  '  ■■' *   dl 

\/(x--a)— 2gC»(x— a) 

Ist       X  —  a  s:  x'  und 


1  ^ 

s  b  80  ist 


2C«g 

x'  dx' 


»  f/ix/— X'» 

die  Gleichung  der  Cyclois  ,  welche  Curre  also  die  gesuchte  Linie 
des  hürzdsUn  Falles ,  od^r  die  Btachystriychron  e  ist.  Das 
Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

y  c=  —  \/bx'— x'»  +  •-  Are,  Cos  * — r — 

I«  Dieselben  Resultate  wird  man  auch  erhalten ,  wenn  man 
die  Aufgabe  nach  der  im  Theil  I  p.  fift3  gegebenen  Methode  auf- 
löfst.  Behält  man  die  dort  gegebenen  Bezeichnungen  bey ,  so  ist 

TT        \/1  +p.4.q. 

und  da  die  Gröfse  U  weder  y-  noch  z  enthält,  so  ist  N  =:  o  und 
N'  =  o  und  eben  so  Q  t=  Q'  =  R - . . .  =  o,  also  werden  die  Glei- 
chungen (3)  p.  286  in  folgende  übergehen 

dP  =r  o   und   dP^  =  ü 
deren  Integralien  sind 

P  =  C  und     P'  =  C' 
wo  C  und  C^  Constiinte  sind«  Es  i»t  aber 

du P    

^  ^   "^      ^^  •• und 

«•P         \/ag(x— a;(i+p»-fq') 


du  _ 


MMS«Mt>i>**aM«*i 


*?         X/2g  (x-.a)  ( 1  ^-  p  *+<! » ) 
also  sind  auch  jene  beyden  Integralien 

P 


\/ag(x— aXi+p«^.q-; 

q 


=  C  und 


l/3g(^x— a)(i+p»-t-q») 
dieselben  ,  welche  wir  oben  erhalten  habeh. 


C 


17» 

»  » 

Zum  Schlüsse  dieses  Gapitels  wollen  wir  nodi  folgende  inte- 
ressante Angaben  auflösen.         •     .  >    ^ 

Zwey  Körper,  deren  Massen  darch  m  nndm^bezeichnet  werden, 
seyen  durch  eine  gerade  und  unausdehnbare  Linie,  deren  Länge 
a  ist,  verbunden.  Der  erste  &ey  gezwungen ,  sich  auf  der  ebenen 
Curye  dy  =  p  dx,  und  der  zweyte  sich  auf  der  Curye  Sy  =  qdx 
zu  bewegen ,  während  auf  den  ersten  die  veränderlichen  senk- 
rechten Kräfte  X,  Y  und  auf  den  zweyten  die  senkrechten  Kräftq 
X',  Y'  wirken.  Man  suche  die  Bewegung  beyder  Körper.  Wenn, 
dieBevi^egung  ganz  frey  wäre,  so  würde  die  Gleichung,  welche  diese 
Bewegung  bestimmt,  nach  dem  Yorhergehenden ,  folgende  seyn 

+  m'  (X'  -  ^°^)   «X  +  m'  (Y'-i^)  «y  =  o  .  .  .-  (VIII) 

WO  X  y  die  senkrechten  Coordinaten  des  ersten ,   und  x'  y'  die 
des  zwey ten  Jiörp^rs  sind. 

Allein  die  Bewegung  beyder  Körper  ist  nicht  frey.  Denn 
erstens  sind  sie  durch  die  gerade  Linie  a  verbunden ,  wo 
a»  s=  (x-^x')*+(y — yO*  ist»  und  da  diese  Linie  nnausdehiibar  seyti 
soll,  sa  ist  da  =  o  oder 


<i      >'  r  I 


(x-xo  («X— 5x0  +  (j—yO  («r— öyO  ==^  o .  .• .  (t) 

'    ..        '     *  •  -  ■ ' 

welches  die  erste  Bedingungsgleichung  der  Bewegung  ist.  D^ 
aber  zweytens  sich  jeder  der  zwey  Körper  auf  einer  gegebenen 
Curve  bewegen  soll ,  so  sind  die  zwey  übrigen  Bedingungsglei- 
chungen' 


Äy/  =  qÄx'J 


(b) 


Eliminirt  man  aus  der  Gleichung.  (Till)  und  diesen  drey  Bedin- 
gungsgleichungen (a),  (b)  drey  von  denGröfsen  Äx,  Äy,  5x',  by* 
so  verschwindet  auch  die  vierte,  und  man  erhält  als  Resultat  der 
Elimination  eine,  einzige  Gleichung  zwischen  x,  y  ,,x^|  yA  Diese 
letzte.  Gleicbfing^it  den  d^ey  folgenden         .... 

a«  ==(x-.xO*+(y— y')' 

dy  t=  pdx 

« 

dy'  a=  q  dx^ 

verbunden ,  wird  dann  hinreichen,  die  vier  Gröfscit  x,  y,  x',  y' 
für  jeden  Werth  von  t  zu  bestimmen  ,*  und  sonach' die  gegebene 
.Aufgabe  aufzulösen. 
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Nehmen  wir  in  einem  besondern  Falle  an,  dafs  die  zwey  ge* 
gebi^nen  Curve^  Kreise  des  Hattnne^sers  r  und  r/:  sind ,  deren 
gemeinschaftlicher  Mittelj^unkt  der  Anfang  deriToiordiBateu  i#t| 

80  hat  man  .       ,  ,       ,  . 

•  V- 

'      X»  -f-  y*  =  r',  x'»  4-  y*'  =  r'*  al»ö  «wb   .■ 

.        ij  S=  —  1    ix,   iyt  =  —  ^  tx'       • 

T    ■  r      . 

wodurch  die  Bediagungsgleiclning  (a)  in  folgende  übergeht 

■-.."■     •  y  ■    -y' 

so  dafs  man  f^.die  Gleicbang  (Ylil)  erhält 

-n./x//T/_Ül')=o 

\  dt«  /  ' 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  drey  folgenden 
X»  +  y«  SS  r%  X'*  +  y'»  =  t'%  (x— x')'  +  (y— y')^  —  a« 

so  wird  m^n  daraus  die  Werthe  von  x ,  y ,  x^  y^  ak  Funktionen 
von  t  bestimmen. 

Da  die  E^ntfernungen  r ,  t^  der  Körper  Tom  Anfangspunkte 
der  jCoordinaten  unveränderlich  .sind ,  so  ist  die  Lini^ ,  welche 
die  beyden  Korper  mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der 
Kreise  yerbindet 9  als  ein  Hebel  zu  betrachten,  dessen  Unter- 
stützungspnnkt  jener  Mittelpunkt  ist* 

Wirkt  blofs  die  constante  Schwere  g  in  der  Richtung  der  y , 
so  ist  X  rs  X^  =  o  und  T  =.  T'  =>  g ,  also  die  vorige  Gleichung 

-^  (xd«y_yd',x)+ |!i  (x'dJy'-yM'x') 
—  g  (mx  4f.  m'xO  =  o  .  .  • .  (c) 

* 

Sind  ab^r  A  ,  B.die  CoordinateiK vdes  Schwei'pütiktes  der  beyden 
Gewichte  mg  und  m^g^  woA  mit x;  undB  mit  y  p^allel  ist,  so 
hat  man  (Gap.  I>  m      . 

(m  +  mO  .  A  ==  mx  +  m'x'. .  •  •  (d) 

Nennt    man    endlich   5   den   Winke],   welchen  die  Entfernung 

\/A'+B«.de8  Schwerpunktes  von  dem  Anfange  der  Coordina- 
ten  mit  ^er  Achse  der  x  bildet ,  so  findet  man  leicht 

xd*y— yd^x  =— r*d^d 


•73 
und  eben  so 


lind  da  A  Ä  y/A»  +  B«.  Sin  i  ist,  so  ist  die  Gleichung  (d)  jetzt 
folgende: 

mx  +  m'x'  s=  (m  +  m'}.  y/A.*  +  B«.  Sin  ;» 
Snbstituirt  man  diese  Wer the  in  der  Gleichung  (c),  so  erhält  man 

d«d  

(mr«+m'r'»)j[^  +  (m  +  aiO*  g  x/A'+B'.  Sin5ÄO 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

iiir"  +m'r'* 


f  SS 


(m+mO|/A«4-B» 

so  ist 

d*»         e 

dF  +  f  ^•°*=« 

Yergleicht  man  diesen  Ansdrnch  mit  der  Gleichung  (b)  des  §,  5m 
so  sieht  man ,  dafs  die  Bewegung  unsers  Hebels ,  oder  vielmehr 

die  der  Linie  yA"  +  ß'»  welche  den  Schwerpunkt  beyder  Kör- 
per mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  beyden  Kreise 
verbindet ,  dieselbe  mit  der  Bewegung  eines  Pendels  ist ,  dessen 
Länge-  f,  und  dessen  Aufhängepunkt  jener  gemeinschaftliche  Mit- 
telpunkt der  beyden  Kreise  ist« 

Zwey  gerade  Linien  AB  und  CD  durchschneiden  sich  senk- 
recht in  ihrer  Mitte  Q.  An  den  beyden  Endpunkten  einer  unbieg- 
»amen  Stange  ,  deren  Länge  gleich  a ,  sind  zwey  Körper  befesti- 
get, deren  der  eine  m  sich  in  AO,  und  der  andere  m^  sich  in  CO» 
wie  in  einemKanale,  bewegen  soll.  Einer  dieser  beyden  Körper 
erhalte. eine  ursprüngliche  Impulsion,  ohne  dafs  äufsere  Krätte 
auf  sie  wirken ;  man  bestimme  die  Bewegung  dieser  Körper« 

Sey  Om  =  x,  Om'  =  y  ■  also  a»=x"  +y*  und  dt  das  Element 
der  Zeit,  so  hat  man,  nach  dem  Grundsatze  der  Erhaltung  der  le- 
bendigen Kraft  (Cap  Jll,  J.  S.)  in  einer  leicht  zu  entwerfenden  Mgur 

mdx*         m'dy* 

wo  A  eine  Constante  bezeichnet«  Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 

y«dy»       ,       ,     .        x"dx* 
dx*  Ä     , — ~  oder  dy*  «-  7= — —  , 
a» — y»  -'  a  — X 

so  erhält  man 
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y  A(a«— X«) 

A(a«— j«) 

Integrirt man  'diese  zwey  Gleichungen,  so  erhält  man  x  sowohl 
als  y  durch  t  ausgedrückt.  Sind  dann  v  und  v'  die  Geschwindig- 
keiten der  Körper  m  und  in/,  so  ist 


=  -  =  \l 
dt      V 


A(a»— X») 


und ,/  =  %  =  i/ZIEEiEr. 

^^  V   m'a»— (m'— m)y* 

Ist  im  Anfange  der  Bewegung  m  in  A  und  mMn  O ,  und  ist  c 
die  anfängliche  Geschwindigkeit ,  welche  der  Körper  m^  erhalten 

hat,  so  ist  c  =s    |/  "^'  wodurch  die  Gröfse  A  bestimmt  wird. 

Wie  dann  m^  näher  zu  G  kömmt ,  nimmt  seine  Geschwindigkeit 
ab,  bis  sie  in  C  selbst  \  wo  y  =  a  =  OC  wird,  völlig  verschwin- 
det; die  Geschwindigkeit  von  m  aber  wächst  in  derselben  Zeit, 
bis  m  nach  O  kömmt,  wo  die  Geschwindigkeit  von  m  ihren  gröfs- 


V^ 


ten  Werth  c   1/  —  erreicht.  Wenn  der  Körperm  diesen  Punkt 

O  erreicht  hat,  so  geht  er  weiter  durch  den  Kanal  OB  ,  während 
m'  durch  CO  zurückgeht ,  und  jetzt  ist  die  Geschwindigkeit  von 
m  in  B  gleich  Null ,  und  die  von  m'  in  O  gleich  c.  Von  da  geht 
m^  durch  OD  =s  a,  während  m  durch  ßO  =  a  geht;  femei*  geht 
m  durch  OA ,  wahrend  m^  durch  DO  zurückgeht ,  u«  f.  so  dafs 
die  beyden  Körper  ohne  Ende  die  beyden  Kanäle  AB  und  CD 
durchlaufen,  wenn  sie  von  keinem  Widerstände ,  keiner  Reibung 
to«  f.  aufgehalten  werden« 


i:5 


SIEBENTES   KAPITEL. 


Bewegung,  darch  Centralkräfte. 


V  V  enn  auf  den  Körper  eine  yeränderliehe  Kraft  R  wirkt ,  die 
nach  irgend  einen  festen  Pankt  gerichtet  ist,  so  wird  man,  wenn 
man  diese  Kraft  parallel  mit  den  Richtungen  der  drey  recht  wink- 
lichten Coordinaten  Jijz  zerlegt,  deren  Anfang  jener  feste  Punkt 

ist,  für  diese  drey  Seitenkräfte  haben  R  — ,  R  —  und  R  — ,  wo 

♦  r  r  r 

der  Kürze  wegen  die  Entfernung  des  Körpers  Ton  dem  festen 

Punkte  gleich  r  =  \/x*  +  y*  +  z*  gesetzt  worden  ist.  Nimmt 
man  also  an ,  dafs  diese  Kraft  den  Körper  dem  festen  Punkte  zu 
nähern  sucht,  so  hat  man  für  diese  Seitenkräfte  nach  x  7  und  z 

X  =  —  —    T  «  —  5^  und  Z  =  —  — 
r   '  r  r 

Ist  daher  die  Bewegung  des  Körpers  frej ,  und  keinen  andern 
Bedingungen  unterworfen ,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  (III) 
oder  (IV)  desCapitels  II 


d»K    ,    Rx 

O    S=   -r -4 

dt»   ^    r 

dt»  ^     r 
d»z        Rz 


1 


....() 


Diese  Gleichungen ,  welch«  das  Element  dt  der  Zeit  als  constant 
voraussetzen ,  bestimmen  die  Bewegung  des  Körpers ,  diesen  als 
einen  Punkt  betrachtet,  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten« 
Diese,  Gleichungen  enthalten  weder  unmittelbar  die  Coordi- 
naten des  Punktes,  in  welchen  die  Bewegung  des  Körpers  anfing, 


»  / 
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noch  die  dem  Körper  im  Anfange  mitgetlieilten  Gesell  windigkeiten 
nach  den  drey  Achsen  der  Coordinaten ,  aber  diese  GrÖfsen  wer- 
den später  durch  die  Constanten  bestimmt  werden ,  welche  die 
doppelte  Integration  dieser  drey  Differentialgleichungen  des 
zweyten  Grades  einführen  wird. 

Ist  R  als  eine  fi  unktion  der  Coordinaten  xjz  oder  als  eine 
Funktion  des  Radius  Yectors  r  gegeben,  so  werden  die  erwähn- 
ten drey  Integrale  Gleichungen  zwischen  x  y  z  und  t  seyn;  man 
wird  also  aus  denselben  die  Werthe  der  Coordinaten  x  y  z  für 
jeden  Werth  yon  t  bestimmen ,  d  h.  man  wird  den  Ort  des  Kör- 
pers für  jede  Zeit  angeben  können.  Wenn  man  endlich  zwischen 
diesen  drey  Integralen  dieGröfse  t  eliminirti  so  erhält  mans^wey 
Gleichungen  zwischen  x  y  und  z ,  welche  daher  die  krumme  Li- 
nie, die  Bahn,  ausdrücken,  in  welcher  sich  der  Körper, bewegt» 

I.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  dx, 
die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte  durch  dz,  so  gibt  die  Summe 
dieser  Produkte 

dxd«x+dyd"y-}-  dzd«z         Rxdx-J-Rydy-f-Bzdz 

o  =    — » 1-  '  ■  '■ 

dt«  r 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx«-l-dy«  +  dz«  /"R 

0= -J-a  y  -7  (x  dx -f- y  dy  +  2  dz)  +  Const* 

dt'  ^ 

• 

oder 

dx*-|-dy*  +  dz»  ^ 

'    /    o  =  — --; 1-  2  y  R  dr  +  Const. 

dt*  "^ 

Ist  daher  die  Kraft  R  eine  Funktion  des  Radius  Vectors  r  , 
soistaudi  das  Integral /Rdr  eine  bestimmte  Funktion  des  Ra-' 
dius  Vectors^  die  wir  durch  F  (r)  bezeichnen  wollen.  Es  ist  aber 

5x*+dyM-dz» 

— -^—^ der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers in  jedem  Punkte  seiner  Bahn  (Cap.  III,  g.  3.).  Nennt  man 
daher  c  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  und  eben 
so  a  die  anfangliche  Entfernung  r  des  Körpers  yon  dem  festen 
Punjite ,  so  ist  die  letzte  Gleichung 

O  =  c*  +  JJ  F  (a)  +  Const. 

und  wenn  man  diesen  Werth  der  Coiist.  in  der  fetzten  allgemeinen 
Gleichung  substituii't 

dx«+dy«4-dz« 

/^.^ =c«+2f(a)-2f(r) 

oder,*  wenn  die  I(raftR  eine  Funktion  deii Radius  r  ist,  so  hängt 


V 
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der  Werth  der  Geschwindigkeit  des  Kdrpers ,  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn  nur  von  dei^ntfernang  r  des  Körpers ,  yon  der  an« 
fanglichen  Entfemfuig  a,  und  von  der  anfänglichen  Geschwindig- 
lieit  ab.  Wenn  daher  ein  Körper  yon  einem  gegebenen  Punkte 
init  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  ausgeht ,  um  zu  einem  an- 
deren Punkte  zu  gelangen ,  so  wird  er  bey  seiner  Ankunft  in  die- 
sem letzten  Punkte  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben ,  wel« 
ches  auch  die  krumme  Linie  sejn  mag,  die  er  zwischen  diesen 
beydenPunkten  beschrieben  hat.  Wirkt  aber  auf  den  Körper  keine 
äufsere  Kraft,  sondern  bewegt  er  lieh  Mofs  in  Folge  eines  anfäng- 
.Hchen  Slofses ,  so  ist  R  =&  o ,  also  auch  F  <r)  s  o  und  daher « 
wie  die  letzte  Gleidiung  zeigt  4  die  Gesch'^rindigkeit  des  Körpers 
in  allen  Punkten  seiner  Baihn  constant« 

n«  Multiplicirt  maii  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  y, 
und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  die  Differenz  dieser  Produkte  , 
wenn  man  sie  integrirt, 

X  dy — j  dx  s  c  •  dt 

und  eben  so  x  dz — z  dx  s=  c^ .  dt 

y  dz«— ZMly  =  c".  dt 

• 

wo  c ,  0^1  c'^  constante  Grpfs^n  sind.  Es  ist  aber  x  dy — y  dx  der 
Ausdruck  der  doppelten  FJäche ,  welche  der  auf  die  Ebene  der 
xy  projicirte  Radius  r  in  der  Zeit  dt  beschr^bf«  Ausdiesen  Glei« 
chungen  folgt  daher,  dafs  wenn  die  Kraft ,  welche  ain  einen  Kör- 
per wirkt,  nach  einem  festen  Punkt.,  den  Anfang  der  Goordinaten 
gerichtet  ist,  dafs  dann  die  Flächen ,' welche  der  Radius  r.in 
Beziehung  auf  jede  der  drey  cook'dinirten  Ebenen  beschreibt,  der 
Zeit,  in  welcher  sie  beschrieben  werdefi,  proportional  sind.  Auch 
umgekehrt,  wenn  dieäe  Flächen  sich  wie  die  Zeiten  yerhalien , 
so  ist  die  Kraft  nach  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gerichtet, 
denn  neiint  nian  wieder  X  Y  Z  die  nach  den  Atfaveh  der  Goardina- 
ten  zerlegten  Kräfte,  so  hat  man 

d*x  d'r  *  c  ^        ä^z 

o  e=s  — -  4-  X ,  o  =s  -♦--  4-  Y  •  und  o  = k-  Z 

dt«  7^     '  dt»  ^     '  .  4t"  ^^ 

ttultiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  y  utid  die 
zweyte  diirch  x,  so  gibt  di^  Differenz  dieser  Produkte 

d.Cxdy-ydx)  ;^   ^^   .  ^ 

""  =  ^ IT* +  ^"""^^^ 

mit  den  ähnlichen  Ausdrücken  für  xz  undy:*»  fst  daher  die  Flä- 
che X  dy— y  dx  constant,  also  ihr  DiflFerential  gleichNull,  so  ist  auch 

Yx-Xy  =  o  .    ,.    . 

oder  die  Kräfte  X  und  Y  verhalten  sich,  wie  Si^  Ciiordlnatcn  x 
und  y  d.h.  die  mittlere^  auf  dep  beydoö Ki?äf l©i  X  und  Yzu- 
Ul.  '^  M 


I 

\ 

f  i 


-* 
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sammeng^teut«  Kraft  g^kt  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
(Vergl.  Cap.  IH,  §. «,) 

IIL  Multiplicirt  man  die  drey  ersten  tvleichungen  in  IT  nach 
der  Ordnung  durch  z ,  —  y  und  x ,  so  gibt  die  Summe  dieser 
Produkte 

o  =  c'^  X — c^  7  +  c .  z 

* 

die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcb&r  sich  der  Körper  bewegt» 
und  die  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht.  Da  also  der 
Körper  sichln  einer  ebenen  Curye  bewegt,  so  können  wir 
die  bisher  willkükrUchen  senkrechten  Coordinaten  x ,  y ,  z  so 
annehmen,  dafs  die  bejden  ersten  x  und  7  in  der  Ebene  dieser 

Rz        . 
(^urve  liegen,  wodurch  z  also  auch  — -  gleich  Null  wird.  Die  Be- 
wegung des  Körpers  wird  daher  schpn  durch  folgende  zwej 
Gleichungen  bestimmt 

d»x    .    Rx 


o  =s 


(H) 


dt»    ■ 
die  wir  nun  näher  betrachten  wollen, 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (11)  durch  dx , 
und  die  z^cytc;  durch  d7,  so  gibt  ihre  Summe,  wie  zuror    . 

'     dT         ==  A-*/Rdr  . 

!     '  ... 

wo.Aiein0  eonstante Gröfse  ist«  Multiplicirt  nian  aber  die  erste 
durch  7 ,  und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz  - 

xdy — ydxssB.dt 

woB  wieder  eine  Constante  ist«  Um  diesen  Gleichungen  eine  ein- 
fachere Gestalt  zu  geben ,  seye  v  der  Winkel  des  Radius  r  mit 
der  Achse  der  x ,  so  ist  x  =  r  Cos  v  und  y  :=  r  Sin  v,  Substi- 
tuirt  man  diese  Werthe  yon  x  und  7 ,  und  ihre  Differentialien  in 
den  beyden  letzten  Gleichungen,  so. gehen  sie  in  folgende  über 

r*dv*  +  dr* 

— a^—^^-^f 

r«dy   s=  B«dt 

Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Kör* 
persin  jedem  Punkte  seiner  Bahn,  und  die  andere  enthält  das  Gen  , 
setz  der  Eriialtung  der  Flächen  (Cap,  iU,  §.  2.),  denn  ist  a  der 
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Bogen  und  f  die  Fläche ,  welche  zwischen  der  Achse  der  x  und 
dem  Radios  r  enthalten  ist,  so  hat  man  bekanntlich: 

ds«  =  r*dy«  +  dr»  und  df  ä  J  r*dv 

Eliminirt  man  ans  den  beiden  Gleichiing^en  (i)  dieGröfse  dt ,  90 
erhält  man 

B^         B«dr»  r        ' 

oder  •»  sa   -r  -« d.,  Ir*  av*j 

1*  ^         ^  - 

dr 

Piese  Gleichung  gibt  die  Kraft  R,  weAn,  4i<s  Gleichung  derCurre 
gegeben  ist,  in  welcher  sich  der  Körper  beivegt,  und  sie  gibt 
auch  die  Gleichung  dieser  Curre,  wen.n*die  (traft  R  gegeben  ist , 
die  auf  den  Körper  wirkt.  Der  letzte  Fall  erfiord^rt  aber  eine  dop« 
pelte  Integration,  daher  wir  jenen,  als  den  einfacheren.,  zuerst 
betrachten  wollen,   .  .    * 

I«  Es  sey  die  Curve  eine  Ellipse ,  deren  halbe  gcofse  und 
kleine  Achse  a  und  b  ist.  Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten ,  nach  welchem  die  Kraft  R  immer  gerichtet  seyn  soll ,  in 
dem  Mittelpunkte  derfilUpaiQ  an  v  «o  ist  die'Gleichung  der  Ellipse 

ab        . 


\/a*'8iii'»i^+b*Cos»v 

und  ihr  Differential 

dr  r   (a»-i-b*) 


dy  Äa«b« 

Allein  die  erste  Gleichung  gibt  auch 


Sin  f^f 


.  ff  ^ 


<        t  • '  > 

.1    ,  \  •  .' 


,  1 1  *  1 .  •** 


also  auch 
Sin2  v=;  aSipy  Coay«  u  ^^J^^^^    r?.\/(a,«-rHr»Xr •—*'•) 

Substituirt  man  diesen  Auiditick  von  Sin,  a  v  in  der  iweyten  der 
vorigen  Gleichungen ,  so  ist 


.      ♦  .  I  •  .     '         . ...  I  ♦.  .        j     ♦;  •     '  *. 

U'i 


iBo 


Ar 


unfl  wepn  man  äiesea  Wjerth  von  -j-  in  der  Gleichung  (3)  aub- 

fttitnirt 

^  (a«+b«-rO  =  A-i/Rdr 

und  deren  Differential  gibt : 

B  • 
a«b« 

Wenn  also  der  Korper ,  der  Planet ,  eine  Ellipse  beschreibt ,  in 
deren  Mittelpunkte  zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft,  die  Sonne, 
ist ,  so  mufs  sich  diese  Kraft  R  ^^vie  die  Entfernung  des  Körpers  r 
Tcrhalten ,  oder  die  Kraft  mufs  mit  der  Entfernung  in  demselben 
Terhältnisse  ab-  und  zunehmen. 

Sucht  man  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt,  eine  hyper- 
bolische Spirale   zu  beschreiben ,   deren  Gleichung  bekanntlich 

r  r=:  — , —  ist ,  so  gibt  die  Gleichung  (2) 


1+^ 


R 


oder  die  Kraft  rerfaält  tich ,  wie  yerkehrt  der  Würfel  der  Ent- 
fernung» 

Sucht  man  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt,  einen  Kreis, 
dessen  Halbmesser  a,  zu  beschreiben,  und  nimmt  man  den  An- 
fang der  Coordinatenoder  deii  Mittelpunkt  der  Kraft  in  der  Peri* 
pherie  des  Kreises  f^ »  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

r  =s  fl  a  Cos  V 


also^ibt  die  Gleichung  (d) 


Rs 


8a*B> 


oder  die  Kraft  yerhalt  sich  5  wie  yerkehrt  die  fünfte  Potenz  der 
Entfernung. 

Sucht  man  endlich  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt, 
sich  in  einer  Ellipse  zu  bewegen^  in  deren  einem  Brennpunkte 
der  Mittelpunkt  der  Kraft  ist,  so  ist  die  bekannte  Gleichung 
der  Ellipse 

a(i— e«) 

1  -J-  «  Cos  9 

wo  r  die  Entfernung  des  Körpers  yon  jenem  Brennpunkte ,  v  der 
Winkel  yon  r  mit  dem  kleineren  Theile  der  grofsen  Achse  2  a  , 

nndaedie  Excentricitat,  also  die  halbe  kleine  Achse  b  ss  a[/l— e% 


i^,   ' 


•  8i 

und  der  h4lbe  PianRfn«tm.p..^.|i.(i-T:«l?}  ju.  Is|  ia. dieser, Glei- 
chung die  Gröfse  a  negativ ,  und  ist  e  gröfser  afs  die  Einheit , 
•o  gehört  sie  fiir  die  HypeÄel,  und  isj:  e  gleich  der  Einheit » 
und  a  unendlich  grofs ,  so  gehört  sie  für  die  Parabel«  Wenn  man 
iiie  differentüret,  so  erhält  man: 


dr 


1 


r*dv«         ar(i — e*)         r'         a' (i— e') 
also  gibt  die  Gleichung  (s)  • 

>ar(f^ — e«)         a*(i-^e«)  *^ 

und  dessen  DifFerentiaV 

B'  t  B*     1  • 

»  =  rTTTTt-^  oder  II  =  ^.^  .  .  ,  (3)1 
a^i— e')*  r"  p     r" 

oder  die  Rraft  rerhalt  sich ,  wie  yerkehjrt  4as  Quadrat  d^r  But-^ 
femung. 

11.  Bequemer  werden  diese  und.  ähnliche  Untersuchungen , 
wenn  man  die  Gleichungen  -der  Gurren  zwischen  dem  Radius  Vec- 
tor  r  unddemliOthe  u  ans  dem  Anfangspunkte  von  r  auf  dieTanr 
geote  de?r  Curve  einfuhrt.  Man  hat  nähmlich,  wie  man  leicht  sieht ; 

äs       r*     ds  ,    r  dr       r     ^ 

dy        u     dr       l/^fC-u*     ^       u  ^    - 

du ^  du       u 

—  =  v/i^«_u  i  und  5^  =  - 


-wo  ds  Ä  \/dr»  +  r*  dv*  4.a8  Element  des Bogens  der  Curre  be^ 
zeichnet.  Differentiirt  man  die  dritte  dieser  Gleichungen,  indem 
man  dr  constant  annimmt ,  so  ist 

^  f  . .       r(rdr — ^udu)! 

d'y.r  \/r*— u"  =  du.dr— dv.  Idr  v/r' — u*  +         ^  i 

l  J/r«— u»      J 

Substitttirt  man  dieseii  Werth  yon  d*i»  In  dem  bekannten  Aus- 
drucke des  Rrümmungshalbmessers 

ds» 

ds*  dv4-dr*di'+ rdrd'v 

und  setzt  man  statt  ds  und  di»  ihre  vorhergehenden  Werthe  in  dr . 
so  erhält  man  für  den  Kriinunungshalbmesaer  cten  einfachen  Auf- 
druck 

rdr 


m 


lß2 

alfo  Wird  aacli  die  GMcbtfAg  (il)  in  folj^ättih  übergehen  \     ' 

1^  iä  J^~ay-bar  oäcr'  ' 


«tff« 


•«»  f 


«  j  B«  du 

Hdr  ss=  -; — -—  oder  endlich 


u3 


uf ,^  <  *  ^  ••'«    ♦• 


Mit  diesem  Ausdi:;iicke  Ussen  sich  fie  Vorhergehefiden  Aufgaben 
ohne  Mühe  auflösen,  wenn  man  d^üjeichung  der  gegebenen 
Curven  zwischen  u  und  r  zu  Grunde  legt.  So  ist  f(ir  die  loga- 
rhhmische  Spirale  ^  .v-:  .    ,  ^. 


ny: 
V  =c  m,log,r  oder  ü  = 


für' die  "hyperbolische  Sjplfale  •     '       *' 

mr 


9 


— ^.       oder  u  = 


•  r*^i«  .^/m«  *^T^  • 

♦ 

für  die  Ellipse ,  wepn.  u  V^nd  r  au^  dem  Mittelpunkte  genommen 
.    werden  ,  und  a ,  b  die  halbe  grofse  und  kleine  Achse  bezeichnet 

a*  b«    . 


u» 


a«4-b« 


und  wenn  u  und  raus  einem  der  beyden  Brennpunkte  genommen 

werden 

b'r 


u« 


?a— r 

für  den  Kreis  endlich,  dessen  Halbmesser  a  ist,  hat  man,  wenn 
II  und  r  aus  einem  Punkte  der  Peripherie  genommen  werden 


r»  =  2cau 


ITl,  Rie  zyreyte  dey  Gleichungen  («)  jst  r'dv  szjB^U  flennt 
man  aber  wieder  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraft,  auf 
die  Tangente  der  Bahn,  so  ist  (nach  n)  r^dv  =  uds  also  ist  auch 

ds         B 
'    dt         u 

Da  aber  --  der  Ausdruck  d>er  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  sei- 

nerBahn  ist,  so  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  für  jedeCentral-Kraft 
die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  der  Bahn  sich  wie  verkehrt 
das  Lolh  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraft  auf  die  Tangente  der  Bahn 
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in   diesem  Punkte  ^rhält«  Die  Winkelgeschwindigkeit 

dv 

aber,  pder  die  Gröfse  •--  verhält  sieh,  wie  die  zweyte  derGlei- 

...  dt 

chungen  (i}  zeigt ,  wie  rerkehrt  das'Qua*drat  des  Radius  Yectors« 

Wir  wollen  nun  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  auflösen,  und 
die  krumme  Linie  suchen,  wenn  die  Kraft  gegeben  ist.  Der  Kürze 
wegen  wollen  wir  aber  nur  den  ersten  und  letzten  der  in  ^.  2.  ge- 
gebenen Fälle  näher  betrachten» 

Es  rerhalte  sich  also  zuerst  die  Kraft  wie  die  Entfernung  r , 
oder  es  seje  R  =  m.r  wo  m  eine  constante  Gröfse  bezeichne l, 
so  gehen  die  Gleichungen  (ll)  des  ^*  1.  in  folgende  über: 

d*x  d«y 

o  « -^  +  mx,  o  = -^  +  «ly 

«  ^ 

Es  sey,  wie  zuvor,  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sini^.  Substituirt  ma^ 
diese  AYerthe  von  x  und  y  in  den  vorhergehenden  Gleichungen , 
und  mulliplicirtdann  die  erste  durch  Sin  v,  und  die  zweyte  durch 
—  Cos  V ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie  integrirt 

r*  dv  , 

WO  m^.ab  eine  Constante  ist.    Multiplicirt  man  aber  die  erste 

jener  Gleichungen  durch  Cos  v^  und  die  zweyte  durch  Sinv,  sa 

gibt  ihre  Summe 

d«r        rdv« 

%—- r——  +  mr  Ä  o 

dt«  dt*    ^ 

dv  m^  •  ab 

oder  wenn  man  statt  -^-  seinen  Werth r —  substituirt , 

dt  r* 

d*r        ma«  b«    , 

« 3 f-  mr  SS  o 

dt»    ,        r*       ^ 

MuUiplidrt  man  diese  Gleichung  durgh  dr  und  iniegrirt ,  so  ist : 

dr*         ma'b*     .  ,  .  .  1  .v 

ät^H iT. hmr»  =  m(a»+b») 

wo  wieder  m  (a*  +  V)  eine  Constante  ist.  Wir  haben  also  dt# 
*yf^y  Gleichungen 

r  dr 
des 


>i  ■■ 


J/m(~a«  b»  +(a*+b*)r*— T^O 


ab.dr 

und   äv  SS  ■  "  

Das  Integral  der  leuteii  ist 

b  n  /a»— r» 
Sin  (ir-«)  =  -  y  j^^j— g7 

•  « .. . 

und  das  btegral  dfer  erstc^a 


I  ■  1 1 1 1   I 


t — ß  =     .'    ■ .  Are.  Cos 


a(/m         -^  .  a« — b^ 

wo  a  lind  ß  di(ß  Con^tanten  der  Integration  sind.  Die  vorletzte 
Gleichung  zeigt,  dafs  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittel- 
punkt zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft  oder  der  Anfang  der 
(>oordinaten  ,  und  deren  halbe  grofse  und  kleine  Achse  a  und  b 
ist.    Fangen  die  Gröfsen    (y  —  et)    und  t  zugleich    an ,   so   ist 

ß  Ä  -r-j-  wo  nr  =s  3.l4x^9 

f 

und  die  letzte  Gleichung  geht  in  folgende  über 

» 

a«+b«         a%— b«  ^  .  ^        . 

r»  =  — r L  ■  Cos  3  t  l/m  oder 

2  '         a  '^ 

r*  =  a?  Gos»=  t  J/ai  +  b»  Sin'  t  |/iu  •  .  .  (4) 
Der  Torhergehcfnde  Ausdruck  für  Sin  (v — o)  aber  gibt 


b  ^  /a«— r« 
.  (v — Ol  =  —   1/   5 — 


tg 
oder  w,enn  man  den  gefundenen  Werth  yon  r*  substitmrt 

tg.  (v— a)  =;  -  tg.  t  |/m  ....  (6) 

Die  Gleichung  f4)  gibt  den  Werth  von  r,  vnd  (5)  den  Werjh 
von  V  für  jeden  Werth  von  t  so  dafs  also  durch  diese  beydenGlei- 
chungen  der  Ort  des  Körpers  in  seiner  Ellipse  für  jede  gegebene 
Zeit  bestimmt  ist«  Die  Gleichung  (4)  gibt  überdief^  y — a  =  o  für 


t  =  o,   und  v-^-a,  ==  qo**  für  t  =     .  ^     woraus  folfirt,    dafs  die 

^  2|/m  ^ 

Zeit  des  ganzen  U^qiilaiifes  des  Körpers  nia  den  Mittelpunkt  der 

Ellipse  gleich    ^    ,  also  von  a  undb  unabhängig,  oder  für  alle 

Ellipsen  dieselbe  ist.  Substituirt  man  den  Werth  von  r*  aus  (4)9 
und  d§s  Differential  dt»  aus  (5)  nähmlich  ] 
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,  m^  ab  dt 

dv  =s : .,    ■    .  ■ 

a*Cos' t  |/m+b»Sin«t[/'m 

im  dem  Ausdrucke  f  =;  iJ't^Av  der  Fläche  des  ellipüsclienSec- 
tors  9  so  erhält  man 

f  =  ifm^.  ab  dt  =  im^^abt 

oder  diese  Flächen  yerhalten  sich  wie  das  Produkt  der  beyden 
Achsen  in  die  Zeit ,  in  welcher  sie  beschrieben  werden. 

I.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  läfst  sich  aber  auch  unmit- 
telbar aus  den  beyden  oben  gegebenen  Gleichungen 

d«x    ,  d»y 

o  sss  -TT--  4-  m  X,  o  =s  -r^  +  my 
dt«    ^  '  dt«  ^^     -^ 

ableiten}  wenn  man  bemerkt,  dafs  ihre  zweyten Integralien  sind 

X  =  ACostJ/m— BSintJ/m 
y  =  A'Co8t(/ii— B  SintJ/^m 

wo  AB  A^B^  die  vier  Constanten  der  Integration  sind. 

Für  t  =  o  geben  diese  Integrale  x  =  A ,  y  =  A^  und  wenn, 

man  sie  einmal  differentiirt,  uud  nach  der  Differentiation  wieder 

dx  dy 

t  =  o  setzt,  so  hat  man  ,♦-  ?=— B  j/^  und  -—  = — B'J/Tn,wor- 

aus  folgt,  dafs  A,  A^  die  Coordinaten  des  Hörpers  im> Anfange 
seiner  Bewegung,  und  dafs  —  B  J/^n  unrf — B'  J/^\n  die  anfang- 
lichen Gescliwindigkeiten  desselben  nach  der  Bichtung  der  x  und  y 
sind.  Setzt  man«  daher  diese  Tier  Constanten  als  gegeben  voraus, 
so  wird  man  aus  ihnen  leicht  die  Elemente  der  Bahn  ableiten. 
Multiplicirt  man  endlich  die  erste  jener  zwey4tttegrälgleichungcn. 
durch  A^,  und  die  sweyte  durch  —  A ,  so  gibt  ihre  Summe , 

o  =  A'x— Ay  +  (A'B— ABO  SintJ/m 
und  eben  so 

o  SS  B/x— B  y  +  (A'B— A BO  Cos  t  J/Jn 

Eliminirt  man  ans  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gröfse  t  (/m , 
so  hat  man 

( A'«+B'«) X«  +  (A»+B •) y '— 3  (A  A/-I-B  BO^y  =?  i^ B'--A'B) • 

die  Gleichung  der  Bahn  ,  die  also  für  einen  Kegelschnitt ,  und 
da  dieser  nach  allen  Seiten  begränzt  ist,  für  eilte  Ellipse  gehört, 
wie  zuvor  gefunden  wurde.  Man  kann  noch  bemerken ,  dafs  sich 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  sehr  leicht  in  einfache  Reihen 
entwickeln  lassen,  l^ie  letzte  gibt  so 

y— a=at|/Tm— PSin2tJ/\nH-f  i?»  8in4t{/in— f  P3  Sin6t|/^ 


.^4 

und  umgekehrt 

t  J/\n  =  (y— a)  +  PSina  (,;-,«)+ |P«  Sin4  (v— «) 

+  jP3Sin6  (v— «) 

und  die  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  yorhergehende  Gleichung 
gibt 

logi-=  log  ^^—  — PCosatJ/m— iP*Cos4t|/"m 
— fP»Co86t(/\n— ..•woP=:  ^-7-r  ^^'* 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  4ie  Kraft  sich  wie  yerkehrt  das 
Quadrat  der  Entfernung  rerhalte,  oder  dafs  R  =~  sej,  wo  /x 
eine  constante  Gröfse  isti  so  sind  die  Gleichungen  (II)  des  §,  i* 

d»x  -  fjLx 
dt«  *  r^" 
d» 


D6nkt  man  sich  diese  Kraft  als  die  Wirkung,  als  die  Anziehung 
eines  Körpers,  dessen  Ort  der  Mittelpunkt  der. Kraft,  oder  der 
Anfangspunkt  der Gdordinaten  ist,  so. folgt  aus  der Vergleichung 
dieser  Ausdrücke  mit  den  letzten  Gleichungen  des  Cap»  II,  §.  3. 
Nro.  IV,  dafs  die  eingeführte  konstante  /x  gleich  M  -|-  m,  oder 
gleich  der  Summe  der  Massen  des  anziehenden  und  des  angezo- 
genen Körpers  ist« 

Multiplicirt  man  die  erste  äet  Gleichungen  (III)  durch  x , 
und  die  zweyte  durch  y,  so  gibt  ihre  Summe,  wenn  man  sie  in- 
tegrirt 


dt« 


a 


wo  a  die  Constante  der  Integration  ist.  Diese  Gleidhung  gibt  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  m  in  jedem  Punkte  seiner  Bahn. 
Multiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  (IIJ)  durch  y , 
und  die  zweyte  durch  —  x  ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie 
integrirt 

xdy — ydx  =  dt.J/jup 

wo  wieder  p  die  Constante  der  Integration  ist.  I^iese  Gleichung 
gibt  bekanntlich  die  Fläche  ,>  welche  von  dem  Badius  Viector  r 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird  ,  und  sie  zeigt ,  dafs  diese  Fläche 
dor  Zek  selbst  proprotional  ist« 
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Nimmt  man  wieder  an ,  z  s=  r  Cos  y ,  y  s:  r  Sin  v ,  «o  sind 
die  zwey  letzten  Gleichungen  • 

ÄT^  ^  ^  *  l  .  •  •  .  (6) 

r^  dv  =  dt  v//Ij^  J 

a 
£liminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Grofse  dt ,  und 

setzt  r  =s  -r .  so  erhält  man 

pdz 

dy  = 


uiid  dessen  Integral 


1  — pz 

^  •••  ■ 

IT  4"  (»ÖD  —  w)  =  A^c»  ,Cos 


wo(i8o — 'S)  dieConstante  der  Integrfition  bezeichnet,  oderw^n 
man  denWerthvon  z  ss  -  wiederherstellt|  und  der  Kürze  wegen 

P 
1  —  i-  =  e"  setzt 

a  ' 

•        '«      — :  P-  fmm\ 

i+eCos<i»^är)  -'^      * 

für  die  Gleichung  d^ r  gesuchten  krummen  Linie,  in  welcher  sich 
der  Börper  m  bewegte  Diese  krumme  Linie  ist  alsojein  Hegelschnitt, 
und  zwar  eine  Ellipse ,  Hyperbel  oder  Parabel ,  nachdem  a  po- 
sitiv, negativ,  oder  unendlich  grofe«  oder  auch,  nachdem  e  klei- 
ner,  oder  gröfs^T  als  eins,  oder  gleich  eins  ist.  Von  diesem  Ke- 
gelschnitte ist  die  halbe  grofse  Achse  gleich  a,  der  halbe  Para- 
meter gleich  p,  und  die  Excentricität  gleich  e,  also  auch  p  =s 

a(i — e"),  und  die  halbe  kleine  Achse  gleich  b  ==  a  y/i — e^.  Die 
Grofse  v  bezeichnet  deti  Winkel  des  Badius  Vectors  r  mit  irgend 
einem  seiner  Lage  nach  constanten  Radius  Yector,  welcher  letzte 
mit  der  grofscn  Achse  den  Winkel  ^  bildet  Zählt  man  den  Win- 
kel y  Yon  der  grofsen  Achse  selbst,  oder  läfstman  die  Bewegung 
in  dem  Endpunkte  der  grofsen  Achse ,  welcher  dem  Körper  M 
am  nächsten  ist,  anfangen,  so  ist  <f9  =  o  und  die  Gleichung  der  Bahn 


1  -|-  c  Co»  V 


i8B 

Eliminirt  man  die  Grö&e  dv  aus  den  beyden  Gleichnngen  (6)^ 
80  erhält  man 


\^ 


> >«  . » 


80  18t 


V^"e* — (a — r)* 
Diesen  Ausdruck  einfacher  zu  machen ,  sey 

r  ==  a  (i — fi  Cos  u) 

dt.  "1/  ^  =:  (i— e  Cos  u)  du 
also  dessen  Integral ,  wenn  u  mit  t  zugleich  yerschwindet 

t .  "l/  ^  =  u  —  c  Sin  u 

Ist  also  t  bekannt,  so  gibt  die  letzte  Gleichung  den  Werth  ronu, 
und  dann  erhält  man  v  und  v  durch 

r 

rs=:a(i — eCosu) 

aQ—e*)— r     ,  ' 
Cos  V  s=   ■  oder 

.   er  . 


tg       -^-         ^.  .^e 

e 


t 


oder  diese  Gleichungen  bestimmen  den  Ort  des  Körpers  m  in 
seiner  Bahn  für  jede  Zeit  t,  wenn  die  Elemente  dieser  Bahn^ 
oder  wenn  die  Gröfsen  a  e  und  ft>  bekannt  sind. 

In  der  Torhergehenden  Gleichung  t.^/fL  =».u— e  Sin  a 

fangt  der  Winkel  u  zugleich  mit  der  Zeit  t  an* 

Ist  nun  T  die  Zeit ,  während  welcher  der  Winkel  u  um  die 
ganze  Peripherie  3  x  des  Kreises ' gewachsen  ist,  d.  h.  ist  T  die 
ganze  ümlaufszeit  des  Körpers  m  um  M,  'so  gibt  die  letzte  Gleichung 


V^ 


2ir  oder  T*  =  «?---.  a' 


und  da  x  und  fi  constante  Gröfsen  sind ,  so  verhalten  sich  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie  die  Würfel  der  grofsen  Achsen. 

I.  Wir  haben  unter  der  Voraussetzung  R  =s  —  die  Bewe- 
gung des  Körpers  m  um  M  aus  den  zwey  Gleichungen  (III)  abge- 
leitet,  weil  wir  nach  den  Gkichungen (ü)  des  §.  i.  mit  Recht 


■1     1" — ■  — 
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annehmen  konnten ,  daf«  die  Bahn  des  Körpers  m  eine  ebene 
Curve  ist.  Indessen  ist  es  nicht  schwer ,  di^  Bewegung  dieses 
Körpers  £nch  ohne  dieser  Yoraussettong  zu  bestimmen.  Nimmt 
man  nahmlich  noch  auf  die  dritte  Coordinate  z  desselben  Rück- 
sicht ^  SU  hat  man  nach  den  Gleichungen  (i)  des  ^*  u 

_  d«7 


O  SS 


O  s 


dt»  ^   r» 


dt* 


f« 


J 


nnd  die  Integration,  dieser  dr^y  Gleichungen  ><ird  die  gesuchte 
Bewegung  des  Körpers  geben.  Wir  haben  diese  Integration  schon 
in  dem  zweyten  Theile  p.  a8  gegeben.  Da  uns  aber  die  dort  ent- 
wickelten Ausdrücke  noch  in  der  Folge  sehr  nützlich  seyn  werden, 
so  wird  es  erlaubt  seyn  ^  dje  Endresultate  dörsäben  hier  kurz 
zusammenzustellen. 

Wir  haben  dort  aus  diesen  Gleichungen  zuerst  folgende  sie- 
ben Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  abgeleitet : 

xdy— ydxss.c.dt,  xdz— zdxs=e^dt,  ydz— zdy=:C''*dt^ 

•  =  '  +  '  (E_£i:+!-)  +  (,a, 


dx 


O  :=  f^^  -)-<  Z 


üfA         /Ä         dx"  +  dy*  +  dz* 
r  a    ■  dt« 


4*4 


w 


wo  c  c'  c"  und  ff'  f'/ und  a  die  CensUnten  der  Iiltegratioaen  sind, 
und«  wo  zwischen  diesen  Constantea  die  zwey  Bedingnngsglei- 
chungen  statthaben 

,    o  =  fc^'— f/c'  +  f'^ö         1 

F  _  M'-(f'+f^'+f'^?),k  >  .  >  fb> 
a  c«-f-c'*-J-c''*      J 

Durch  diese  Constanten  werden  dann  die  Efetfieiite  der  Bahn  so 
bestimmt ,  dafs  man  hat 

halbe  grofse  Achse  sä  '  ' 

halber  Parameter  der  Bahn  a  (»— e«)  ä  —  (c*  +  c'«  +c/'«) 
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Yerhältnifs  der  Excentricitat  zur  halben  grofsen  Achse 

1 

WO  J  die  Lange  des  auf  die  Ebene  der  xy  projicirtenPeriheliums, 
9'  die  Länge  des  aufsteigenden  HnQtens  und  w  die  Neigung  der 
Bahn  gegen  die  Ebene  der  xy.ist. 

Endlich  hatten  wir  üoclh  die  Gleichungen 

o  Ä  c'/x — c'7+  cz  \  /';i\ 

c«4-c'«  +  c'<*  =/4r+fx4-f'y  +  f''zJ  V  *  ^V 

und  für  die  Bestinunung  des  Ortes  des  Planeten  in  seiner  Bahn 

t  =  a  (1 — e  Cos  u)  und  t« 


öder  nt  =  u  —  e  Sin  u  wehn 


»  =  Vfr 


die  mittlere  tägliche  Bewegung  des  Planeten  in  seiner  Bahn  be* 
zeichnet« 

5.  5. 

Kepler  hatte  aus  bldfsen  Beobachtungen  gefunden,  dafs  die  Pla- 
netcfn  sieb  um  die  Sonne  in  Ellipsen  bewegen,  in  deren  einiem  Brenn«* 
punkte  die  Sonne  ist:  dafs  die  Flächen,  welche  ihre  Entfernungen 
Ton  der  Sonne  in  jeder  Zeit  beschreiben,  dieser  Zeit  selbst  pro- 
portional ^ind|  und  dafs  endlich  die  Quadrate  derCmlaufszeiteh 
der  Planeten  sich  wie  die  Würfel  ihrer  grofsen  Achsen  verhal- 
ten* Nach  ihm  überzeugte  man  sieh  bald,  dafs  auch  die  Bewe-^ 
gung  der  Kometen  um  die  Sonne,  und  die  der  Satelliten  uih  ihre 
Hauptplaneten  nach  denselben  drey  Gesetzen  vor  sidh  gehen«  Wir 
habeii  in  §«  ^w  l  Gleichung  (3)  gesehen ,  dafs  dann  die  Kraft  der 
Sonne  1  oder  überhaupt  die  Kraft  des  Central -Körpers  sich  yer- 
hehrt  wie  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  roii  dem  angezogeneii 
Körper  verhalte,  und  wir  haben  in  ^.  4«  gezeigt,  dafs  wenn  diese 
Kraft  sich  verkehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhält, 
die  Bewegung  nach  jenen  drej  Gesetzen  statt  habe.  Da  also  die- 
ser Fall  zugleich  jener  der  Natur  ist ,  so  müssen  wir  ihn  näher 
betrachten«  Die  Gleichung  (3)  des.  §.  sr  war : 

B«  ^  ' 

a(i— e»)r«* 

wo  nach  der  zweyien  der  Gleichungen  (1)  die  GrSfstf  B  ig^leicJt 


«9» 

B  IS  ^ —  ist.  Die  Kraft,  mit  welclier  die  Erde  alle  Körper  auf 

ihrer  (Hierfläche  anzieht,  oder  die  Schwere  ist  g  =  3p«  i  o3  Par.  Fufs 
(Cap*  Y).  Nehmen  wir  diese  Schwere  der  Erde  als  die  Einheit 
der  Kraft  an ,  so  ist  die  Kraft  der  Sonne 

B«  ^ 

ga(i— e*)r* 

Setzen  wir  voraus,  dafs  diese  Kraft  R  der  Sonne  in  der  Entfer« 
nung  des  Erdhalbmessers  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gleich 
M  sey,  oder  dafs  M  die  Kraft  der  Sonne  sej,  die  Kraft  der  Erde 
als  Einheit  angenommen,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in  fol- 
gende über 

B*, 

a(i— e«)  ^ 

wenn  man  nämlich  den  Halbmesser  der  Erde  als  die  Einheit  der 
Entfernungen,  sowie  die  Kraft  der  Erde  als  die  Einheit  der  Kräfte 
annimmt* 

Die  vorhergehende  Gleichung  Bdt  r=  r'di'  aber  gibt,  ^»♦'enn 
man  sie  integrirt  iBt  =  -J /r*dj',  wo  iJ'r^Av  die  Fläche  aus- 
drückt ,  welche  der  Radius  Vectors'  in  der  Zeit  t  beschreibt.  Ist 
also,  wie  zuvor,  T  die  Umlaufszeit  des  Planeten,  so  ist  ijv^^^ 
die  Fläche  der  ganzen  Ellipse ,  die  bekanntlich  gleich 


ab  SS  V  a*  \/i — e*  ist* 


Es  >st  daher  auch  B  =  -^ ^jl  odeir 

B«  •4'*''a3 


a(i— e»-)  T» 

\    B»        . 

Setzt  man  diese  beyden  Werthe  von  ^ .  einandcfr  gleichy 

a^.1— —  e'/ 

80  erhält  man 

Äjr<a3 

gT«^ 

welche  Gleichupg  aUo'  die  (yröfse  M  gibt,  -«renn  man  inJhr  den 
Werth  von  g,  und  die  von  a  und  T  irgend  eines. Planeten  un- 
seres SotinensTStems  stfbstlituirt.  Nimmt  man  z.  B*  die  Erde ,  so 
ist  ihre  siderische  Umlaufszeit  %5;256384  Tage , 
also  T  c=  (365.256384).  60  V  24  Sekunden.  Die  halbe  gi^ofse  Achse 

1 

der  Erdbdhti  ist  a  =  a:    »,  >- ,  wenn  8" .  6  die  Sonnen  -  Parall- 

Sm  8''0 ' 

achse   ist,    wenn   nähmlich^   nach   dem  Vorhergehenden,    der 
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Halbmesser  Ser  £rde  als  die  Einheit  derEntferoungen  angenom- 
meD  wird.  Endlich  ist  die  Schwere  der  Erde  gleich  ^ol  1 02BPar.  Fufs 
also  wenn  die  geographische  Meile,  deren  i5  auf  einen  Grad 
des  Aequatörs  gehen  22U29  I^ar«  Fufs,  und  daher  der  Halbmesser 

der  Erde  — —  geographische  Meilen  hat 


2'r 


g 


(3o>ioa8)  2  X 
(22829) (5400) 


o.ooöoo  15342!) 


Erdhalbmessel*« 
Es  ist  daher : 


log  4  TP* 


s=  i.5<)63598 
3.i3()7798 
4«736 1 396 

4.9982230 


logT«  =:    ,.   ^. 
9.7079100 

log  g  =  4.1859063 

log  M  sa   5.S520I03 

M  =  356460 

oder  die  ttraft  der  äonhe  ist  nahe  356460  mahl  gröfser,  als  die 
lirafl  der  Erde.  Worin  übrigens  die  Eigenschaft  der  Körper  auch 
bestehen  mag,  vermöge  welcher  sie  einander  anziehen,  eine  Ei- 
genschaft, die  wir  mit  dem  Worte  Kraft  be^seichnet  haben,  so 
ist  klar,  dafs  diese  Eigenschaft  jedem  Elemente  des  Körpers  zu- 
hoiUmen  mufs ,  und  dais  daher  die  Kraft  eines  Körpers ,  mit  wel- 
cher er  alle  Körper,  die  in  derselb  en  Entfettung  von  ihm  sind, 
anzieht,  desto  gröfser  ist,  je  gröfser  die  Anzahl  der  körperlichen 
Elemente  ist,  aus  denen  er  besteht,  oder  mit  anderen  Worten, 
dafs  die  Kraft  der  Körper  für  dieselbe  Entfernung  sich  wie  die 
Masse  dieser  Körper,  yerhält,  woraus  also  folgt,  dafs  auch 
die  Masse  der  Sonne^  nahe  356460  mahl  grösser  ist,  als  die 
Masse  der  Erde«  Man  hann  diesen  AusdrucK  für  die  Masse  der 
Sonne  noch  auf  folgende  einfachere  Weise  finden« 

Der  Bogen ,  welchen  die  £!rde  in  ihrer  mittleren  Bewegung 
um  die  Sonne  während  einer  Sekunde  mittlerer  Zeit  beschreibt,  ist 

,  wenn  cturchl",  wie  zuror,  die  siderischeÜmlaufszeit  derErde 


si'r.a 


T 


in  Sekunden  der  mittleren  Zeit  ausgedi^uekt  ist*  Der  Sinus  versus 


ura 


2ir"a' 


dieses  Bogens  Ui  2  a  Sin*  J«  -7^  oder  -        -^  und  da  der  Sinus 

versus  als  die  Abweichung  der  krumtolinichten  Bahn  der  Erde 
von  ihrer  Tatig^nt^  wahrend  eiher^Zeitsekunde  angesehen  werden 
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kann  ,  so  ist    "rw\t"'  1  w  Theilen  der  halben  grofsen  Achse  a  der 

Erdbahn  ausgedrückt  1  die  Grölse ,  um  welche  die  Erde  in  ihrer 
jährlichen  Bewegung  während  einer  Zeitsekunde  gegen  die  Sonne 

fällt,  oder  — ^ —  ist  die  Anziehung  der  Sonne  in  der  Entfernung 

a  von  ihrem  Mittelpunkte.  Die  Gröfse  aber»  um  welche  die  Kör- 
per auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  einer  Zeitsekunde  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Erde  fallen,  ist '  g  =^  i5*o5i4  Fufs»  Drückt  mau 
daher  die  Gröfse  i  g  ebenfalls  in  Theilen  von  a  aus,  so  ist  J  g  der 
Ilaum ,  um  welchen  ein  Körper  in  der  Entfernung  yon  a  durch 
die  Kraft  der  Erde  in  einer  Sekunde  gegen  die  Erde  fallt ,  oder 
i  g  ist  die  Anziehung  der  Erde  in  der  Entfernung  a*  Da  aber  für 
dieselbe  Entfernung  die  Anziehuugen  zwever  Körper  sich  wie  ihre 
Massen  rerhalten ,  so  hat  man ,  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  be- 
zeichnet 9  die  der  Erde  als  Einheit  angenommen 

M;  1  sa     y^     :  ig  oder 

4'r«  a* 


M  =; 


gTt 


wie  zuvor. 

I»  Wir  haben  im  Anfange  des  $•  4*  die  Kraft  der  Sonne  gleich 

R  =s  — ^  angenommen.  Stellt  man  diese  Gleichung  so  dar 


80  sieht  man ,  dafs  die  Gröfse  (//x  die  Entfernung  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Sonne  ausdrückt ,  für  welche  die  Kraft  der  Sonne 
gleich*  der  Einheit  ist,  für  diesen  Fall  geht  die  obige  Gleichung 

--«,  -tt  Rr*  in  folfi'ende  über 

a(i— e*)  ^ 

a(i— e«)  "^  **• 

B»  4ir«  a* 


Es  war  aber  auch 


M 


aO-e«)  T 


Setzt'  man  daher  diese  bejden  Werthe  von  B  einander  gleich , 
so  hat  man 


9 


'     1/?»=    -Tf 


Wie  oben  5.'4. 1. 

•   III.  N 


u)4 

Um  den  Werth  der  Constanten  Grof8e|/7t  zu  bestimmen,  wol- 
len wir  wieder  einen  Planeten  unseres  8 jstemes  z«  B»  Mars  wäh* 
len*  Die  halbe  grofse  Achse  der  Marsbahn  ist  a  =  1.623693  Halb- 
messer der  Erdbahn ,  und  seine  Umlaufszeit  um  die  Sonne 

T  =  686.9796O  Tage. 

Substituirt  man  diese  Werthe  yon  a  und  T  in  der  letzten  Glei- 
chung ,  so  erhalt  man 

J/J*  =  0.0172021 

Hätte  man  einfacher  wieder  die  Erde  gewählt ,  so  ist  für  diese 
a  =  1  und  T  =s  365.256384,  also  wenn  man  diese  Werthe  yon 
a  und  T  in  der  rorhergehenden  Gleichung  substituirt 

^^S  k7*  —  8.235582  oder  (/Jx  =o.oi720'2t  ♦..(8)  wie  zuyor. 

Dieser  WerthTon^/]x  ist  also  die  Entfernung  yon  dem  Mittel, 
punkte  der  Sonne ,  in  Theilen  des  Halbm.essers  der  Erdbahn , 
für  welche  die  Kraft  der  Sonne  gleich  der  Einheit  ist« 

Nimmt  man  aber  die  Umlaufszeit  T  in  Zeitsekunden  ,  so  wird 
man  in  der  yorhergehenden  Gleichung  die  in  Tagen  ausgedrückte 
Grofse  T  durch  24 « (60)  *  multipliciren ,   wodurch  man  erhält : 

log  |/]bl=:  3.2990683,  1/7*=  0,000000199099  •  •  •  (9) 

WO  auch  I/Jx  in  Halbmessern  der  Erdbahn  ausgedrückt  ist. 

WirdT  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  denWerth 
yon  l/^fjL  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erde  selbst,  so  wird  man 
den  letzten  Werth  yon  \/^  durch  Sin  8'^  6  diyidiren ,  wodurch 
man  erhält 

W  S/H'  =  7*6789949 ,  \//A  =  0.004775236 ••..(10) 
wo  {/'m  in  Erdhalbmessern  ausgedrückt  ist. 

Wird  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  denWerth 
yon  \/fJL  in  gcographis'chen  Meilen ,  deren  1 5  auf  einen  Grad  des 
Aequators ,  also  5400  auf  den  ganzen  Aequator  gehen ,  so  wird 

man  den  letzten  Werth  yon  [/"/x  durch  — ^—  multipliciren ,  wo- 
durch man  erhält: 

'oS\//*  =  o.6i3^o88,  Y\L  =  4.1040129.. •. (11) 
wo  \//x  in  geographischen  Meilen  ausgedrückt  ist. 

Wird  endlich  wieder  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht 
man  den  Werth  yon  ^ \l  in  Par.  Fufsen,  so  wird  man,  voraus- 
gesetzt ,  dafs  die  geographische  Meile  !?.2829  Par.  Fufs  hat ,  den 
letzten  Werth  yon  \/^  durch  diese  Zahl  multipliciren ,  wodurch 
man  erhält 

log  \/^*  =  49716957,  (//it  =  93690*52«...  (12) 


wo^/4  in  Pai%  Fufsen  ausgedrückt  ist.  Diese  Terschiedenen  Aus- 
drüche  von  \//iiwerden  uns  in  JerFoIge  nützlich  sejn.  Um  dieAbhan« 
gigkeit  der  beyden  Constanten  M  und  \//Lb  zu  bestimmen,  hatte  man 

4-r»a»  ,  4jr»aä 

M  =  — ^  ,  und  ^  =  -^7- 

Da  aber  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  a  in  Theilen  des  £rd* 

halbmessers  oder  a  =s  ^: — 0777  »  «nd  in  der  zweyten  a  in  Theilen 

des  Halbmessers  der  Erdbahn,  oder  a  ss.  1  .angenommen -wurde , 
so  hat  man 

^  =  iTTSi^^-lR 6  *^^  '^  ==  qF 

also  auch  ^  =  M  •  g  Sin^  8",  6 
In  der  That  hatten  wir 

log  M  =  5.552^1  o9 

^*>S  g  =  4«  »859063 

logPiSin*  ö".6  s=  6.86o2'20K 

log  /x  =  6.Ö981368 

log  KI^  r=  3.291)0684.    , 

übereinstimmend  mit  der  Gleichung  (9). 

Wir  haben  gesehen ,  dafs ,  wenn  die  Kraft  der  Sonne  sich 
verkehrt ,  wie  das  Quadrat  der^Entfernung  verhält ,  die  Planeten 
Kegelschnitte  beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkte  der  Mit- 
telpunkt der  Sonne  ist.  Die  Natur  dieses  Kegelschnittes ,  ob  er 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder -Parabel  ist,  hängt  von  der  Con- 
stante  a ,  und  die  Gröfse  oder  Ausdehnung  dieses  Kegelschnittes 
hängt  von  der  Gonstante  p  ab  9  diese  beyden  Constanten  a  und  p 
aber  werden  durch  die  ursprünglichen  Bedingungen  der  Be- 
wegung bestimmt.  Um  diei's  zu  zeigen ,  sey  für 'den  Anfang  der 
Bewegung  eines  Planeten  A  der  Werth  von  r ,  und  C  die  Ge- 
schwindigkeit,  oder  der  anfangliche  Werth  von 

1  /dr2+r«dv». 
Y  dt« 

Wir  wollen  annehmen ,  dafs  der  anfängliche  Stofs  ,  welcher  den 
Planeten  in  Bewegung  setzte ,  eine  auf  seine  ursprüngliche  Ent« 
femung  A  senkrechte  Richtung  hatte ,  so  ist  die  anfangliche  Ge- 
schwindigkeit  des  Planeten  nach  der  Richtung  der  A  gleich  Null , 

...  j^.-g 
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oder  es  ist  --.  s=  o.   Substituirt  man  also  diese  Werthe  r  =  A 
^t 

•  dr  ,  ■ 

und  -7-  s  o  in  der  Gleichung 
dt 

dr«4-r*di^«  .      dir         C 

^•  = 3? V*^"*di  =  A 

und  lyenn  man  diese  Werthe  Ton  r , '  j-  und  -r-   m  den  beyden 
Gleichungen  (6)  des.  §•  4*  substituirt ,  so  erhält  man 

l/fl?  =  AC      J 

•  *  * 

l)a.  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Bahn  eine  Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel  ist ,  -wenn  a  positiv ,  negativ ,  oder  un- 
endlich ist ,  so  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse,    wenn  C  <    |/  — 
eine  Hyperbel,  wenn  ^  >    y  "T" 

eine  Parabel,   wenn  C  =  ^/  —  "^* 

Ist  endlich  die  Bahn  ein  Kreis,  so  ist  e  s  o,  oder  p  =  a, 
also  die  beyden  Gleichungen  (i3) 

t  =  ?^— €• 
a         A 

\/fta  Ä  AG 
und  daher,  y  wenn  man  aus  ihnen  die  Gröfse  a  eliminirt 


=  Vi 


und  dieses  ist  die  Bedingungsgleichung ,  die  statt  haben  muTs , 
wenn  die  Bahn  eiii  Kreis  ist. 

!•  Wir  haben  in  dem  Yorhergehenden  angenommen,  dafs 
die  Bichtung  des  ursprünglichen  Stofses  auf  A  senkrecht  ist« 
Allein  dieselben  Schlüsse  werden  auch  noch  dann  wahr  aejn, 
wenn  die  Richtung  des  Stofses  mit  A  irgend  einen  Winkel  9  bil- 
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Jet  9  denn  dann  ist  die  ai^ngliche  Geschwindigkeit  in  der  Rich- 
tung yon  A 

dr 

-TT  s  C  Cos  p 

»  at  . 

und  überdiefs  r  =  A  wodurch  die  Gleichung 

...»  ■   .  ...  ...  ,•  •  • 

dr***f*i^*  di^* 
C"  SS  ^7- in  folgende  übex|;eht^ 

*dv        G  ^ 

-r-  =  T .  Sin  9»  Substituirt  num  diese  Werthe  Ton 

dt  A  .  I  ► 

dr  dv  * 

r ,  TT  und  ~  wieder  in  den  Gleichnngea  (6)  ^   so   erhalt  man 


V/^p  =:  AC  Sin  ^ 


Ton  welchen  4ie  yorlezte  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (i3) 
übereinstimmt ,  daher  die  dort  aus  ihr  gefolgerten  Schlüsse  auch 
hier  gelten.  Man*  sieht  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen» 
dafs  die  Natur  des  Hegelschnittes  nur  durch  die  anfänglichen 
Werthe  yon  A  und  C  bestimmt  wird ,  und  däfs  diese  Natur  von 
dem  Winliel  ^  ganz  unabhängig  ist ,  dafs  .aber  die  Dimension 
des  Kegelschnittes,  nach  der  zweyten  «^e^er  Gleichungen »  ron 
der  Richtung  9  des  ^tofsres  abhängt«  * 

Da  sonach  die  anfai^liche  Geschwindigkeit  für  .die  Ellipse 
und  Hyperbel  unzählige  Weithe  habeii  kann,  die  Parabel  aber, 
und  der  Kreis  nur  bey  einer  einzigen  gegebenen  Geschwindig- 
keit entstehen  können,  so  ist  es  unendlich  wahrscheinlicher,  dafs 
die  Planeten  und  Kometen  sich  in  Ellipsen  oder  Hyperbeln  ,  als 
in  Parabeln  oder  Kreisen  um  die  Sonne  bewegen ;  auch,  haben 
uns  die  Beobachtungen  noch  keine  der  bey  den  letzten  unter  den 
Bahnen  der  himmlischen. ftdrper  auffibiiden  lassen. 

Nach  der  ersten  dei:  Gleichungen  (6)  ist  die  G^schyin^g- 
keit  c  in  j^dem  Punkte  der  Bahn  ,       '     ,- 


»■/"G-O 


* .  1 1 « •  i 


In  der  Sonnennähe  ist  r  =&  a  (1  — c)=  q  wo  q  die  Distanz  des 
Periheliums  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  bezeichnet';  also 
ist  in  der  Sonnennähe 


I  •. 


y 


19^ 

Nimmt  man  daher  an ,  dafs  der  Planet  in  seiner  Sonnennahe  ent- 
standen ist,  wo  a^so  .c  dessen  aiffangKche  Geschwindigkeit 
ist,  so  folgt  atfs  dler  letötc^n  Gleichung ,  4af8  die  Bahn 

ein^dUpse ..    ist.für  c  <  l/5 * 
•    •..»  .JSvpavbel.  »    »    c  J>  "1  /  f^ 

V    q 

y      Pürabel       »     »     c  == 

ein    l}trpi§.  »     »    c  ==  l/^ 

weil  für  den  Hreis  inder  Gleichnng^  (i4)  die:  Gnofse  a  s  q  wird. 
So  lange  also  die  arifangliche  Geschwindigkdlt  o'yon  dem  Unend- 
lichen bis  zu  "1  /  fj!f  abnimmt,  bleibj^.|^i^,3a}u>  ^ine  Hyperbel*. 

V:'-i,.: ...  ■    •  ^  ' 

Wenn  die  Geschwindigkeit  diesen  Werth  *!/  zH    erreicht  j    so 

V    q 

entsteht  für  diesen  einzigen  Fall  die  Parabel;  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit  noch  weiter  abnimmt  bis  ^u  *!  /  {i,    ßo  entstehen 

Ellipsen»  lind  für  diesen  besonderen  Fall  c  =  *\/ HL   entsteht 

V  q 

der  Kreis.    Nimmt  die  Geschwindigkeit  noch  weiter  ab,   von 
SS  '\/  H  bis  c  =  o,  so  entstehen  wieder  Ellipsen,  aber  dann 

ist  der  Anfangspunkt  det*  Bewegung  nicht  das  Ferihelium,  sondern 
dasj\phelium  der  Bahn.  Die  Parabel  ist  daher  die  Gränze  zwi- 
schen den  Hyperbeln  und  Ellipsen , .  wenn  die  Bewegung  in  der 
Sonnennähe  anfangt ,  und  der  Kreis  ist  die  Gränze  zwischen  je- 
nen Ellipsen  ,  wo  die  Bewegung  in  der  Sonnennähe ,  und  jenen, 
wo  sie.  in  der  Sonnenferne  ahfanet. 

Um  das  Vorhergehende  auf  unsere  Erde  .  anzuwenden ,  hat 
man  für  die  Distanz  des  Periheliums  q  =  a  (i  — e)  also  für  die 
Geschwindigkeit  der  Erde  im  Perihelium 


99 


c  =  t/f*<»  +  e> 


Für  die  Erde  ist  a  s  i^  e  -s  0.01678  und  mich  der  Gleichung  (it) 

log  l/^  =  Ot6i  32088 

VI  -+-e 
■  :=  0,007288a 

^      .  .lim——— 

log  c  =  0.6204970 

oder  c  =s  4«*735  geographische  Meilen  für  den  Raum,  welchen 
die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  während  einer  Zeitsekunde  zu- 
rücklegt. Substituirt  man  aber  dieselben  Werthc  roh  a  =  1  nnd' 
q  =.  a  (1—- e)  e=  0.98322'  in  den  yorhergehenden  Ausdrücken 

Ton  c  für  dieParabel  und  denKreis,  so  erhält  man  \/  Jt  =>  5*8533 


Vf= 


ti- 


und    *t  /  £L  =  4*  1389  geogr*  Meilen« 


Wäre  also  die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  entstanden ,  und 
wäre  ihre  anfängliche  Gesdh windigkeit  während  der  ersten  Se- 
kunde 5«8533  Meilen  gewesen ,  so  würde  sie  sich  in  einer  Para- 
bel von  der  Senne  entfernt  haben;  wäre  diese  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit 4*1 389  Meilen  gewesen,  so  würde  sie  sich  in  ei- 
nem Kreise  um  die  Sonne  bewegen.  Eine  gröfsere  Geschwindig- 
keit als  5.8533  würde  eine  Hyperbel  9  eine  kleinere  als  5.8533 
eine  Ellipse  und  eine  kleinere  als  4*>389  endlich  würde  wie- 
der eine  Ellipse  gegeben  haben ,  in  welcher  aber  der  Anfängs- 
punkt der  Bewegung  die  Sonnenferne  der. Erde  gewesen  wäre. 
Man  sieht  aus  diesen  Zusammenstellungen,  dafs  die  Bahn  der 
Erde  eine  nahe  kreisförmige  Ellipse  seyh  müfs ,  da  ihre  Geschwin- 
digkeit von  jener  des  Kreises  nur  wenig  verschieden  ist. 

Eben  so  ist,  wenn  q'  s=  a  (i  -|-e)  isti  die  Geschwindigkeit 
in  der  Sonnenferne  ^    -       ' 


" = V"  (?'  -d°^ 


a  Ä 


2fJL — c'*.  q' 

woraus  folgt,  dafs,  wenn  der  Planet  seine  Bewegung  in  der  Son- 
nenferne anfing,  die  anfangliche  Geschwindigkeit  für  die  Hyper- 
bel gröfser  als  "1/  i/f »  für  die  Parabel  gleich  "l/  Sü  ,  für  die 

V  q/  _  V   q'     _ 

Ellipse  kleiner  als  "1  /  ^ ,  und  für  den  Kreis  gleich  *!  /  ^  ^^^* 

V  q'  V  q' 


s 

Ist  endlich  dfie  Geschwindigkeit  noch  Meiner  als  1 /üL     so   ist 

r   q''    ^ 

die  Bahn  zwar  wieder  eine  Ellipse,   aber  ihr  Anfangspnnht  in 
der  Sonnennähe.  - 

Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man  zugleich,  dafs  die  an- 
fängliche Geschwindigkeit  in  der  Parabel  zu  der  in  dem  Kreise 
sich  wie  I/2  zu  1  yerhält. 

I«  Die  früheren  Schriftsteller  über  Mechanik  pflegten  den 
Raum,  welchen  der  Körper  iu  der  gegebenen  Zeiteinheit  de  nach 
der  Richtung  der  Tangente  seinei*  Bahn  zurücklegt,  die  Tan- 
gential-Kraft,  und  den  nach  der  Richtung  des  Raäius  Yec- 
tors  zurückgelegten  Baum  die  Normal -Kraft  zu  nennen-  Be« 
zeichnet  man  die  T^ngential^Kraft  durch  r,  so  ist  offenbar  r, 
was  vorhin  C  war.  Die  Normal-Rraft  ^  aber  ist  in  dem  Anfange 
des  ersten  Augenblickes  der  Bewegung  gleich  Null,  und  am  Ende 

dieses  Augenblickes  gleich  —   so  dafs  während  der  Dauer  de* 

ersten  Augenblickes  die  Normal-Kraft  durch 

ausgedrückt  wird.    Setzt  man  daher  in  der  ersten  der  Gleichun- 

'gen  (i3)  C  =  T  und    -  =  3  Af ,  so  erhalt  man 

A 

öA'f 
a  =5: 


4Af  — T» 

also  die  Bahu' 

eine  Hyperbel ,  wenn  t  ^  0  v/A^ 
»  Parabel,  »  t  =  3\/Af 
»     Ellipse,  »      T  <    2\/A^ 

ein      Kreis,  »      t  =r  \/2Af    ist. 

II.  Um  die  yorhergehenden  Betrachtungen  auch  auf  einen 
Kometen  anzuwenden ,  wollen  wir  den  grofsen  Kometen  yon 
16B0  wählen,  dessen  Bahn  sehr  excentrisch  ist.  Nach  den  neue- 
sten Untersuchungen  ist  für  die  Bahn  desselben 

a  =  426.7786  Halbmesser  der  Erdbahn ,  und 

e  =  0.9999854Q  in  Theilen  von  a ;  die  Gleichung 

2  TT  s 

T  =  -r-pr .  a'  gibt ,  wenn  man  nach  der  Gleichung  (8) 

iog  l/^fi  =  8.235S820  setzt ,  für  die  Umlaufszeit  des  Kometen 

T  =  (366,266384) .  a^  =  3220284  Tage,  oder  8816.66  Julianische 
Jahre ,  jedes  derselben  zu  366^  Tagen  genommen. 


20I 


Die  Gescliwindi^eit>^der  der  in  einer  Sekunde  zurückge- 
legte Raumdst  "  ^  ' 

im  Ferrhelium  1/  ■     '        ::   =  73.577  Meilen 

y   a(i — e)         ' 

im  Aphelium    \/  — — — — -  =  o.ooo5364  Meitea 

t 

=r  12.24  Par.  Fufs, 

also  auch  die  heliocentrische  Winhelbewegung  wahrend  einer  Zeit» 
Sekunde  imPerihelium  i  iU"«324  undimAph^liumo'\oooooooo6288, 
oder  der  Kämet  legt  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gesehen," 
während  einer  Stunde  im  Perihetium  den  Winkel  von  1 18. 3 34  Gra- 
den zurück^  während,  er  im  Aphelium  1840  l^age  braucht,  um 
den  Winkel  Yon  einer  Baum  Sekunde  zurückzulegen.  Da  ferner 
a  (1 — e)  ='128260  Meilen  und  der  Halbmesser  der  Sonne  93i)oo 
Meilen  ist,  so  ist  imPerihelium  die  Entfernung  des  Kometen  yon 

7 

der  Oberfläche  der  Sonne  3436o  Meilen  oder  nahe  —  der  Entfer- 

10 

nnng  des-  Mondes  von  der  Erde.  Im  Aphelium  aber  ist  die  Ent- 
fernung des  Kometen  von  der  Sonne  über  17590  Millionen  Mei- 
len. Ist  endlich  Sin  a  =  — ;  und  Sin  fi&^  =  -r — ; — :   so  sieht 

a(i— e)  a(i-fe) 

man  yon  dem  Kometen  den  Durchmesser  der  Sonne  inPerihelium 
unter  dem  Winkel  si«  sa  t^^  8',  und  im  Aphelium  unter  dem 
Winkel  tttf  S5S  3".  3 

Noch  mufs  bemerkt  werden,  dafsder  oben  bestimmte  Werth 
yon  [/^  zwar  für  alle  Planeten  und  Kometen  unseres  Sonne  nsy- 
stemes ,  aber  nicht  für  die  Satelliten  der  ersten  gehört ,  da  diese 
mit  ihren  Hauptplaneten  gleichsam  abgesonderte  Systeme  bilden, 
in  deren  jedem  die  Cr  öfse  |/^  einen  eigenen  Werth  hat.  Solist  für 
die  Erde  und  ihren  Mond,  wenn  T  =*  C37  3ai66>6o'.34  die  side- 
rische  Umlaufszeit  des  Mondes  in  Zeitsekunden,  und  a  =-  60.46085 
die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  yon  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  in  Erdhalbmessern  ist  .... 


Vß'  ==  •=  0.001 25 1 327  Erdhalbmesser,  od^  wenn  man 

T 

diese  Gröfse  durch  multiplicirt ,  ^//x  =  i.075i36  geogra- 

phisehe  Meilen* 

•  •  k 

I.  Man  suche  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein 
Körper  auf  derOberßäche  der  Erde  inhorizonlalerBichtung  gewor- 


fen  werden  müfsie,  um  einen  Kreis  um  die  Erde  zu  beschreiben« 
Mach  ^.  6.  hat  man  für  diese  anfängliche  Geschwindigkeit 


"Vi 


WO  A  die  anfängliche  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  , 
also  A  =  1  ist.  Es  ist  daher  C  =:  \//x  =  i,o75i 36 Meilen,  oder 
24544  Fufs,  und  die  Umlaufszeit  des  Körpers  um  die  ganze  Erde  ist 

***^^      t:=:  5o23A  =  i''  a3'  43"* 


1.0751 36 

Wäre  C  =  1/ —  =  i.5ai  Meilen,  so  würde  der  Körper  eine 

Parabel  um  die  Erde  beschreiben ,  deren  Anfangspunkt  itti'  Peri- 
gäum ist.  Die  Uebereinstimmung  dieses  Besultates  mit  dem ,  wel- 
ches wirCap.  VI  5*  6*  ^^^  dieselbe  Aufgabe  erhalten  hhben,  2<Bigt| 
dafs  die  Rrai?t  der  Schwere ,  welche  die  Körper  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  zu  ihrem  Mittelpunkte  zieht,  dieselbe  ist,  welche 
den  Mond  in  «einer  Bahn  um  die  Erde  bewegt.  Um  diese  Iden- 
tität noch  auf  einem  anderen  Wege  zu  untersuchen,  so  folgt 
aus  der  angenommenen  siderischen  Umlaufszeit  des  Mondes  von 
H  =  27.321661  Tagen,   dafs  dieser  Körper  sich  während  einer 

Sekunde  in  seiner  Bahn  um  den  Bogen  a  sä  7=-  =  o^^y^cjoi  be- 

wogt.  Die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist 
60.46085  Erdhalbmesser,  oder  in  Par.  Fufsen  ausgedrückt,,  gleich 

r=r  (6046085)       ^         (22829) 

oder        r  =  1186247100  Fufs. 

Der  Sinus  Versus  des  Bogens'  a  aber  ist  gleich 

♦ 

2r'Sin»  —  =s  Sin«  1'' 

.2  2 

das  heifst ,  wenn  m&n  statt  r  und  tt  die  Vorhergehenden  Werthe 
substitnirt  0.004202  Fufs,  und  dieses  ist  der  Raum,  um  wel- 
chen der  Mond,  durch  die  Anziehung  der  Erde  in  einer  Sekunde 
gegen  die  Erde  fallt.  Wenn  also  die  Kraft  der  Erde  aich  yer- 
kehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhält ,  so  würde  der 
Mond ,  wenn  er  der  Erde  6o.46o85  mahl  näher  wäre ,  oder  so 
würde  der  Mond  auf  der  Oberfläche  der  Erde  während  einer 
Sekunde  durch  den  Raum  (0.004202)  (6o.46o85)*  das  heifst  durch 
i5.36  Fufs  fallen,  also  nahe  eben  so  viel,  wie  die  Körper  auf 
der  Oberfläche  der  Erde  unseren  Beobachtungen  gemäfs  in  der 
That  während  der  ersten  Sekunde  fallen.  Die  yorhergehendeBe- 


rechnun^  wird  noch  eine  genauere  Ueberein8tinimiing,,oder  ei^ 
der  Zahl  t g  a  i5.o5i4  (Cap.  V)  noch  näheres  Besmtät  geben,' 
wenn  man  mehrere  kleine  Correctibnen  berücksichtiget,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  Ternachläs^igt  haben :  so  wird  die  Central- 
Hraft  der  Erde  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Mond  durch  die  Anzie- 
hung der  Sonne  um  den  BSQ****  Theil  dieser  Central -Kraftr  ver- 
mindert, und  durch  die  Masse  des  Mondes  um  ihren  £9'''"'  l'heil 
vermehrt,  sowie  die  Schwere  /fg  durch  die  Botationdör  Erde 
an  dem  Aequator  um  ihren  288»****  Theil  vermindert  wird  etc. 
Aber  schon  dasYorhergehende  ist  hinreichend,  die  Identität  bej- 

der  Kräfte  aufser  Zweifel  zu  setzen« 

^       •  •  « 

•  •  •  I 
Wir  haben  oben  gesehen,  .dafs.  sich  die  Flächen ^   welche 

der  Radius  Yector  eines  gegebenen  Planeten  ij9  verschiedenen 
,  Zeiten   beschireibt,   wie   diese  Zeiten   verhalten.    Um  noch  zu 
sehen ,  wie  sich  die  Flächen  verschiedener  Planeten  gegen  einan- 
der verbalten,  so  hatte  man 

i  Bt  «  i/r«  dv,  —  =  2__  und  ^  =  ~^^^ 

Ist  aber  S  die  Fläche  des  elliptischen  Sectors,  welche  der  Ra- 
dius  Vector  r  in  der  Zeit  t  beschreibt',  so  ist  8  ^  ij^r^  dv, 
also  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen ,  wenn  man  aus  ih- 
nen die  Grdfsen  B  und  T  eliminirt ,  .  . 

oder  da  f£  eine  Constante  ist,  so  verhalten  sich  bey  verschiede- 
nen Planeten  desselben  Systemes  die  Flüchen ,  wie  die  Produkte 
aus  den  Zeiten  in  dieQuadratwurze.l  deriParameterihrer  Jahnen. 

AipA  a'         • 
I.Inder  Gleichung  Ms       ^;-    des  §.  6,   bezeichnet  a  die 

halbe  grofse  Achse  und  T  die  siderische  Umlaufszeit  c^ines  Pla- 
neten, und  MiJße  Masse  des  Ceritrat-Körpers,  die  Masse  des  Pla- 
neten als  Einheit  vorausgesetzt«  In  einem  anderen  Systeme  sey 
m  die  Masse,  des  Central -Körpers  und  a' T^  diö  halbe  grofse 
Achse,  und  die  Umlanfszeit  eines  Plaileten  um  diesen'  zweyten 
.Central-Körper ,  s^  ist  eben 'so        •'    ' 

4«»a'»    ,.  . 
m  =  — Pirrr"  also* 

Diese  Gleichung  enthalt  das  dritte  Gesetz  Keplers,'  auf  Verschie- 
dene Systeme  angewendet ,  und  sie  dient,    die  Massen  derjeni- 


V>4  , 

fep  rubelen  %u  be&iimixien ,  um  welche  steh  Saielliien  i^ewegen,* 
a  diese  K«rper  unseres  Sonuen-Sy^stemes  gleichsam  eigene  S^-- 
Sterne  für  sich  bilden.  Füi;  Jupiter  z«  B.  ist  seine  mittlere  Entfer- 
nung von  der  Sonne  a  :=:  5.20279  Halbmesser  der  Erdbahn,  und 
seine  «iderische  Umlaufszeit  T  :^.4332«5963i  Tuge*  Für  seinen 
viertejsS^teliiten  aber  ist  die  Umlaufszeit  um  Jupiter  T^=s  16.6Ü877 
Tage  und  die.,mittlere  Entfernung  desselben  Von  dem  Mittelpunkte 
Jupiters  (11.  Tbl.  p.  241)  gleich  26,998  Halbmesser  Jupiters.  Al- 
lein der  H<iibmesser  Jupiters  erscheint  in  seiner  ni,ittleren  £nt« 
fernung  Ton  der  Sonne,  au3*dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gese- 
hen, unter  Jem  Winkel  von  i3"*37  (a,  a,  O«)*  ftlso  ist  der 
Halbmesser  Jupiters  gleich  a.tang  i0".37i  Halbmesser  der  Erd- 
bahn ,  und  daher  die  mittlere  Entfernung  des  vierten  Satelliten 
von  dem  Mittelpunkte  Jupiters  a'  t=  (26  998)  a.tang  i8".37i  = 
r=  o.oi3^io53  Halbmesser  der  Erdbahn.  Substituirt  man  diese 
Werthe  voii  aa'  und  TT'  iii  der  letzten  Gleichung ,  so  erhält  man 

—  =  io()7 
m  ' 

für  die  Masse  der  Sonne  ^  die  Masse  Jupiters  als  Einhext  voraus- 
gesetzt. . 

Für.  die  Er^e  ist  eben  so^  a  =  1  und  T  =  365.25(|384  und» 
für  den  Mond  T  =  27.32166  Tage.  Die  mittlere  Entfernung  des. 
Mondes  yon'^  der  Erde  aber  ist  60.46085  Erdhalbmesser,  oder 
a'  =  (60  46Ö85)  Sin  8"  6  =  o.oo'452ö854  Halbmesser  der  Erd- 
bahn. Substitnirt  man  diese  Werthe  von  aa'  und  TT^  in  der  Glei- 
chung (i5)  80  ist  '   • 

M 

—  t=f  340280 

•    '.  _m       .  .  /  .  /.  .    , 

die  Masse  der  Sonne  gegeii  die  der  Erde.  Die  Ursache  dier  Ver- 
schiedenheit dieser  Angabe  von  der  des  J.  Ö.  liegt  vorzüglich  in 
der  Sonnen-Parallaxe ,  deren  geringste  Aenderung  auf  denWerth 

von    —  schon  .einen  sehr  merkbaren  Einflufs  auf sert,  ^\ 

U.  Vergleicht  man  di^  GIelchui)gen  IH.  des  ^«  4*  f  ron-welr 
chen  ^vir  hey  allen  gegenwärtigen  Untersuchungen  ausgegangen, 
sind,  mit  den  letzten  Gleichungen  des  §•  4»  (^p*  H,<.so  sieht 
man ,  dafs  die  oonstante  GrÖfse  fJ^  nicht  sowohl  der  Masse  M  des 
^  Central-Körpers ,  als  vielmehr  der  Summe  der  Miosen  (M-f-m) 
beyder  Körper  proportional  ist.  Sucht  pian  nähmlich  die  abso-' 
lute  Bewegung  des  Körpers  m,  so  ist,  vvie  die  Gleichungen  des 
5.  3.  Nro.  U.  des  zweyten  Capitel^.  zeigen^  der  Faktor  ft  der 
Masse  des  anziehenden  Körpers  proportional : '  sucht  man  aber 
blofs  die  relative  Bewegung  des  Körpers  m  um  M,  so  ist)  wie 


N 


ao5 

die  Gleichniigeii  ^  4  Nfo.  III  undlY  desselben  Capitels  zeigen, 
der  Faktor  fi  der  Summe  der  Massen  (M-f-m)  proporlional.  Die 
Yergleichung  beyder  Gattongen  yod  Gleichungen  zeigt  also, 
dafs  die  relative  Bewegung  des  Karpers  m  um  M,  den  letzten 
als  ruhend  betrachtet ,  so  bestimmt  wird ,  als  wenn  man  die  Be- 
wegung von  m  überhaupt  unter  der  Voraussetzung  sudite).  dafs 
m  Ton  M  mit  der  Kraft  (M  -^  m)  angezogen  wird.    Die  oben  ge- 

gebene  Gleichung  f/)*  =  -  des  §.  4*  I  i*t  daher  eigentlich , 

wenn  m^n  /x  der  Gröfse  M-f^m  proportional  setzt 


V/Ä  +  m  =' 

Das  dritte  Gesetz  Keplers ,  nach  welchem  ftrr  aTle  Planeten  un- 
seres Sonnen-Systemes  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  sich  wie 
die  Würfel  der  grofsen  Achsen  yerbalten,  ist  also  nur  d«iiTn  als 
genau  richtig  anzc^nehmen ,  wenn  man  für  alle  Planeten  die  Gröfse 
H  -|-  m  als  eine  beständige  Gröfi^e  betrachten  konnte,*  d.  h.  wenn 
die  Masse  m  eines  jeden  Planeten  gegen  die  Masse  M  der  Sonne 
als  verschwindend  angesehen  werden  kann,  was  in  derThat  auch 
nahe  der  Fall  ist.  Erlaubt  man  ^ich  aber  diese  Voraussetzung 
weder  bey  den  Planeten  gegen  die  Sonne ,  noch  bej  den  Satel- 
liten^ gegen  ihre  Hauptplaneten,  und  nennt  man,  wie  zuvor, 
ni,  a,  T  die  Masse,  mittlere  Entfernung  von  der  Sonne,  und  Um- 
laufszeit  des  Planeten ,  und  m^  a^  T^  die  Masse ,  mittlere  Entfer- 
nung von  dem  Planeten ,  und  Umlaufszeit  des  Satelliten  so  ist 


\/M  +  m  —  -^p—  und  y/m  +  m'  z=rz 


T' 


(r)'  (?)"  •  •  •  •  <•'> 


also  auch 

M  -f-  m 

m  -J-  m'  "" 

und  diese  Gleichung  ist  es,  die  statt  der  (i5)  stibstituirt  werden 
mufs.   Vernachlässigt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  gegen 

=  '  m' 

die  Einheit  äufserst  kleine  Gröfse   ■  ■  ■     ^  ,  so  erhält  man 

Ju,  — |-  m 


M  +  m  ~  Va"/     \tJ     ~   i  +  in 

M 


also  auch 


-v'^ 


so6 


~°-©*(l=)" 


m 
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und  diese  letzte  Gleichung  wird  man  genauer  statt  der  (i5)  brau- 
chen ,  um  die  Massen  derjenigen  Planeten  gegen  die  Sonnenmasse 
zu  bestimmen,  welche  mit  Satelliten  umgeben  sind* 

III.  Ist  für  irgend  einen  Planeten  a  seine  Entfernung  von 
der  Sonne ,  (  sein  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  in  der  Ent- 
fernung a  gesehener  scheinbarer  Halbmesser ,  R  sein  wahrer 
Halbmesser ,  O  der  Flächeninhalt  seiner  Oberfläche ,  Y  sein 
Volum  oder  sein  körperlicher  Inhalt,  m  seine  Masse,  d  die  Dich- 
tigkeit seiner  Masse ,  und  g  die  Fallhöhe  der  Körper  in  der  er- 
sten Sekunde  auf  der  Oberfläche  der  Planeten ,  und  bezeichnet 
man  für  einen  andern  Planeten  dieselbenGröfsendurcha'^'R^..* 
so  hat  man  die  Gleichungen:  •  * 

i  —  2L      ^— V    ^  ——  (^!X 
d'  "^  m/'    VR/   '  g/   ~  m'  Vr/ 

O'         \\\J  '    V'  "^  VK</ 

und  Sm  f  =  — ,  Sm  f '  =  — 

a  a* 

Gehören  z.  B.  die  a'  f'  R'..  •  für  die  Erde ,  und  a  ^  R«..  für  Ju« 
piter »  so  hat  man 

I 

^  =  ögi.,/      der  Sonnenmasse» 
350400 

5400 
R'  =  "-^  =  869.4366  geogr.  Meilen,  und  (f  =  8".6 

Ist  aber  R'  der  Halbmesser  einer  Kugel ^    so  ist  die  Oberfläche 
derselben  '4  R'»  x  und  ihr  Volum  |  R'3  ^r,  also  der  ErdeOberfläche 

O'  =:  9281916  Quadr.  Meilen,  und  ihr  Volum 
V  =  2659073100  Kubik-Meilen 

Für  Jupiter  ist  n\  ==  — --  der  Sonnenmasse » *  und  die   halbe 
grofse  Achse  seiner  Bahn 

5.202791 1  Halbmessser  der  Erdbahn  also 

.==(5.20.79.0  ^7^7^  Meilen. 
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Femer  ist  (nach  Nro.  I)  ^  =»  i  B^^^j  aUo  nach  der  obigen  Glei- 
chnng  R  =s  a  Sin  ^  =  9551.27  Meilen,  der  Halbmesser  Jupiteirs. 

O 

Für  dessen  Oberfläche  ist  —   =   123,5077,    ^^^^  ^   =   1*46 

Millionen  Quadr*  Meilen  ,  und  für  den  körperlichen  Inhalt 

■~^  =  1 372.5^2  oder  V  =  3649821  Millionen  Kubik-Meilen.  Für 

das  Verhältnifs  der  Schweren  auf  der  Oberfläche  Jupiters  nnd 
der  Erde  ist 

ff  m     /R'\»     ,       ff 

g'  =s  i5.o5i4  Fufs,  so  ist  g  =  40.7125  oder  die  Körper  fallen 
auf  der  Oberfläch eJiLpiters  in  der  ersten  unserer  Sekunden  durch 
40,7125 'Par,  Fufs  ,  wenn  man  auf  die  durch  die  schnelle  Rota- 
tion dieses  Planeten  entstehende  Centrifugal  -  Kraft  keine  Rück- 
sicht nimmt«  Bas  Verhältnifs  der  Dichtigkeiten  beyder  Massen 
endlich  ist 

d  m    /R'\» 

T-  =  — :  1  7-  J     =  0.2434 

Gehörten  die  Gröfsen  m^R^,.  fiir  die  Erde,  und;mR.«.  für  die 

m  '         R'         » 

Sonne,  so  ist  — -  =s  35646o  und  nahe  -5^  =  — r  also  geben  jene 

m'  ^  fl        ii3  .    ^ 

2wey  ersten  Gleichungen 

d  ff'  ^ 

-r^  =  o.aS  und  ^  =  27.92  iind  g  =1  4;2#Pan  Fufs. 

oder  die  Erde  ist  viermahl  dichter  als  die  Sonne  ,  und  die  Kör- 
per fallen  in  der  ersten  Sekunde  auf  der  Oberfläche  der  Sonne 
durch  420  Par.  Fufs. 

Maskelyne  fand  durch  die  bekannten  von  C  ayendish 
auf  einem  anderen  Wege  bestätigten  Versuche,  dafs  die  Dichte 
der  Erde  nahe  yiermahl  gröfs'er  ist ,  als  die  des  reinen  Wassers, 
woraus  also  folgt,  dafs  die  Dichte  der  Sonne ,  so  wie  die  des  Ju- 
piters, ebenfalls  nahe  der  Dichte  unseres  Wassers  gleich  ist. 

5.    10* 

In  allem  Vorhergehenden  haben  wir ,  um  die  Bewegung  der 
>  Planeten  um  die  Sonne ,  und  der  Satelliten  um  ihre  Hauptplane- 
ten zu  bestimmen,  alle  diese  Körper  als  Punkte  angenommene 
Da  aber  offenbar  alle  Eletneute  eines  Planeten  von  jedem  Ele- 
mente der  Sonne  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der 
Entfernung  bejder  Elemente  angezogen  werden,  so  wäre  esmög« 
lieh,  dafs  die  vorhergehenden  Resultate  durch  die  Gröfse  und 
Gestalt  der  Körper   unseres  Systemes,   auf  welche  wir  bisher 
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keine  Rücksicht  genommen  haben ,  beträchtliche  Aendeningen 
leiden. 

Diese  Körper  haben  alle ,  wenn  man  die  kleinen  Abplattun- 
gen derselben  vernachlässigt,  die  Gestalt  einer  Kagel.  Wir  wol- 
len zuerst  annehmen )  dafs  die  Dichte  dieser  kugelförmigen  Mas- 
sen bey  jedem  dieser  Körper  in  allen  seinen  Theilen  dieselbe  sey« 

Dieses  vorausgesetzt ,  suchen  wir  die  Anziehung  einer  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  a  ist,  auf  einen  aufser  ihr  gelegenen  Punkt, 
dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gleich  A  ist* 
Eine  auf  die  Linie  zwischen  diesen  beyden  Punkten  senkrechte 
Ebene  schneide  die  Kugel  in  einem  Kreise ,  dessen  Halbmesser  r, 
und  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  x ,  also 
Ton  dem  angezogenen  Punkte  A^-x  seyn  soll.  Nennt  man  dm  ein 
Element  der  Peripherie  dieses  Kreises ,  so  ist  die  Entfernung  f  die- 
ses Elementes  von  dem  angezogenen  Punkte  f  =  \/(A: — x)'  +r  % 
also  auch  dieKi*aft,  mit  welcher  der  Punkt  von  diesem  Elemente 

in  der  Richtung  der  Distanz  fangezogen  wird,  gleich -7—«  Diese 

Kraft  läfst  sich  in  zwej  andere  unter  einander  senkrechte  zerle« 

dm    A — X 
gen,  deren  die  erste -^. — jr— die  Richtung  von  f,    und   die 

zweyte  -7^ .  j  die  Richtung  des  Durchmessers  des  Kreises  hat , 

zu  welchefai  das  Element  dm  gehört.   Da  aber  an  dem  anderen 

Endpunkte  dieses  Durchmessers  wieder  ein  ähnliches  Element 

dm    r 
des  Kreises  ist ,  dessen  Anziehung  •—  -^  .  y  der  letzten  gleich , 

aber  in  der  Richtung  entgegengesetzt  ist ,  so  heben  sich  diese 
zwey ten  Kräfte  ,  deren  Richtungen  alle  in  der  Ebene  des  Kreises 

liegen,  auf,  und  es  bleibt  daher  blofs  die  Kraft  -rj-  ^  -r— — ,  nach 

der  auf  dem  Kreise  senkrechten  Richtung,  oder  nach  der  Rich- 
tung der  geraden  Linie  übrig ,  welche  den  angezogenen  Punkt 
mit  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  verbindet. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  seiner  Lage  nach  unveränder- 
lichen Halbmesser  dieses  Kreises ,  und  nennen  wir  S  den  Win- 
kel ,  welchen  der  Halbmesser  r  des  Elementes  dm  mit  jenen 
fixen  Halbmesser  bildet,  so  ist  rd^  das  Element  des  Rogens, 
und  rdsdr  das  Element  der  Fläche  dieses  Kreises«  Retrachtiet 
man  daher  diesen  Kreis  als  einen  körperlichen  Theil  der  Kugel 
oder  als  eine  Kreisscheibe-^  deren  Dicke  dxist,  so  ist  das  Ele- 
ment dieser  Kreisscheibe,  sil^o  auch  das  Element  der  Kugel 
dm  2=  rdj&drdx.    Substituirt  man  diesefn  Werth  von  dm  in  dem 

dm     A — X 

vorhergehenden  Ausdrucke  von  -^T  .    — — ,  so  erhält  man  für 

die] Anziehung  der  ganzen  Kugel 
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Integrirt  juan  diesen  Ausdruck  zuerst  in  Beziehung  «ruf  den  Win- 
liel  S,  so  hat  man,  da  f  =  \/(A— x;»+r«  von  d  unabhängig  ist 

^         Pp(K — x)rdr.dx      •, .  . 

^^Jj' W- (*+COB.t.) 

oder  da  dieses  Integral  yon  S  ss  o  bis  i»  =&  2'r  genommen  wer- 
den mnls , 

.         pp^i(^k — x)rdr,dx 

Integrirt  man  dann  in  Besiehong.  auf  r ,  so  ist 

ti^/ix  (Ä— x)  äx  1  Const.  —  '  1 

l  V^(A— x)»+r«J 

oder  da  dieses  Integral  von  r  s  o  bis  r  s  ^a* — ^x'  genommen 
werden  soll, 

B  «/•*  (A— X)  äx      ^- . 

und  wenn  man  endlich  in  Beziehung  auf  x  integrirt  ' 

r 

R  SS  Const.  -f.  2«x  +  j^  (2  A«— a»— Ax).v/A«  +a»— 2Ax 

und  dieses  ist  die  Anziehung ,  welche  der  äufserePunlit  von  dem 
Theile  der  Kugel  leide t,  welcher  zu  der  Abscisse  x  gehört.  Sucht 
man  also  die  Anziehung  der  ganzen  Kugel ,  so  wird  man  das 
letzte  Integral  zwischen  den  Werthen  x  s  a  und  x  ss — a  neh- 
men, wodurch  man  erhält 

li         ^  T  2ir  WT  a* 

R  =  4«a  +  jj^  (aa*— 6A»a)  oder  R  =   j  — 

4  ' 

Es  ist  aber  der  körperliche  Inhalt,  oder  die  Masse  M  einer  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  a  ist,  gleich  M  ==  f  «a^,  also  ist  auch 
die  Anziehung  der  ganzen  Kugel  auf  einen  Punkt ,  dessen  Ent- 
fernung Ton  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A  ist',  gleich 

M 

A» 

'■■■•■.•.  ■  «     ' 

oder  die  Anziehung  der  Kugel  auf  einen  äufseren  Punkt  Tcrhält 

sich  wie  die  Masse  der  Kugel  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes.  Diese  Anziehung  ist  also  dieselbe,  als  wenn 
die  ganze  Masse  <ier  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereiniget  wäre. 


aio 

Es  ist  daher  erlaubt ,  bey  der  Untersuchung  der  Wirkung  der 
gegenseitigen  Anziehung  der  himmlischen  Körper,  diese  letzten 
als  blofse  Funkte  zu  betrachten ,  in  welchen  '  ihre  Massen  ver- 
einiget sind« 

Nennt  man  A  die  Dichte  der  Masse,  aus  welcher  die  Ku« 
gel  besteh^,  so  wird  man  in  dem  Vorhergehenden  dm= A  r  d^  dr  dx 
setzen.  Ist  diese  Dichte  durch  die  ganze  Kugel  dieselbe ,  oder 
ihre  Masse  gleichartig,  so  ändert  dieser  constante  Faktor  A  in 
dem  Ausdrucke  yon  dm  nichts  in  den  drey  Torhergehenden  Inte- 
grationen, und  man  erhält  als  Endresultat  für  die  Anziehung  der 
ganzen  Kugel 

4x'a' 
wo  — : —  das  Volum  ^  oder  den  körperlichen  lahalt^  und  A  die 

Dichte ,  also  beyder  Produkt  die  Masse  M  der  Kugel  bezeichnet , 
so  dafs  man  also  wieder  hat 

Eine  andere  nächst  kleinere i  mit  jener  concentrische  Kugel, 
wird  also  den  äufseren  Punkt  nach  demselben  Gesetze  anziehen  , 
also  auch  die  Differenz  beyder  Kugeln ,  das  heifst ,  eine  Kugel- 
schale zieht  einen  äufseren  Punkt  ebenfalls  im  geraden  Verhärlt* 
ni&se  ihrer  Masse  und  im  yerkehrteu  des  Quadrats  ihrer  Entfer- 
nung an« 

Wäre  die  Dichte  der  ganzen  Kugel  nicht  gleichförmig ,  son- 
dern ,  wie  es  bey  den  himmlischen  Körpern  sehr  wahrscheinlich 
ist,  gegen  den  Mittelpunkt  nach  irgend  einem  Gesetze  zuneh- 
mend, so  dafs  die  Dichte  jedes  Elementes  der  Masse  eine  Funk- 
tion der  Entfernung  des  Elementes  Ton  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  ist ,  so  kann  man  sich  eine  solche  Kugel  als  aus  unzähli- 
gen Kugelschalen  bestehend  denken ,  deren  jede  eine  bestimmte 
Dichte  hat^  und  den  äufseren  Punkt  nach  dem  Vorhergehenden 

m  . 

mit   der  Kraft  -ry  anzieht ,  wenn  m  die  Masse  der  Kugelschale , 

»  ■  F 

und  A  die  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  yon  dem  äufseren  Punkte 
ist«  Nennt  man  dann  m^  m^^ .  •  die  Massen  der  nächstfolgenden 
Kugelschalen,  so  ist  die  Kraft  aller  dieser  Kugelschalen,  iL  h«  die 
Kraft  der  ganzen  Kugel 

m  +  ™'+na"+**« 
H  =s  ; • 

A» 

also  \iieder 

M 


Sit 

I 

i^enn  V.  =&  m  -^  m'  +  m^K,*  die  Masse  der  ganzen  Kugel  be- 
seichneU  Die  Körper  des  Himmels  ziehen  also  einander  so  an, 
als  ob  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  yereiniget  wären-,  maä 
2war  nicht  blofs  ,>  weil  ihl^e  Distanzen  yon  einander  in  Beziehung 
auf  die  Dimensionen  dieser  Körper  selbst  sehr  grofs  sind,  son- 
dern auch ,  weil  ihre  Gedtält  von  äer  ^iner  Kugel  sehr  wenig 
Terschieden  ist. 
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Es  ist  interessant ,  zu  untersuchen,  ob  diese  Anziehung 
der  Kugeln  auch  noch  bey  anderen  Gesetzen,  als  dem  der  Natur, 
statt  haben  kann.  VVir  wollen  also  die  Gesetze  der  Anziehung 
suchen,  für  welche  eine  Kugel,  oder  was  hier,  nach  dem  Vor- 
hergehenden ,  dasselbe  ist ,  für  welche  eine  Kugelschaie  einen 
aufser  ihr  gelegenen  Punkt  so  anzieht,  als  ob  die  ganze  Masse 
der  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  yereiniget  wäre« 

Wenn  man  die  Elemente  eines  Körpers  anf  rechtwinklichte 
Ooordinaten  x,  y ,  z  bezieht,  so  kann  man  sich  den  Körper  als 
in  unzählige  unendlich  kleine  rechtihrinklichte  Pa'rallelepipeda 
getheilt  yorstellen ,  deren  Seitenlinien  den  Achsen  der  x  y  und 
z  parallel  sind ,  so  diäfs  also  das  Yoluin  eines  Elementes  des  Kör- 
pers durch  das  drey fache.  Produkt  dx  »dy  •  dz  ausgedrückt  wird« 

Allein  zu  unserer  gegenwartigen  Absicht  wird^es  bequemer 
seyn ,  x  =  r  Cos  3,  y  =.  r  Sin  ^  Cos  w.  und  z  =  r  Sin  ^  Sin  w 
zu  setzen,  wodurch  (Cap.  i  ^«  i6.)  das  Element  des  Körpers 
durch  r^  drdwdd  Sin 5  ausgedrückt  wird. 

Da  in  diesem.  Ausdrucke  die  Entfernung  r  nach  der  einen 
oder  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite  rerlängert,  doch 
immer  als  positiy  angesehen  wird,  also  r  immer  positiy  ist,  so 
wird  der  Punkt  A  im  Räume  yollkdmmen  bestimmt  seyn ,  wenn 
der  Winkel  ^  nur  zwischen  o  und  i8o^  genommen  wird,  während 
der  Winkel  w  von  o°  bis  Söo*'  wachsen  kann.  Wird  also  der  vorige 
Ausdruck  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt,  so  wird  man  des- 
sen Integral  in  Beztehiing  zut  3  nur  zwischen  den  Gräuzen  o 
und  i8o,  das  in  Beziehung  aufw  aber  zwischen  o  und  36o^  nehmen« 

L  Diefs  vorausgesetzt  sey  c  die  Distanz  des  äufsereu  Punk- 
tes vom  Mittelpunkte  derKugeJfläche^  und  r  de|rH«^bmesser  der 
Kugelfläche;  ^  der  Winkel,  welchen  der  Halbmesser  r  ipit  der 
Distanz  (  bildet,  und  w  der  Winkel,  welchen  eine  Ebene,  die  durch 
r  und  ^  geht,  mit  einer  fixen  Ebe^e,  die  d^irch  r  gelit ,.  macht , 
so  ist  das  Element  der  Kugelfläche  nach  dem  Vorhergebenden 
gleich 

dm  =  t»  Sin  d.dr  d3dw. 

'  '  '  -  *         »  . 

Nennt  man  dann  f  die  Entfernung  dieses  Elementes  yon  dem  äus- 
seren Funkte ,  so.  ist 

f«  SS  f» -|-.r»  — 2^r  Cos» 

O  a 


Stellt  man  die  noch  unbekannte  Anziehung  in  der  Entfernung  f 
durch  9  (f)  yor,  so  ist  die  Anziehung  des  Elementes ,  parallel 
ouft  der  Richtung  derLinie^  zerlegt,  gleich  dm  multiplicirt  durch 
den  Cosinus  des  Winkels  der  Linien  r  f,  oder  da  dieser  Cosinus 

— = — 7 — *—  ist ,  und  da  nach  der  yorhergehenden  Gleichung 

e — rCosd         /df' 

*  —   ^       ■  ist, 


3         /dt\  . 


So  ist  diese  Anziehung  gleich  9  (0*  (  T  )  dm.    Bezeichnet  man 

also  durch  ^  (£)  das  Integraiy*  df.  ^(f) ,  so  wird  die  Anziehung 
der  ganzen  Kugelfläche  parallel  mit  der  Linie  ^,  welche  den  äus- 
seren Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Schale  verbindet ,  durch 
das  Integral  ausgedrückt  sejn. 

R  =  r«  dr /dw •*&  Sin  i^. *  (f) 

wenn  man  dasselbe  in  Beziehung  auf  g  difFerentürt  und  nach  der 
Differentiation  durch  d^  diyidirt, 

Öieses  Intfegral  von  w  =  o  bii  w=  2  sr  genommen,   wo 

Ä  =  2Jcr*dr/d^8ini*.*(f.) 

Aber,'  wenn  man  die  erste  der  vorhergehenden  Gleichungen  in 
Beziehung  auf  f  und  B^  differentiirt ,  so  erhält  man 

,    ^.  f df 

dd  Sin  ^  s=s  — ,  also  ist  auch 

R^2lli^./fdf.*(f) 

Nacb  der  vorliergehenden  Anmerkung  wird  man  das  Integral 
in  Beziehung  auf  B  nur  zwischen. den  Gränzen  d  ==  o  und.jdr  :==:.  ic 
das  heifst:  zwischen  den  Gränzen  f  =?  f — ^r  und  f=  ^  +  r  neh- 
men. I$[ennt  man  daher  >)/  (f)  dieGröI^sey*f  df  Jl>  (f),  so  hat  man 

Oirrdr 

IL  Bleiben  wiif  bey  dem  letzten  Ausdrucke  von  R  einen  Au- 

'    ,    ,  '      '    '  ,  .         i 

geiibliek  stehen.  Für  das  Gesetz  der  Natur  haben  wir  9  (f)  s=  ^ 

I  *  % 

also  *t  (f)  =s  — -  7-,  und  daher  v]^  (f)  =  —  f ,  also  auch 

NKf+r)=— (f  +  r),   undvK^— r)=  — (f— r> 

Dieser  Ausdruck  von  R  geht  daher  für  das  Gesetz  der  Natur  in 
den  folgenden  über 
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und  da  nach  dem  Vorhergehenden  die  Anziehung  der  ganzen  Ku- 
-T-  J  ist,  80  hat  man,  wenn  man  den  letzten  Ausdruck 
von  B  in  Beziehung  auf  B  und  ^  diflferentürt , 

/dR\  4-rr»  dir 

für  die  Anziehung  der  Kugelschale,  deren  Dicke  dr  kt^  also  auch 
die  Anziehung  der  Kugel ,  deren  Halbmejif^^r  r  iiit , 

r—  /  r'dr  =   '       ■' 

wie  oben  ^.  lo;  oder  für  das  Gesetz  der  Natur  ist  die  Anziehung 
derKugeUchalen  und  der  Kugeln  selbst  dasselbe,  als  ob  ihre  Mas- 
sen in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wären ,  so  dafs  wir  also  hier 
einen  neuen  Beweis  des  oben  aufgestellten  Satzes  erhalten* 

III.  Nach  dieser  kleinen  Digression  wollen  wir  nun  die  Funk- 
tion 9  (f )  der  Bedingung  gemäfs  zu  bestimmen  suchen,  dafs  die 
Anziehung,  der  Kugelsohale  dieselbe  ist ,  als  wennihre  Masse  in 
ihrem  Mittelpunkte*  vereiniget  wäre«  Diese  Masse  der  Ku^eilschale 
ist  gleich  /i'rr'dr,  und  wenn  sie  ganz  in  dem  Mittelpunkte  der 
Schale  vereiniget  wäre ,  so  hätte  man  für  ihre  Wirkung  auf  den 
äufseren  Punkt  4  'jr  r*dr .  (5>  (^) ,  alsa  auch 

a^rdr.d.  i  -j -^ — j  ==  43cr«dr,9(^^ 

oder 

l       e      '~        e      }  =  a>:.^(f)....(»7) 

und  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  ^ , 

^  (<*+r)— v}/  (^— r)  =  2fr/df  •  9  (^)  +  ^Ü 

wo  U  eine  Funktion  von  r  vmd  anderen  Gonstanten  ist« 
Sey    ^(f-f-**)  —  ^  (f — r)=;S,     so  hat  man 
S  =  2fr /d^, 9  (O+C^ 

Differentiii't  man  diesen  Ausdruck  zweymahl  in  Beziehung  auf  c% 
so  ist 
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(iTS\  ' 


und  eben  so: 


/d«8\    _       /d«ü\ 
Vdr«/   ""  ^  Vdr»/ 

Aus  der  Natur  der  Funktion  S  aber  folgt 


Vdr»/   ~  \d^*/ 

Setzt  man  daher  die  Werthe  von  {"TriJ  "^d  l j^y  einander 
gleich ,  so  ist 

^         '         df     .         ir   \dr«  J      ,, 

Da  aber  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  yon  r,  und-das  zweyte 
von  f  unabhängig  ist,  so  niufs  jedes  dieser  Glieder  für  sich  gleich 
^  einer  Constanten  Gröfse  sejn,  die  wir  durob  SA  bezeichnen  wol- 
len, so  dafs  man  hat  •  •       . 

ilM  +  il|iL)  =  3A  Ode, 
f         •        df 

3 ^(^).df  +  f  .d(p  (?)  =  3A?df 
das  heifst: 

f 

und  daher  dessen  Integral 

f » .  9  (f)  r=:  Af '  +  B 
wo  B  eine  constante  Gröfse  ist ,  oder  endlich 

Alle  Gesetze  der  Anziehung,  für  welche  eine  fiugel  auf  einen  äus- 
seren Punkt  so  wii'ht,  als  ob  ihre  Masse  in  dem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre ,  sind  also  in  den^  allgemeinen  Ausdruoke 

B 
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enthalten ,  wo  ^  die  Fntfernung  des  aufseren  Punktes  rön  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dafs  dieser 
Ausdruck  der  Gleichung  (17)  genug  thut,  vrelches  auch  die 
Werlhe  von  A  und  B  seyn  mögen. 

Setzt  man  Toraus,  dafs  A  gleich  Null  ist,  so  hat  man  das  Gesetz 
der  Natur,  so  dafs  also  yoh  der  unendlichen  Anzahl  der  Gesetze, 
-welche  die  Anziehung  für  grofse'  Distanzen  sehr  klein  geben , 
jenes  der  Natur  das  einzige  ist ,  für  welches  die  Kugeln  die  oben 
angegebene  Eigenschaft  nahen« 

Dieses  Gesetz  der  Natur  scheint  endlich  noch  eine  andere 
Tiel  wichtigere  Eigenschaft  zu  haben,  die  ihm/ ausschliefsend  zu- 
kömmt, und  zur  Erhaltung  des  Ganzen  nothwendig  ist.  Wir  ha- 
ben z.  B.  oben  gesehen,  dafs,  wenn  die  Kraft,  mit  welcher  sich  - 
die  Körper  gegenseitig  anziehen,  sich  wie  verkehrt  der  Würfel 
ihrer  Entfernung  verhielte ,  die  Bahn  der  Planeten  eine  hyper- , 
holische  Spirale  wäre,  in  "welcher  sich  also  diese  Körper  der  Sonne 
immer  mehr  nähern,  und  endlich  nach  unzähligen  immer  klei- 
neren Umgängen  In  sie  stürzen  würden*  Dasselbe  würde  der  Fall 
schon  nach  dem  ersten  Umgange  seyn^  wenn  die  Kraft  sich  ver«^ 
kehrt  wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  verhielte.  Bey  die- 
sen lind  vielen  anderen  ähnlichen  Gesetzen  würde  also  das  ganze 
System  entweder  völlig  aufgelöset,  oder  doch  bald  gewaltsamen 
Aenderungen  u^iterworfen  werden,  welche  die  Symmetrie,  lind 
die  schönen  Verhältnisse,  die  wir  jetzt  an  demselben  beobachten, 
gänzlich  zerstören.  Wenji  wir  aber  auch  nie  ergründen  Können, 
warum  der  Urheber  der  Natur  unter  allen  unzähligen  Gesetzeii , 
eben  dieses  gewählt,  und  warum  eri  die  Dimensionen  der  einzel* 
^  ncn  Himmelskörper  sowohl ,  als  die  der  Distanzen ,  welche  sie 
jetzt  Von  einander  trennen,  eben  nach  diesem  Mafsstabe  angeord- 
net hat,  der  nun  der  Gegenstand  unserer  Beobachtungen  ist ,  so 
scheint  es  doch  eine  wesentliche  Eigenschaft  eines  jeden  Syste- 
men, das  auf  Dauer  Anspruch  machen  soll,  zu  seyn,  dafs  das- 
selbe bey  den  einmahl  bestehenden  Verhältnissen  seinerTheile  auch 
nach  einem  anderen  Mafsstabe  ausgeführt  werden  könne,  ohne 
dadurch  eine  wesentliche  Aenderung  zu  leiden.  Nehmen  wir  an, 
dafs  al  ^e  Di mensionen  der  Körper  dieses  Systemes  sowohl  als  ihrer 
Entfernungen  von  einander  in  dem  Verhältnisse  1  zu  n  geändert: 
werden,  und  dafs  die  Planeten  auch  nach  dieser  Aenderung  noch 
Bahnen  um  die  Sonne  beschreiben ,  welche  den  gegenwäi:tigen  .> 
ähnlich  sind,  was.  offenb|ir' nur  dann  möglich  ist,  wenn  auch  die 
Kraft  der  Sonne  in  demselben  Verhältnisse  1  zu  n  geändert  wird. 
Ist  z.  B.  bey  den  gegenwärtigen  Verhältnissen  M  die  Masse  der 

^  M 

Sonne,    und  r  ihre  Entfernunsr  von  der  Erde,    und.  drückt  •--— : 

das  noch  unbekannte  Gesetz  der  Kraft  aus,  mit  welcher  die  Sonne 
auf  die  Erde  und '  auf  alle  übrigen  Planeten  wirkt ,  so  werden  in 
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dem  geänderten  Systeme  die  Grössen  r,  9  (r)  undU  in  folgende 
übergehen  rn,  9  (rn)  un^  Mn',  und  die  neue  iKraft  der  Sonne, 
mit  weicher  sie  die  Erde  in  der  Entfernung  rn  anzieht ,  wird 

Mn« 

— -—   seyn*   Da  aher ,    wenn  die  neue  Bahn  der  Erde  der  vor- 

9  (rn)    .  ■••.'■' 

M 

hergehenden  ähn^ch  seyn  soll,  die  Kraft  *-rT  der  Sonne  in  dem- 
selben Verhältnisse  1  :n  geändert  werden  mufs,  weil  die  Sinus 
Tersus  der  Bogen.,  welche  die  Erde  unter  bejden  Voraussetzun- 
gen durch  die  Wirkung  der  Sonne  beschreibt,  der  Kraft  der  Sonne 
proportionirt  seyn  müssen  (^.  5.^),  so  wird  man  haben 

Mit»  M        ' 

■'  >  .  ^  «=.  n  •  -7-r  oder 
9(rn)  9(r) 

n\  p  (r)  =  9  (m) 

oder  die  Kraft  9  (r)  muis  eine  solche  iFunhtion  von  r  seyn ,  die 

unpjeändert    bleibt,    wenn  man  in  ihr   rn    'statt   r    substituirt , 

und   den  neuen  Ausdrück  durbh  n*  diyidirt*    Ist  z.  B.  die  Kraft 

der  Sonne  irgend  einer  Potenz  der  Entfernung  proportionirt , 

also  9'  (r)  =  Ar*" ,  wo  A  eine  constahte  Gröfse  ist ,    so  hat  man 

9  (ra)  =  Ar™  n«,  und  n'.9  (r)  ==  'Ar^.n*«  iSetzt  man  daher  die 

beyden  letzten  Ausdrüclie  einander  gleich,  so  ist  h"— •  =:  1  oder 

m  =  2,  dasheifst,  wenn  bey  einem  geänderten  Mafsstabe  des 

ganzen  Systemes  die  Verhältnisse  seiner  Theile  noch  dieselben 

bleiben  ,  und  das  neue  System  dem  Vorhergehenden  ähnlich  seyn 

soll ,  so  mufs  m  =  2  also  ^  (r)  ^=  Ar*  und  daher  die  Kraft  der 

M  '  .    ■   ■ 

Sonne  gleich  ■     ■*■■■  seyn ,  welches  wieder  das  Gesetz  der  Na- 

tur,  also^uch  das  einzige  ist,  für  welches  die  Bewegungen  und 
alle  Erscheinungen  der  Natur ,  nicht  Ton  der  absoluten  Gröfse 
des  Systemes  und  seiner  Theile ,  sondern  blofs  yon  ihren  Ver- 
hältnissen gegen  einander  abhängig  sind,  während  für  jedes  an- 
dere Gesetz  die  geringste  Veränderung  desMafsstabes  ,  wenn  die 
Verhältnisse  ungeändert  bleiben,  eine  ganz  andere  Welt  zur  Folge 
haben  würde. 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  noch  im  All- 
gemeinen die  Anziehung  eines  gegebenen  Körpers  von  irgend 
einer  Gestalt  auf  einen  gegebenen  Punkt  suchen. 

Sey  P  ein  Punkt  der  Oberfläche  dieses  Körpers , '  dessen 
drey  rechtwinkUchte  Coordinaten  x  y  z  seyn  sollen.  Durch -den 
Punkt  P  ziehe  man  die  drey  geraden  Linien  PX,  PT,  PZ  den 
Coordinaten  x  y  z  parallel,  und  die  Normale  PQ  der  Oberfläche. 
Sey  femer  M  irgend  ein  Punkt  in.  oder  aufser  dem  Körper ,  und 
seine  mit  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  a  b  c ,  und  end- 
lich die  Entfernung  beyder  Punkte  PM  s=  r  also 
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|_x  =  (J— 2)  — -  und  u~y  =  C^—z)  i— 


r  =  V^(a— x)'  +  (h—yy  +  (c-*)«. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir 

die  Winkel  MPX,  MPT,  MPZ  . .  QPX,  QPY,  QPZ  and  QPM 
durch  MX,      MY,     MZ  .  .  (^X,      Qr>     QZ     und  QM 

bezeichnen ,  so  dafs  man  also  hat 

Cos  MX  =  ?=^,    Cos  MY  =   — ^,    Cos  MZ  =  ^^; 

r  r  r 

Da  die  gerade  Linie  r  durch  die  zwey  Punkte  geht ,  deren  Coor- 
dinaten  x  y  2  und  a  b  c  sind ,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  ge- 
*  raden  Linie  zwischen  den  Coordinate.n  (:  u  ^  folgende : 

y-b 

■  •    •    • 

z — c 

Sucht  man  aber  aus  der  gegebenen  Gleichung  der  Oberfliehe 
des  Körpers  die  partiellen  Differentialien  ' 

so  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der  Normale  diesei^  Fläche 

I— X  +  (J— z)  P  =  o  und  t>— y  4-  (A-z)  Q  ef  o 

Daraus  folgt  für  den  Winkel  QP  M  der  Normsle  mit  der  Ent- 
fernung r 

Co.  QM  =  ^!!z:^^l±itlL^±i=:f 

^  r'«  R 

und  für  die  Winkel  der  Normale  QPX,  QPY/QP2  mit  den 
Achsen  der  X ,  y ,  z 

Cos  QX  =  ~,    Cos  QY  =  ^,    Cos  QZ  «  ^ 

wo    R  =  \/i+P*  +  Q'  ist. 
L   l>ieses  Torausgesetzt ,   ist  bekanntlich  das  Element  der 

Oberfläche  des  Körpers  ds  =  R  dx dj  \/i  +P*  +  Q^, .  nnd  das 
Element  des  Körpers  selbst  dK  ==  dx  äy  dz ,  also  ist  auch 

ds.dz 
dK  =   -r^ 

MX         • 

oder  da  nach  dem  Yorhergehenden  dz  =  R  dx  Cos  QX  ist , 

H  t=//xds.CosQX 
was  offenbar  auch  so  ausgedrückt  werden  kann 
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R  =5  //y  ds .  Cos  QT  oder  K  =  Jf%  ds .  Cos  QZ. 

IT.  Die  Projectiön  des  Elementes  ds  der  gegebenen  Ober- 
fläche nuf  eine  Ebene,  die  auf  der  Achse  der  x  senkrecht 
stehtj  isi 

P 
d-S'rs  dydz  oder  d^^sRdxdj«  — 

also  auch ,   wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  R  dx  dj 

P  .  • 

und  ^  sabstituirt,  dr  s=  ds  Cos  QX«  Denkt  man  sich  durch  alle 

Putikt^  dlBS  Umfanges  von  dZ  gerade  Linien  ^  welche  senkrecht 
auf  die  Protections  -  Ebene ,  also  parallel  mit  der  Achse  der  x 
stehen ,  so  werden  diese  Linien  einen  Cylinder  bilden ,  dessen 
Element  dSdx  ist,  und  wenn  fr  das  Anziehungsgesetz  der  Ma- 
terie dieses  Cjlinders  ausdrückt,  so  wird  die  Anziehung  dieses 
cylindrischen  Elementes  auf  den  um  die  Distanz  r  entfernten 
Punkt  M  s€7n  dZ  •  dx  •  fr. 

Es  in  aber  r»  =  (a— x)«  -J-  (b— yj*  -|-  (c— z)*, 

also  da  durch  den  ganzen  Cylinder  nur  x  als  yatt'iabel  anzusehen 
ist,  rdr  =  — -  (a — x)  dx,   und  daher  die  Anziehung  des  cylin- 

-  .    Wird  diese  Anziehung 


drischen  Elementes  = 


a — X 


nach  der  Achse  Jer  x  zerlegt ,  so  erhält  man  —  fr  •  dr « d  2 ,  und 
bezeichnet  man  das  Integraiy*.  fr  dr  durch  Fr,  so  ist  die  An- 
ziehung des  ganzen  Cylinders  von  der  .Grundfläche  dr  anf  den 
Punkt  M  in  der  Richtung  der  x  gleich  — Fr, dr,  oder  wenn 
man  den  rorhergel^enden  Werth  von  dr  substituirt ,  so  ist  die 
Anziehung  des  gaizen  gegebenen  Körpers  auf  den  Punkt  M 
parallel  mit  der  Achse  der  x  gleich  — /Fr.ds  Cos  QX,  undT 
eben  so  ist  die  Anziehung  des  Körpers  auf  den  Punkt  M  paral- 
lel mit  y  und  mit  z  ^eich 

—/Fr .  ds  Cos  QY  und  —/Fr.  ds  Cos  QZ. 

§•1/1. 

.  Diese  Untersuchungen,  den  körperlichen  Inhalt  und  die  An- 
ziehung eines  Körpers  iiuf  einen  gegebenen  Punkt  M  zu  suchen, 
lassen  sich  noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  anstellen.  Zu 
diesem  Zwecke  denke  man  sich  um  den  Punkt  M  als  Mittelpunkt 
eine  Kugel  beschrieben ,  Jeren  Halbmesser  die  Einheit  ist,  Sey 
U  ein  auf  der  Oberfläche  dieser  Kugel  dem  kleinen  Raum  dS  zu- 
gehöriger Punkt.  Die  Linie  M/I  schneide  Terlängert  die  Ober- 
fläche des  Körpers  zuerst  in  dem  Punkte  P%  dann  weiter  yer- 
längert  das  zweyte  Mahl  ia  dem  Ppnkte  P",  dann  in  P'"  ul  f. 
Zieht  man  dann  von  dem  Pankte  M  an  die  Peripherie  des  Bau- 
mes dS  gerade  Linien,   so  werden  diese  Linien  eine  Art  yon 
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K^gel  bilden ,  and  an  der  OberOache  des  ^gebenen  Körpers  an 
den  Fankten  P^  P^S  P'^^  .  •  die  Räame  dsS  ds'^  ds/'^.  .  .  be- 
gränzen«  Endlieb  beschreibe  man  noch  ans  dem  Mittelpunltte  M 
mit  den  Halbmessern  MP'  ä  r^,  MP"  «  r'',  MP'''  ^  r'"  .  .  . 
durch  die  Punkte  P^  P^^  Ft^^  «  .  Theile  sphärischer  Oberflä- 
eben,  und  nenne  d4r^  do*^',  i.^^*^ «  •  •  die  Bäume,  welche  jener 
Hegel  Ton  diesen  sphärischen  Oberflächen  ausschneidet« 

Dieses  vorausgesetzt  hat  man ,  da  diese  Theile  der  sphäri- 
schen Oberflachen  sich  wie  4i.e,  Quadrate  ihrer  Halbmesser  ver- 
halten 

und  da  der  EleipentarrAqm  d^'  als  die  Projection  des  Raumes 
ds^  auf  eine  Ebene ^  der  die  Gerade  P'M.  normal  ist,  angesehen 
werden  kann, 

Äff*  rs-4j  ds'  Cos  MQ'  und  ^beq  90  d<r''  ^  4;  ds"  Cos  IIQ'^ 

der"'  Ä  •+  ds'/'  Cos  MQ''' .  .  ... 

wo  das  obere  Zeichen  slutl  hat,  wenn  der  Winkel  MQ  es  MPO* 
kleiner  als  ein  rechter  ist,  d.  h.  wenn  der  angezogene  Punkt  fir 
innerhalb  dem  Körper  liegt ,  das  untere  Zeichen  aber ,  wenn  M 
ein  äusserer  Punkt  des  Körpers  isl«  Betrachten  wir  jeden  dieser 
Fälle  für  sich. 

I.  Ist  M  ein  innerer  Punkt  des  Körpers,  so. ist  also  für  den. 
ersten  DurcHschnitlspunkt  der  L.ii^ie  M/7  mit  fler  Ob^irfläche  des. 
gegebenen  Körpers  *  - 

d<r/  SB  +  ds'  Cos  MQ^  oder  da  d<r^  »  W>  .dS  ist , 

ds'  Cos  ÄQ'  .^ 
y,,      ^-  =  +  dS* 

Für  den  zwejrten  Durchschoittspnnkt  der  verlängerten  Linie  Mi7 
mit  der  Oberflich^  des  Körners  kommt  diese  Linie,  aus  einem 

.     ds''Co8MQ''  .^ 

auf seren  Baume  in  den  Körper,  ,ai80  ist       '  ■   ^^^  =  — dbj 

für  den  dritten  DurehsdubittspitDkt  kömmt  jene  Linie  ans  dem 
Körper  in  den  äufsern  Raum , .  oder  es  ist    . 

ds'/'CosMQ"':     -^  JQ        .  w 

, — i—  SS  -I-  dS    u«  S«  W» 

'p///s  •         ■ 

und  da  die  Anzahl  dijeser  Durchschnittspunkte  gerade  ist,  so' 
hat  man  für  einen  inneren  Pnnkt  M 

ds'  ds''  »  ds''^ 

—  Co.  JäQ'  +  ^  Co.  J5Q/'  +  ^  Co.  MQ'«  + 

BS  dS-^dS'^.  dS  —  .  . .  =a  o. 


•  •  • 


Werclen  dann  alld  anieren  Efement^  &S  der  Oberfläche  leiserer 
Kugel ,  deren  Halbmesser  die  Einheit  ist  9  c^ben  so  behandelt  und 
summirt  V  oder  Avird  dieses  Verfahren'  snf  die  ganze  Oberfläche 
dieser  Kugel  ausgedehnt,  so  hat  man  nach  dem  Geiste  der  Inte- 
gralrechnung ,  fitr'  einen  i  n  h  e  r .e  n  Punkt ' 

/•  rr  Co»  teO  ^  o 


•  - »  •.  1 


1  \  •  . 

II.  Ist  aber  U  ein  äufsererFuöli't,  so  hat  man  eben  so  für  den. 

ds'. 
ersten  Durohschnitt  --^(i^s  MQ'  ==  »^  dS 


.,<. ' 


r'"       r- 


«weytp     »       .         ^Co9MQ"  =  +  dS       :     , 

dritten       t      »        —^  (Joa  MQ'"  =s  —  dS  u.  f , 

» 
und   da  die  Anzahl  dieser  Durcbschnittspunhte  ungerade  ist,  so 

heben  sich  fft  der  S^inme  dieser^Au^dk'ücke  alle  bis  auf  den  letz^ 

ten  auf,  und  man  erhält 

oder  da  8  die  ganze.  Oberfläche  der  mit  dem  Badiüs  =  1  be- 
schriebenen l(ugelfläche  bezeichnet)  also  S  =  4ir  ist,  für  einen 
äufseren  Punkt 

ds 

wo    K  =  3.i4>S9  •  «  * 

III.  Das  Yolüm  des  Kegeiraunies  Yon  der  Spitze' M  bis  zu 
den  Punkten  Pf,  P*',  P"' . .  ist  in  derselben  Ordnung 

oder  ^2  f'*^'  ^-  Cos  MQ/,  ij  ir^'  dsf'  Cos  MQ'/, 
+  i  r"'  ds''/  Cös  MQ'"  .  .  • 

das  obere  Zeichen*  wenn  der^PunkrM:  in  dem  Inneren  des  Kör- 
pers  liegt,  woraus  sofort  folgt ,  dafs  das  Yolum  des  ganzen 
Körpers  gleich  ist 

K  t=:  —  i/rdÄ  Cos  MQ. 

IV.  Um  nun  auch  die  Attraction  dieses  Korpers  auf  den  ge- 
gebenen Punkt  M  zu  'finden ,  so  war  dS  die  Basis  des  Kegels , 
dessen  Hohe  die  Einheit  ist,  also  ist  auch  r*  .dS  die  Basis  des 
Kegels,  dessen  Höhe  gleich  r  ist.  Das  Volum  des  lezten  Kegels 
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ist  daher  i  r*..^8,  und  de»ie&  I>iffereBtial  r«.dr;dS.  Ist  sl&o 
wieder  Fr  das  Gesetz  der  Attraction,  so  ist  die  Attraction 
selbst  gleich  dem  Volum  des  Elementes  in  fr  multiplicirt  ,/oder 
gleich  ,r*  dr  «  dS « fn  Bezeichnet  man  daher  das  Integral 
fr^.fr.dr  durch  ^r,  so  ist  die  Attraction  des  ganzen  Kegels 
gleich  fr  •  dS  oder  gleich 

9r,ds  _         ' 

und  daher  die  Attraction  des  ganzen  Korpers  auf  den  Funht  M 
gleich  dem  Integrale 


/jrJi  c«  HO 


WO  dieses  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  aus- 
zudehnen ist*  Das  Frodunht  dies^es  Ausdruckes  in  Cos  MX  gibt 
die  Attraction  des  Körpers  auf  den  Punkt  M  nach  der  Richtung 
der  Achse  der  x ,  die  also  gleich 

9r«ds 

7' 


y fLr-!  Cos  M<J .  Cos  MX 


ist,  und  eben  so  ist  die  Attraction  des  Körpers 

/^r»  ds 
— —  Cos  MQ .  Cos  MY 

/» 0r  •  ds 
und  nach  der  Richtung  der  z  •  .  *j'^% —  Co»MQ.CosMZ 

V.  Nehmen  wir  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  hat 
man  folgende  Theoreme : 

i)  Das  auf  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnte 
Integral 

yds.  Cos  QX  ist  immer  =  o. 

a)  Das  Volum  des  Körpers  ist 

7  xds  Cos  QX  =/y  ds  Cos  QY  =  f%^%  Cos  QZ, 

oder  =  —  i/rds  Coa  <^M* 

3)  Für  einen  Punkt  M,  dessen  Entfernung  von  einem  witt- 
kahrlichen  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  gleich  r  ist,. ist 
das  Integral 

r  —  Cos  MQ  gleich  o , 

wenn  der  Punkt  M  inner  dem  Korper ,  und  gleich  —  4t  ,  wenn 
er  aufser  dem  Körper  licgU 


1 


tSQ 


4)  Die  Aafeiohiing  des  KSrpan  a«f  d€&  Funkt  M  ist: 
nach  der  Richtung  der  x  •  :  •  .  X  s — fFr.As  Cos  QX 

_  _y  fLif  Cos  QM  Cos  MX 

nach  der  Bichtong  der  y  ....  T  =  —/Fr.  d»  Cos  QIC 

__  _y  9r^  ^^^  ^jj  g^^  j^Y 

'  's' 

nach  dttr  Bichtung  der  z  .  .  .  ;  2  =  — /Pr.d«  Cos  QZ 

_^  _y  ^£i2!  Cos  QM  Cos  MZ 


■ 

WO  das  Gesetz  der  Anziehung  fr  ss  •— .  und  wo  Fr  ss  y  fr  •  dr 

und  91*  =syi** •  fr. di*  ist,  und  wo  alle  yorhergehenden  Integrale 
auf  die  gan;se  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnt  werden  soU 

len.  Für  dfen  Fall  der  Natur  hat  nian'fr  as  —   also  Fr  »  —  - 

r«  r 

uiid  yir  SS  r^- 


MehrereAnwendungen'dieser  Ausdrücke  werden  sich  in  der 
Folg^  linddn.    (MonÜtl.  Corresp.  XXYIU.  BandJ 


23) 


ACHTES   KAPITEL. 


Problem   der  drey   Körper. 


Vorberoitungeii. 


§' 


Wir  baben  bereits  in  dem  TorhergehendenKapitet  gesehen,  wel- 
che Schwierigkeiten  die  Bestimmung  der  Bewegung  von  Körpern, 
die  ihrer  gegenseitigen  Anziehung  unterworfen  sind,  seihst  in 
den  einfachsten  Fällen  darbiethet ,'  sobald  die  Anzahl  dieser  Kör- 
per gröfser  als  zwey  ist.  Der  vorzüglichste  Zweck  der  Anwen- 
dung der  Mechanik  auf  die  Astronomie  ist  die  Bestimmung  der 
Bewegung  der  Körper  unseres  Plaifet^nsjstemes  ^ .  d'eren  jeder 
nicht  nur  der  Anziehung  der  Sonne,  des  Centr^l-Körpers  des  Sy- 
stemes ,  sondern  auch  noch  den  Anziehungen  all.e  r  übrigen  Kör- 
. per  desselben  unterworfen  ist.  In  dieser  Allgemeinheit  aber  ist  die 
Auflösung  dieses  grofsen  Problemes  bey  dem  gegenwärtigen  Zu*> 
Stande  unserer Analysis  völlig  unmöglich.  Glücklicherweise  sind 
die  Entfernungen ,  welche  diese  Körper  von  einander  trennen , 
in  Beziehung  auf  ihre  eigenen  Dimensionen  so  grofs ,  dafs  die 
Störungen,  welche  jeder  Planet,  während  er  der  Hauptkraft  der 
Sonne  gehorchend  seine  elliptische  Bahn  um  dieselbe  beschreibt, 
von  allen  übrigen  Planeten  leidet,  so  klein  s^d,  dafs  man  bejr 
der  Untersuchung  der  Wirkubgen  eines  jeden  Planeten  auf  ei- 
nen anderen,  den  ungestörten  elliptischen  Ort  des  ersten  zu 
Grunde  legen  kann,  ohne  einen  für  unsere  Beobachtungen  merkba- 
ren Fehler  zu  befürchten,  dafs  man  also  die  Störungen,  welche  je^ 
der  einzelne  Planet  7on  allen  andern  eriahrt ,  von  einander  ab- 
gesondert betrachten  ,  oder  dafs  man  nur  die  Störufig  eines  je- 
den Planeten  durch  einen  jeden  andern ,  als  ob  der  letzte  allein 
da  wäre ,  aufzusuchen ,  und  dann  alle  diese  Störungen  zu  sum« 
miren  braucht,  um  die  gesammtc  Störung  eines  jeden  Planeten 
durch  alle  übrigen  zu  erhalten.  Dadurch  wird  uaser  Problem 
auf  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Planeten  zurückgeführt, 
der  in  seiner  elliptischen  Bahn  um  die  Sonne ,    deren  {Kraft  die 


aa4 

aller  anderen  Planeten  weit  überwiegt,  dnrch  die  viel  schwächere 
Kraft  eines  swey  ten  Planeten  gestört  wird ,  daher  man  diese  Auf- 
gabe, mit  deren  Auflösung  wir  uns  in  diesem  und  den  folgenden 
zwey  Kapiteln  beschäftigen  wollen ,  das  Problem  der  drey 
Körper  genannt  hat.  YVir  werden  aber  bald  sehen,  dafs  selbst  nach 
diesier  Beschränkung  die  directe  Auflösung  dieser  Aufgabe  noch 
immer  als  unmöglich  angesehen , werden  tavth  ,  und  dafs  wir  uns 
daher  mit  einer  blofs  genäherten  Bestimmung  begnügen  müssen, 
welche  uns  durch  die ,  wie  es  scheint ,  blofs  zufällige  Einrich- 
tung des  Sonnensjstemes  möglich  gemacht  wird,  nach  welcher 
die  Bahnen  aller  Planeten  sehr  nahe  kreisförmig,  und  die  Win- 
kel, welche  die  Ebenen  ihrer  Bahnen  unter  einander  bilden,  sehr 
klein  sind ,  so  dafs  man  ihre  wahren ,  yqn  den  übrigen  Planeten 
gestörten  Längen ,  Breiten  und  Entfernungen  Ton  der  Sonne  in 
Beihen  auflösen  kann ,  welche  nach  den  Potenzen  der  Excentri- 
citäten  und  Neigungen  der  Bahnen  fortgehen,  welche  wegen  den 
geringen  Werthen  dieser  Gröfsen  sehr  schnell  convergircn ,  u?id 
dadurch  die  Integrationen  der  äufserst  verwickelten  zweyten  Dif- 
ferentialgleichungen,  welche  die  Mechanik  für  die  Bewegupg; 
dieser  Körper  darbiethet,  wenigstens  Annäherungsweise  mög- 
lich machen« 

Bies^  Diffei:entialgleichungen  haben  alle  ,  wie  wir  im  zwey- 
ten Kapitel  gesehen  hsdien ,  die  Form 

•  =  5f° +  *  +  »«? 


sehr  kleiner  constanter  Factor  ist.  Wir  wollen  annehmen  ,  dafs 
man  das  endliche  oder  zwejte  Integral  dieser  Gleichung  für  den 
Fall  kenne ,  m'^o  ee  gleich  Null  ist«.  Differentürt  man  dieses  Inte- 
gral in  Beziehung  auf  u  und  t ,  so  hat  man  also  «wey  Gleichun- 
gen,   nämlich   das   erste    Und   zweyte   Integral    der   Gleichung^ 

d*u  V       .,  •      ' 

o  s=»  -pjp  -}-  P  ?   und  kann  daher  aus  diesen  zwey  Gleichungen 

.   *  ^      •      .  > 

durch  Elimination  die  Werthe  von  zwey  Constanteä  c  und  c^  fin- 
den ,  die  in  diesen  zwey  Gleichungen  enthalten  sind«  Diese  Con<p 

^        ...  ...  ■  .  du 

stauten  cui^d  c'  werden  also  in  Funktionen  yon  |i  und  t  und  -^^ 

dt 

ausgedrückt  seyn«  Neimt  man  daher  Y  un^  V  diese  Funktionen, 
80  sind  jene  zwey  Gleichungen 

C  =a  V,  und  c'=V' 
und  sie  sind  offenbar  die  zwey  ersten  Integralien  von  der  gege- 


Benen  Gleicbimg  o  =s  ^—  -f.  P,  und  sie  werben  ätirch  die  Eliml« 

naiion  ron  -^  das  gesuchte  zwejte  odei:  endliche  Integral  die» 

ser  Gleichling  wieder  geben.  DifiSsrentSitiaaB  diese  bejden  Glei- 
chungen noch  einmahl ,  so  erhält  man 

6  s  dV  nxid  o  B  d V/ 

«nd  da  diese  Gleichungen  Tollständige  DifFerenlialgleichungen 
der  swejrten  Ol*dnuBg  sind ,   So  kann  jede  Ton  ihnen  nichts  an-* 

d'if 
ders  seyn  als  die  gegebene  Gleichung  d  s  r-^  +  P  selbst  mit 

irgend  einen  Faktor  mdlfiplicirt.  Nennt  man  also  Fdt  den  Fak« 
tor  dieser  teilten  Gleichung,  der  die  Gleichung  o  =  AV,  und 
nennt  man  F'  dt  den  Faktor  i  der  die  (^leichung  o  s  d  V  gibt ,  ao 
liat  man 

d V  =  Fdt  f^  +  P)  undi 

d^u 


('d^u  \ 

dF  +  V- 


Es  ist  aber  leicht,  diese  Faktoren  F  und  F^  zu  bestimmen, 

wenn  di^  Gröfsen  Y  und  Y^  bekannt  sind.   I^enn  F  ist  offenbar 

d»u 
der  Faktor  von  y^  in  dem  üTweyten  Differentiale  ton  Y ,  und  F^ 

d«u  ^ 

ist  der  Faktor  ton  j-^  in  dem  zifre)t^n  Differentiale  ycttiY'.  Da 

man  also ,  nach  der  Yoräussetzung ,   die  Werthe  tou  Y  und  Y^ 

d«u 
kennt,  so  darf  man  nur  die  Faktoren  ton  -r-^  aus  diesen  hej- 

den  Werthen  suchen,  um  die  Werthe  tonF  undF^  tu  erhalten. 
Gehen  wir  jetzt  wieder  zu  unserer  ursprünglichen  Gleichung 

d^u 


O    SS 


+  P  +  aQ 


dt? 

);irtt(^k«  Mnltiplicirt  man  sie  durch  Fdt  und  F^dt,  so  erhält  man 

c^;=  dY-f*adt  ^<^  und 
OÄdV'+«dtF'Q 

ttnd  daton  sind  die  Integralien 

ff  c— ^/dtFQ  =  y 

,    C'~Ä/dtF'Q=:;Y' 


3^6 

und  so  hat  man  zwey  Differentialgleichungen,  welche  dieselbe  Form 
haben,  wie  in  dem  Falle  wo  a  =  o  ist,  mit  dem  einzigen  Unter- 
schiede, dafs  man  statt  den  willkührlichen  Constanten  c  und  c^  die 
folgenden  Gröfsen  setzt 

;/dl  FQ  und  c'~«/dt  F'Q 


Wenn  man  aber  unte^  der  Yoraossetzung  a  =  o ,   aus  den  zwey 

du      .    ,  , 
Integralen  ^  =  V  und  c'  =  V  die  Gröfse  -t—  eliminirt ,    so   er- 
hält man,  wie.  wir  oben  gesehen  haben,  das  endliche  Integral  der 
Gleichung  o  a»  •— -  -f"  ^  >  ^^^^  erhält  man  auch  das  endliche  In* 

d«u 
tegral  der  gegebenen  Gleichung  6  =  ^—  -|-  P.  -J-  «  Q ,  '  wenn 

man  blofs  in  dem  vorhergehenden  Integrale  die  Gröfsen  ^  und  o' 
in  c — «  /  dt  PQ  und  c' — «/dt  F'Q  verwandelt.  Um  das  VorlHsr^ 
gehende  auf  einen  besondern  Fall  anzuwenden ,  sej  die  Gleichung 

d»u 
o  =  ^  +a«u  +  «Q 

gegeben 9  wo  a  eine  sehr hleine Gröfse,  undQ  irgend  eincFunk- 

dn  . 
tion  von  u  t  und  -r-  ist*  Für  a.=s  o  hat  man 

dt 

d«u 

•=d?"  +  **^ 

und  von  dieser  Gleichung  ist  das  zweyte  Integral 

c  c^ 

u  Ä  —  Sin  at  +   —  Cot  at, 
a  ■    a 

wo  c  und  c'  zwey  beständige  Gröfsen  sind,  und  davon  ist  das  er- 
ste Differential 

-     du 

—  =  c  Cos .  at — c'  Sin  aU 

Die  Combination  dieser  bejden  letzten  Gleichungen  gibt 

du 
c  s3  au  Sin  at  -|-  -j-  Cos  at 

ut  ' 

^  du 

c'  s=  au  Cos  at  —  tr-  Sin  at. 

dt 

Dieses  lind  die  zwey  Gleichungen ,  welche  wir  oben  c  =  V  und 
c^  «=  V  genannt  haben.    In  der  ersten  derselben  ist  der  Faktor 


237 

▼^n  dT^  gleich  F  =  Cos  at,  und  in  der  zwejten  F^  ==  — SinaU 

Wir  werden  daher,  um  das  yoUständige  Integral  der  gegebenen 
Gleichung  zu  erhalten,  nach  dem  Vorhergehenden  in  der  Gleichung 

c  .  c' 

«  =*  -  Sin  at  +  —  Cos  at  blofs  statt  c  die  Gröfse  c— «/  dt  FQ, 

und  statt  c'  die  Gröfse  c/~a/dtF'Q  substituiren ,  wodurch  man 
emaib 


^    /C— a/Qdt  Cos  at 


-( 


a 


)8in.t+(f!±^q£l!!:iii^)co,.t 


oder  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung 


o  = 


d«u 


—  "^jjr  +  a"u  ^  d  Q  wird  seyit 


c  c^  a 

u  =  -  Siniit  +  —  Cos  at—      Sin  at/  O  dt  Cos  at 
a  a  fl       •        *'     v 


H Cos  at/Q  dt  Sin  at  .  •  .  (A) 

Ist  z,  ß«     aQ  =  A  +  B  Cos  mt  +  C  Cos  nt 

-J-  ß  Sin  mt  +  y  Sin  nt 
so  ist  das  gesuchte  Integral 

A.         c  ^.  .    C  ^ 

«  Ä  — ^  -;-  H Sih  at  +  -r-^  Cos  at 

a*  a  "^  a 

B  C 

ß  y 

+  — ' r  Sin  mt  +  —; r  Sin  nt  + 

m»— ^a*  ■    n* — a*  "^ 

I.   In  der  Theorie  der  Störungen  besteht,   wie  wir  seheü 

Dresden,  die  Gröfse Q  blofs  ausCliedern  derFormASin  (mt-)-0 

oder  A^  Cos  (mt  -j-;  b)  ,    und  man  sieht  leicht  j   wenn  man  diese 

Werthe  statt  Q  in  dem  letzten  Ausdrucke  yon  u  snbstituirt,  dafs 

jedes  Glied  Ton  Q ,   welches  die  Form  hat  A  Sin  (mt  +  0 '    ^ 

.  aA 

dem  Ausdrucke  yon  u  ein  Glied Sin  (mt  +  «)  i  und  dafs 

m» — a*  ^       ■     ^ 

eben  so  jedes  Glied  yon  Q ,  welches  die  Form  A  Cos  (mt  +  <) 
hat ,   in  dem  Ausdrucke  yoii  u  ein  ihm  correspondirendes  Glied 

;    Cos  (mt  »f-  0  heryorbringt.  Man  wird  daher ,  wie  man 


m 


Pä 
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schon  jetzt  sieht,  bey  den  folgenden  blofs  genäherten  Integra- 
tionen dieser  Gleichungen  vorzüglich  auf  diejenigen  Glif^der  Rück- 
sicht nehmen  müssen,  für  welche  die  Gröfsen  m  und  a  einander 
nahe  gleich  sind,  weil  diese  durch  die  Integration  oft  sehr  be- 
trächtliche Werthe  erhalten  hönnem 

Davoü  macht  der  Fall ,  wenn  m  =  a  ist,  eine  Ausnahme« 
Denn  ist  z.  B.  in  der  Gleichung  ^I)  die  GrÖfse  aO  =s  B  Cos  at, 
so  findet  man  für  ihr  Integral 

•      c_.  c'  B  Bt 

u  =  -Sin  at  +    -  Cösat Cos  at^-  —  Sinat, 

a  a  4a*  2a, 

H             Bt      . 
und  hier  untersc1*eidet  sich  das  letzte  Glied ^  Sin  at  we- 

.  sentlich  vor  allen  übrigen ,  "weil  es  die  Zeit  tau  f  s  eir  dem  Zei- 
chen des  Sinus  enthält ,  und  also  mit  der  Zeit  ohne  Ende  wächst 
oder  abnimmt ,  während  alle  andern.  Glieder ,  die  die  Zeit  t  nur 
unter  dem  Zeichen  des  Sinus  oder  Cosinus  enthalten,  blofsen  perio- 
dischen Aenderungen,  so  wie  jene  trigonometrischen  Funktionen 
selbst  unterwarfen  sind,  und  daher  zwi&chen  bestimmten  Grän- 
zen  ab  -  und  zlli^hmen ,  aber  ohne  diese  Gränzen  selbst  zu  über- 
schreiten. 

Da  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  periodisch  wiederheh« 
ren,  wenn  auch  ihre  Winkel  ins  unendliche  wachsep,  so  ist  ja- 

■des  Glied  der  Focm  A^JJJ  (mt  +  «)  selbst  periodisch,  und  man 

36o 

ne^t  A  daa^  Maximum,  mt  4-  £  das  Argument,  und  endlicli 

^  .  ,       :*,    nk 

die  Periode  des  Ausdrut^kes  A  ^^^  (mt  +  «) ,    wo  m  in  Graden , 

und  die  Periode  in  solchen  Zeiteinheiten  ausgedrückt  wird,  in  wel- 
chen die  GrÖfse  t. selbst  ausgedrückt  ist.  Die  Periode  jenes  Aus« 
dru<^kes  ist  nähmlich  die  Zeit ,  während  welcher  der  Werth  von 

Sin 

A   Q^^  (mt  -f-  «)  durch  alle  seine  Abwechslungen   von  Gröfsen 

und  Zeichen  geht,  bis  er  wieder  zu  dem  Punkte  gelangt,  yon 
welchem  er  ausgegangen  ist ,  um  eine  neue  ähnliche  Beihe  von 
Abwechslungen  .zu  beginnen«  Wird  also  z.  B.  die  Gröfse  t  in 
Tagen  und  deren  Theilen  ausgedrückt,  so  ist  m  die  tägliche 
Aenderung  des  Argumentes  in  Graden  ausgedrückt^  und  daher 
m:i  SS  36o:T,  oder  die  Periode 

'  Während  also  die  oben  betrachteten  Glieder  von  u ,  welche 
aA        gju 
die  Form  "^     ^  (mt  +  e)  haben,   nur  periodische,   in 

kürzeren  oder  längeren  Perioden  wiederkehrende  Ungleichhei- 


,    a  At   frt« 
t^n  sind ,  bezeichnen  im  Gegentheile  die  + r*:  *;  (at  +■  «) 

2ä      DIU 

überfalle  Gränzea  fortgehende  Störungen,  die,  wenn  sie  in  der 
That  in  einem  Systeme  statt  haben ,  endlich  die  yöllige  Zerslo«- 
rung,  oder  doch  eine  gänzliche  Umänderung  des  Systemes  zur 
Folge  haben  müssen.  Wir  werden  aber  weiter  unten ,  wo  wir 
auf  die  Gleichungen  der  letzten  Art  wieder  zurückkommen  wer- 
den ,  sehen  ,  dafs  sie  ihren  Ursprung  nicht  sowohl  in  der  Natur 
der  Differentialgleichungen ,  sondern  in  der  Unyollkommenheit 
unserer  Analysis  haben ,  und  dafs  ihre  nähere  Betrachtung  zu 
einer  eigenen  Gattung  Ton  Störungen  führte ,  die  wir  in  dem- 
zehnten  Capitel  entwickein  werden. 

!!•  Wenn  also ,  wie  es  bey  der  Bestimmung  der  Bewegun- 
gen der  himmlischen  Körper  der  ^' all  ist ,  die  Gröfse  Q  eine  ganze 
und  rationelle  Funktion  von  u  und  von  dem  Sinus  und  Cosinus 
solcher  Winkel  ist ,  die  mit  der  Zeit  t  gleichförmig  wachsen , 
so  wird  die  Integration  der  Gleiehungen  der  Form 

d'u 
0=  g^  +a«u-|-a<;j 

darin  bestehen,  dafs  man  zuerst  die  kleine  Gröfse  a  gleich  Nul 

annimmt,   wo  dann  das  endliche  Integral  der  Gleichung 

du 
o  =  -^-^  -|-  a*u  einen  ersten  genäherten  Werth  von  u,  den  rein 

elliptischen  Werth  gibt,  wenn  aQ  die  störenden  Kräfte  enthält. 
Substituirt  man  diesen  ersten  Werth  inQ  ,  so  wird  manidadurcb 
Q  als  eine  ganze  und  rationelle  Funktion  erhalten ,   deven  Glie- , 

der  alle  von  der  Form  A  ^^  (mt  -f"  0  ®^^*    Integrirt  man  dann 

d^u 
die  Gleichung  o  =   ,—  -^a'u+aQmit  Hülfe  der  Gleichung  (A), 

80  erhält  man  einen  zweyten  Werth  von  u,  der  a^is  zwey  The.i- 
len  bestehen  wird,  wovon  der  erste  (wie  die  Gleichung  (A)  zeigt), 
den  vorigen  elliptischen  Werth  von  u ,  und  der  zweyte  die  Cor- 
rection  dieses  elliptischen  Werthes  enthalten  wird,  welche  Cor- 
rection  offenbar  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte  d.  h.  von 
der  Ordnung  der  kleinen  Gröfse  a.  seyn  wird.  ^Si^bstituirt  nian  dann 
ciiesen  zweyten  Werth  von  u  inQ,  und  integrirt  die'soerhalteneGlei' 
chung  wieder,  so  wird  man  einen  dritten  Werth  von  u  erhielten, 
der  aus  drey  Theilen  besteht,  dem  elliptischen,  dem  von  der 
Ordnung  «,  und  dem  von  der  Ordnung  a^,  und  wenn  man  das- 
selbe Verfahren  fortsetzt ,  so  wird  man  den  genäherten  Werth 
von  u  bis  zu  einer  gegebenen  Potenz  der  störenden  Kräfte  erhalt  en« 

5. 3. 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Capitels  Werden  sich,  auf 
die  Entwicklung  der  Gröfse 


23a 


B'/ =5  —  Cos  d  — (a»— 2aa'Cot^+va'»)"'» 


in  eine  Reihe  beziehen ,  die  nach  dem  Cosinns  der  rielfachen 
Winkel  d  fortgeht«  Um  den  Qang  jener  Untersuchungen  dort  nicht 
mehr  zu  unterbrechen,  -wollen  vfir  diese  Entwicklung  schon  hier 
vornehmen. 

Nehmen  wir  also  an,   dafs  die  zu  suchende  Reihe  folgende 
Gestalt  habe 

R'/  =s  i  A^""^  +  A^'^  Cos  »  +  A^^^Cos  9  S  +  A^^^  Cos  3  ^  +  .  • . 
wofür  man  allgemein  setzen  kann 

R''=t2  A^*^Cos«> 

wenn  man  voraussetzt,  dafs  x  alle  ganze  Zahlen  von  js  =  —  oo 
bis  jf  =5  -|-i  00  bezeichnet,  auch  denWerth  Jt  =:  o  mit  begriffen, 

wo  dann  A  ss  A  ist,  uhd  daher  in  dem  letzten  Ausdrucke 
der  Cosinus  für  jeden  Werth  von  x  zwejmahl  vorkömmt,  so  dafs 
also  für  n  =  3  ist 

R//  =  i  A^^^Cos  (33)  +  l  A^"'^^Co8  (—3^) 

aas  heifst,  da  A'^^=  A^"~^^und  Cos  (35)  =  Cos  (—33)  ist, 


R"  =  A      Cos  33    wie  zuvor. 


W 


Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  YVerthe  von  A     und  ihre 
Differential! en  in  Beziehung  auf  a  und  a'  d.  h.  die  Werthe  von 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  die  Gröfse 

(a— 2  aa'  Cos  5  -f-  a'*)      in  eine  solche  Reihe  entwickeln,  die  nach 

a 
den  Cosinus  der  vielfachen  St  fortgeht.  S^tzt  man  7-  =:a,  so  wird 

a* 

jene  Gröfse  a'""  *\k— 0  a  Cos  S  +  «0"~^ 


I.  Wir  wollen  also  annehmen 

—X  .  o   ,    .  1 

X 


(1 — 2a  Cos  3  +  a«)    ^  =  i  b^  +  b*  Cos3  +  b     Cos  23 


+  b^  Cos  3  3  + .  .  .  . 

X 

und  zuerst  die  Werthe  von  b    ,  b    ,  b      .  ♦  .  .  suchen» 

X  XX 

Nimmt  man  von  diesem  Ausdrucke  die  logarithmischen  Differen- 
tialien ,  so  ist 


33 1 


1  -3 


i-£ax  Cos  »  +  a»         ^j^o       ^1  3  ^  b*  Cos  aS  H 

HuHipIicirt  man  lirenaffwcise ,    vnä  betrachtet  man  blofs  die  in 
Sin  (ä—  I )  d  multiplicirten  Glieder ,  so  wird 

—  3«xSin5(|b^+b*Cos5  +  b*Cos25+*  -  .)zehm 


X— Ä 


—  3a X Sin  »  Cos  (*— a)  ^  •  b       —  3ax  Sin  d  Coa  ä  »  b^ 

=  fax  b* —oxb       f  Sin(«— 1)5> 

und  eben  so  wird 

(1—3«  Cos  3  +  «•)  (—  K  Siö^— a>*  Sin3d—  .  •  •)  geben 

« 

(i+«0(»— *)!>*""'  Sin(«— 1>+2«(«— 2)b^""  CosdSin(«— a)» 

4- 3  a  Jib^  Cos5Sinji3 

'  X 

=  [— (i+aO(«— Ob*"'*+«('*— 2)t*"'*+««6*  )  Sin(Ä— i)S* 

Setzt  man  beyde  Faktoren  von  Sin  («  —  i)  5  gleich,   so  er- 
hält man 

(n—i) (l+a *) b*~"  —  ([«  +  x— 3)  ob 

und  diese  Gleichung  gibt  daher  b',  b'  .  ,  .,  wenn  mon  b%nd 

b     hat. 
X  • 

IL  Verwandelt  man  x  in  x  + 1 ,  so  ist 
(i_a  u Cos  5+a-r''""*  =:  i  b^^^  +  b*^^  Cos »+b'_^^  Cos2^+., 

Multiplicirt  man  beyde  Theile  dieser  Gleichung  durch 

(i 2  a  Cos  S  +  o«)  und  substituirt  für  (i  — 2  a  Cos  ^-f-a*) 

.die  im  Anfange  von  (I)  gegebeae  Reihe ,  so  ist 


— X 


i_»    x+i^    x+i  x4-i  *  J 

Der  Coefficient  von  Cos  is3  in  dem  ersten  Theile  fieser  Gleiclrang 
ift  b  ,  und  in  dem  zweyten  Theile  ist  da«  Glied  dieses  Coeffi* 
cienten 

(!+«•)  b*      Cos  «  5— «  «  b*^*  Cos  »  Cos  («+0  » 

•■ 

— 2  a  b        Cos  ^  Cos  (ii — i)  ^ 


«  f  (l+aO  b*      —ab'"*'*— ab*    *  ^  CoSÄd. 
l^  ^^  ^    x+i  xH-i  x+i  J 

Beut  man  also  beydq Coefiicienten  ronCoa  ^gleich,  so  ist 

b    =  (».+  «")  b       — ab       — ob 
X        ^     '       ^     x+i  x+i  x4-i 

X-4-I 

Substitnirt  man  in  diesem  Ausdrucke  den  1/Verth  von  b        aus  (a), 

x-f-i 
nahmlicb 

.^,      *(»+«•)  b*      — (Ä+x)Äb*"^* 

b         sss  ^-4-1  x-f-i 

X-4-I  .  («— x)  a 

SO  erhält  man  * 

H  Saxb"7    —  (i+a*)xb    .      •  .  .  *    (i) 

j  — ^' 

il  —  X 

j 

oder  wenn  man«  in  «+ 1  verwandelt, 

x+.  ^.^-^i>;;^,-o+«oxb;;;|;; 

X  : .-: - 

n  —  x+i' 

oder  wenn  man  wieder  den  vorigen  Werth  von  b        substituirt, 

X+l 

*+»  .(9) 


j^H-i^«(i+«')(«+x)b*^,+x[9(«-xK-«(i+*«)«}b' 


■••1 


a  (« — x)  («*— x-j-i)  • 
Climinirt  man  dann  b        aus  den  Gleichungen  (i)  und  (d)i  so  ist 


^  x(i— ••)• 

oder  weiui  aan  hier  wieder  den  Werth  ron  b        ans  (a)  tobcti-- 

taiirt« 


b« 


X-f-I 


x(i — «•)• 
und  diese  Gleichung  wird  die  Werthe  Ton 

b   .    f  b       *  b         •  •  •  geben, 
x+i       xH-i      x+i  ® 

O  '2 

wenn  die  Ton  b  ,  b^ .  b   •  •  •  bekannt  sind« 

t         X         X 

in.  Wir  wollen  nnn  noch  die  Grofsen  b    und  b     suehen  • 

X  X 

Ton  welchen,   wie  wir  {jesehen  haben,  all^ anderen  abhängen. 
6ey  der  Kürze  wegen  x  s=  i  —  a«  Cos  S  -p  a*,  also  auch 

—X  :V^— 1\—*    ,  — 3v^— iWx 

X      ata  (li— a«  ^      •  (i  —  as  ^      »  WO  iog.nat«s=äi  ist* 


Entwickelt  man  den  zweytenTheil  dieser  Gleichung,  so  ist  klar, 

dafs  die  zwey  Grofsen  t  und  s  in  der  EntwicL. 

lung d  enselben  Coefficienten  haben  werden ,  weil  sie  vor  der 
Entwicklung  denselben  CoefEcienten  a  haben.   Nennt  man  also 

X  diesen  Coefficienten  von  s  oder  s  »so  wird 

die  Summe  dieser  bejden Glieder  M    «x^v/^— i  und  M  £—«3  ^— i 

gleich  a  M   Cos  «5  seyn ,   und  da  dieser  Ausdruck  auch  gleich 
b    Cos  «d  seyn  mufs ,  so  hat  man  b  =  2  M  • 

Mun  ist  aber  %      gleich  dem  Produkte  der  beyden  Reihen 

»+«»        +  — 77^ — « 

Ct».x(x+l)(x-t-3)      3;5^,_j 
■^  1.3.3  ' 


s34 


^ä  V-i    r   g'  »  (X  +  i)    -a^v-i 
1  4-  a  »  -f  f;^ « 

,     g>x(x+  O  (ic  +  g)     ~3^V-i 
-L.  » e 


«    •    • 


Wir  wollen  diese  heyden  Reihen  so  ausdrücken, 

Ol  •       a 


•  •  « 


-3V— i   ,  — 2i>V-i 

w  +  w«  +w«  •♦• 

Ol  2 

I 

In  dem  Produkte  derselben  ist  der  Faktor  von  c  gleich 

vr    w+w    w      ■    +*ww+w    w  +  .  •  ♦ 

o       X  1       x  +  i  2     xH-2  5      x-4-5 

Für  Ji  =  o  ist  daher  dieser  Factor 

und  für  «  s=i  i 

w    w    +  w    w    +  w    w,  +  w,  w^  4-  .  .  ♦  =  M  , 

Ol  12  2,3  54  1~ 

d.  h.  wenn  man  die  Werthe  von 

w    =L  1  -    w  =  «X ,  w    =  ^ — :     ^ 

o  >  2  i ,  a 

wieder  herstellt ,  so  ist 


•  •  « 


o 


=  i+(«)c)*+^fZii±iy4..,.     und 


1  1.2      ~  i.a  ^i,a.i 

r 

und  da  b*^  =  2  M  ,  und  b*  =  2  M    war,  so  ist  auch 


/ 


s35 


h     =  3    I  «X  +  «»X  . 

X        •      V.  »'S 

.     .   x(x  +  i)   x(x4.i)(i+a)  ,        ^ 


>    •    •    •    (J) 


1.9  1,9.3^ 

Damit  diese  beyden  letzten  Beihen  conTergiren ,  mufs  a  Ideiner 
als  die  Einheit  seyn«   Wir  haben  aber  a  =s  --  gesetzt ,  irodorch 


man 


(a«-^  «aa'Co5Si+a'«) 


— X 


-^JH 


— X 


a'       (i — ««Cos 5-4-«")    "  erhielt« 


a 


Sollte  a  ^  a^  seyn ,  so  wird  man  «  s=  —    anpehäien  ,    wodurch 
man  erhält 

—X  — 2X 


.— X 


(a*  — aaa'CosS+a^»)    ^  =  a    "*•  (i— aaCosS+Ä»)      , 
so  dafs  also  diese  zwey  Reihen  immer  conTergiren ,   wenn  man 

Ä  =s  --  nnd  a  <*  a'  annimmt* 
a'  ^ 

Wir  werden  in  dem  folgenden  Kapitel  sehen ,  dafs  man  'in 
der  Theorie  der  Störungen  vorzüglich  die  Wert  he  von  b    nnd 

^,  braucht,  indem  man  in  den  Beihen  (d)  die  Gröfse  x  =  J 

upd  X  =  4  setzt.  Da  aber  für  diese  zwey  besonderen  Fälle  die 
Beihen  (d)  nur  wenig  convergiren ,  wenn  nicht  «  sehr  klein  ist, 
so  wollen  wir  x  =i  —  ^  setzen,  wodurch  diese  Beihen  in  'fol- 
gende übergehen«  > 

♦ '1. -■+«-)• +(ri-)'+(riro-)" 

•  /I.I.3.5        Y  , 


1  *  •  »    ,    .        1 . 1  ♦  3 

■        *  "   a . 4  2.4.6 


.  •.(dO 


1.3    1.1.3.5 


«7  + 


1.3.5    1.1.3.5.7 


4.6*2.4.6.0      "'"4.6.8*2.4.6.a.io* 


*  • 


«36 

Hat  man  so  b    ^  und  h    ^ ,  so  fin  Jet  man  b^  aus  derGleichung(b) 


Dieselbe  Gleichung  gibt  aach 


i        loab^^^  — (i  +«•)*>'  . 


S  V  '1 

lo  a  h       SS.  s«  i>    ,  +  4  (»  +  «•)  b      ,  also  hat  man 


Die  Gleichung  (a)  aber  gibt 

o 

*      — (._«i). 

Kennt  man  so  b   und  b    aus  (e)  und  (f),  so  gibt  die  Gleichung 

2       3       4 
(a)  die  Werthe  von  b  ,  b  ,  b  ,  und  die  Gleichung  (c)  die  Wcr- 

i       j        3 

ihe  von  b^^,   b,,  b, 

1k       i       u 


'  m        *        *       •    •   * 

3 


Noch  fehlt  h^  und  b,  •  Die  Gleichung  (b)  gibt  für  a  ■=  o  und  x:=:  J 


-o         (i  +  a«)b     -»  2d   b 


s 

3 


(l-a»)* 


Sub&tiiuirt  man  die  Werthe  von  b^^  und  b^  aus  (e)  und  (f)t  so  ist 

a  A 

K  -       "^«      •  •  •  (8)      . 
*       0— «•)• 

Eben  so  gibt  die  Gleichung  (c)  für  «  s.  i  und  x  =  j^ 

aab^— (i+a«)  b^ 


.;=     i 


(>-«•) 


% 


also  wenn  man  wieder  die  Werthe  von  b^^  und  b^^  substituirt 


flSy 


5.4- 


» 


Nachdem  wir  so  die  Gröfsen  b    bestimmt  baben ,  wollen  wir 

nun  die  Wertfaie  von  A     ,.  ^     »   ^      •  •  *    suchen.    Wir  haben 
oben  angenommen  .*?        , 

^     JL  Cosd  — (a«— aaa'CosÄ-f.  a/«)""* 
s  i  A.^"^  +  A^*^  Cos  üt  +  A^"^  Co«  fl^-f  ... 

# 

Ist  aber  —.  =s  0  ^  so  ist 

_x         1'  '  ■     -^-i 

(a*— ;iaa'Cosl^  +  a'0    '  =  -  (1  —  2a  ros3  + «»)    % 

und  dieser  leute  Ausdruck  war  gleich 

i  (j  b^  +  b*  Cos  d  +  hJJ  Cosa3  +  .  .  .) 
a'  •  »  a 


also  ist 

Cosd  — (a»— ^aa'Cosj^  +  a'«)    * 


a' 


==  «.-L;  b'^+T-^^ Ib'^Cos^— J.b^  Cos  aS  —  ... 

aa'       i        \a'2       a'    J/  a'   t 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  ersten  der  yorherge- 
henden  Gleichungen ,  so  sieht  man ,  dafs  allgemein  ist 

A       =  _       b    .  .  .  (1) 

a'    a 

wo  X  alle  positiTC  und  negative  ganze  Zahlen ,  auch  /s  =£  o  be- 
zeichnet« Für  den  besondern  Fall  ü  =  1  aber  hat  man : 

a. --.  —  —  .  D    .  •  .  ^»;    ,     ^ 

a'*  a'       i 

h  Da  wir  in  dem  folgenden  Kapitel  auch  die  GröTse 

_    a 

(a«  —  9  aa'  Cos  ^  +  *'*)    ^  brauchen  worden  ,  die  wir  gleich 


r- 


^ 


i38 

i  B^""^  +  B^*'  Co»  d  +  B^*^  Cos  a^  +  B^^^  Co»  83  + 

setzen  wollen,   so  können  wir  auch  dieser  Reihe,  wie  im  An- 

M 
fange  de»  3.  §•  die  Form  i  SSB      Co»  «5  geben,  wo  n  wieder 

arlle  positive  und  negative  gan:Se  Zahlen ,  auch  n  ss  o  faiit  be- 
griffen ,  bezeichnet,  L)a  aber  diese  Reihe  die  Entwicklung  der 
Gröfse 

(aO'~^  (i  —  2a  Cos  5  +  «•)"'  ist, 

und  diese  Entwicklung  nach  dem  Torhergehenden  gleich 

(aO^^  (i  bj+  bj  Cos  *  +  bj  Coii  as'^-  . .  .^  ist, 

so  hat  man  allgemein 

für  alle  Wert  he  yon  a  ohne  Ausnahmei 

(•  5« 

Nachdem  wir  so  die  Gröfsen  A  und  B^''^  gefunden  haben, 
sind  noch  die  Werthe  der  Difierentialien  dieser  Gröfsen  in  Bc* 
Ziehung  auf  a  und  a^  zu  suchen« 

Essey(wieimJ.3*III)Ä.=  i — 2ACusd-^a%'also  (nach  $.3.1) 


--X 


X       s^b    +b    Cosd  +  b    Cosa»+.., 
Uifferentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  a,  so  ist 

.^x— >^i  db  db 

—  dx  (a— Cos  »).\  s«  i  _\+  _JL  Cos  1^ 

da  da 

+  L  Cos  2  5  +  •  .  *  4 

da 
i        - 

oder  da  a  -^  Cos  d  =   ■       ist  *  so  ist  atich  * 

.       aa 

«  «•  da  d« 

1  .         . 


db 
j.       X     Cos  fl  $  -{^  •  < 

d«     . 


•      4 


Yergleioht  man  £e  Coeffici^nten  ron  Cos  ä  l^,  so  bat  man 

» 


Aber  die  Gleichung  (b)  des  §^  3*  gibt 

f(i_a»)b*        =   <l±fl>(l±fll)  b"      -  ^(^-^+0     K^-^' 

Addirt  man  also  zu  diesem  Ausdr^oke  die  Gröfse 

^—     — ■ -—     O        f 

a(i — a»)      X 
so  erhält  man        :.-.*.;■;. 


X 


db  ^-H"(ä+2x),  X  2 


und  das  Differential  dieser  Gleichung  ist 

d»b  Ä^-a•(Ä  +  2x)^  db** 

^     ''•■'■'      '  '■'       iir    I..        ■     I  li.    ■         ■■     •    b 

a'  (i— ««)»  X 

x+i 

Ik  Die  öleichung  ;(i)  gibt  daher 

AA^*^  »      /^tf\    db*  _     /da 

"da  -      >—       <j^ 


1       /dtf\    db  /^*\        1' 


und  für  den  besondern  Fall  a  =  i 

-^  ...A    -x;  ••♦  («) 

und  endlich  allgemein^  selbst  für  den  Fall  >£  =  i 


9/|0 


da*  *        dÄ» 


d»A 
dT 


W 


2.d»b 


X 
a  I 


^  •   •   •  (P) 


II.  um  eben  so  dieDifferentiallen  Ton  A  inBesieliniig  auf  a/ 
Jen  erljalten,  wollen  wir  bemerken,  dafa  man  ffir  jede -homogene 
*  ^Funktitmr  Tonrx  wnd  j  z  B.ffir  dieFunktiöA  z  =  px™'  +  ?y"*»  ^*^ 
Dimenaion  m ,-  die  Gleichimg  hat 


(S>+y(|)  =  "'' 


.<«)  ^.. 


Da  mm  A     eiiic^  sAlene'  homogäae  Fimlitioii  von  •  and  a'  der  Di- 
in«iuioii  —  I  i»t  r  «0  hal  man 


ÄA^-S  ^ -, /dA^^- 


a 


\  da  /  V  da'  -^ 


woraiia  aofort  folj^ 


a' 


a 


/» 


/d^\  „  ^  -/iA^>)^  , /d.  Ä« Y 
Nda  da'-'  ^  in  ^  V    J.,   / 


V  da'  y         v-3jr-/ 


a  A^"^  4-  4a  I 


111*  Eben  ao  gibt  die  Gleickntig  (1) 


alfo  avcli 


24* 


.W 


und  da  B      wieder  eine  homogene  Funktion  ron  a  und  a'  der  Di- 
mension  —  3  ist ,  so  hat  man 


also  auch 


0  =  -^'!;-'-"i^>^- 


1  ■« 


«  • 


'  ,     t 


•         ■  4 


I  / 


IH. 


34^ 


NEUNTES    KAPITEL. 


Problem   der    drey   Körper. 


f.  1. 

Um  die  Bewegung  eines  Körpers,  dessen  Masse  m  ist,  um  ei-, 
nen  Central -Körper  der  Masse  M  unter  der  Voraussetzung  zu  fin- 
den, dafs  auf  den  bewegten  Körper  m  noeb  andere  Körper,  deren 
Hassen  m^  m'^  m'^^ .  sind,  wirken ,  seyen  x  y  z  die  recbtwinklich- 
ten  Goordinaten ,  welche  diie  Lage  von  m  gegen  M  bestimmen.  Die 
Lage  Yon  m^  m'^  .  •  gegen  denselben  Central  -  Körper  M  werde 
durch  die  den  yorigen  parallelen  Coordinaten  x^  y^  z'  und  x'*ytf  z'^  , 
bestimmt,  wo  der  Anfang  aller  dieser  Coordinatenachsen  in  dem 
Mittelpunkte  yon  M  ist,  und  wo  daher  die  Entfernung  der  Körper 
m,  m^,  m^^  •  •  von  dem  Mittelpunkte  von  M  nach  der  Ordnung 

V/x^+T^'+T*  «  r,    v^'«4-y'«  4.z'a  Ä  ^^ 


\/x''2  +  y'^«  +  z"*  7SZ  r"   ist,  u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt  sey 
m'  m'' 

m' 


•   •    * 


y/ijui  —  xy  +  (y— y)!  +  (z'-  zy 

~  y/^x''  — X)«  +  (y— y)«  +  Kz^*—z)^ 

so  hat  man  für  die  gesuchten  Gleichungen,  welche  die  Bewegung 
des  Körpers  m  um  M  bestimmen ,  nach  Cap.  II,  ^.  3.  I 


•  •  • 


d«x 


f<X 


»=3F  +  TJ  +  '^' 


© 


d»y        ^y 
*  ~  dt«'  +  i* 


o> 


«     • 


.(A) 


.  » 
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wo  irieiiäi*  j^  :^  M-f-  m  ist  Diese  Gleichungen ,  welbh^ ,  vrie  man 
»aeht,  ftU-fl  =  o  iii  Sie  (Aes  Cap*  II  $•  4)  iLbergeh^n ,  sblleü  nun 
intiegrirt  AV^rdieil; 

MültipticU*t  Inaii  Sie«eGlei((Jiiingto  nach  der  Ordnung  durch 
dx,  dj,  dz;  so  gibt  die  IStHnmö  dieser  Pirodilht^ ,  wätoh  inäti 
sie  üitegrürt; 

OS  g- j-+-+9/^dH  .  .  .(B) 

• 

wo  i  die  Constaiite  de^r  Ititligiration  Ui  ^  die  nach  Th«  IX,  p.  si^ 
gleich  der  hälbl^n  gröfsen  4^chiie  deir  Buhn  des  Körpers  ni  sejh 
s6iU  ^^ntt  B  ==  0  ist ;  oder  W^fan  diö  Wü^iuiigeii  d^r  anderen 
R5rper  ttt'  txO  üw..;  HrschwiüdM.  /  , 

Httltipficirt  mkn  die  Gleichtingeil  A  nach  del*  Ordnung  dutch 
t^fiSi  ilndMdairlihi'.eSuttiti^J^ti  d^t  Gläibhtt|lg.B,  so  Erhalt  inäii, 

äÄ|ä*.t*=ä;HrÄxä»x+yd»y+«d«is  +  äi»-|-dy»-HlÄ'"^» 


< « 
o 


—  1 


-^+i+^/^^+^^'---<C) 


*     dt»  t    ^  ä 


if0  det  I^ürise  "^egfett  / 

*•*'  =  nary  +  ^  (djy  +  *  (sr^  s^*^^'^'  ^^^^^«^  "^- 

£s  sey  nnn  dir  def  zwischäii  dfetn  Radius  r  und  r  +  dr  ^iii- 
g^sehfossenoBogett,  aUd  dsf"  -^-dy^-f^M^  =a;d|r«'.)rj»'äit%  ünÄ 
däh^t  di^  Gleichung  (B) 

ii^tl±^lM       ^i^  ^^  ^^  rAn 
^* — dT^— ^ ir  +  7+^/dR 

Subträhitt  intfti  diesö   Glöichang  yön  (C),  iinä  bÜxticirkt;    daß 
4  d«.f*  sft  dr'  4-  tA^r  ist,    .so  hat  maii 


ö  = 


5J3 +f +  rÄ-_(D) 


Milltljpliii^t  matt  aber  die  ei*ste  der  Uleichiingen  A  durch  y  und 
die  ^#eyt6  durch  —  x ,  so  ist  die  Si^n&xde  hhjAht  Produkt^ 

xd*y  —  yd»x 

dt^  •    '^  Vdy 

tind  deren  Integr'iil 
und  eben  so  of  hat  m^ 
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dt 


-c+z^tf^CS-^Cl?)] 


2L.._^  =  c. +/dt  ^.«..(g^)  -  y  (^;  J 

WO  c  c'  C  die  Conslanten  der  Integration  sind.  Wenn  R  =  o 
ist,  wo  dann  nack  TK.  U  p.  3 1 .  die  Bahn  des  Röt^pers  m  eine  ebene 
Ourve,  ^in Kegelschnitt  ist,  und  wenn  man  annimmt,  dafs^diese 
Curve  in  df.r Ebene  der  x  y  liegt,  so  ist  ^  =.  o,  und  d^nn  ist 
nach  Th;  ll  p.  2^.  und  Cap,  YII,  $.'4.5^  die  erste  jener  Cbnmmen 
c  =  \/^^{i—i^')y^^.o^  djj^  l^xppWci^Ät  der  Bahn  yoik  rn^ist  in 
Theilen  der  halben  grofsen  Achse  a  dieser  Bahn  ausgedrü^tt,  Man. . 
kann  pocli  bemerteg:,   dafs  a.  a,!  Ö.  'p^  ^^..  Sie  Grofse,  .j*  gleich 

i^'.  a»  oder  jjl  ±s -n^  a»  ist,  weihi  nf  die  iitittlere  täglithfc  Bewe- 

.       11*.  •»'*•'  *>*«J«v.  * 

g'ung  des  Kö'rpfers'  m  um  M  bezeichnfet. 

MuUiplicirt  man  .di^  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungen 
durch  y ,  und  die  dritte  durch  —  x,  so  gibt  ihre  Sufnme 

Die.  er st4  Jener  drey Gleichungen  aber  ^ibt,  wenn  man  die  h5ke- 
ren  Potenzen  Ton 

^^^  {^  (ll)  ""''  (dy)j  v^'^^^^^ässiget, 

xdy  — ydx         c         c' ^  l  .  \dit  /  \äy  /  X 

'  Die  Verbindung  der  beyden  letzten  A|is4i*ücke  endlich  gibt 


.  •  • «  .  •  <i 


'  Die  Gleichung  (C)  gibt  die  Aenderung  des  elliptischen  Werthes 
Ton  r,  welcher  elliptische  Werth  von  r  nähmlich  dann  statt  ha- 
ben würde ,  wenn  K  =  o,  oder  wenn  der  dritte  Körper  m'  nicht 
da  wäre,  d»  h*  diese  Gleichung  gibt  die  von  der  Wirkung  diese^s 


H5 

Körpers  m'  entspringende  S  t  ö  r  a  n  g  vpn  r ,  und  urcnn  diese  be- 
kannt ist,  so  gibt  (D)'die  Störung  von  v,  und  endlich  (£)  die 
Störung  TOn  z. 


t  * 


Wir  wollen  nun  diese  drey  Gleichungen  zur.  bequemeren  An- 
wendung weiter  entwickelhv  Diese  Entwicklung  einfacher  zu  mar 
chen,'  wollen  wir  voraussetzen,  wie  es  bey  den  Körpern  unsere 
Sicapenf4i$j$t£iiies  in  der  Thatdier  Fall  ist,  dafs  die  Massen  derPla- 
netenjn  m'  m'^  g€;gei;i  'dielVlasse  M  der  Sonne  sehr  klein,  dafs  also 
die  Störungen ,  welche  m'  m". . ,  in  der  Bewegung  von  m  her- 
vorbringt ,  ebenfalls  sehr  klein-  sind ,  und  dafs  endlich  auch  die 
Excentricitäten  und  Neigungen  aller  Planeten  nur  geringe  Gröfsen 
sind,  deren  höhere  Potenzen  man  ohne  merklichen  Fehler  ver- 
nachls^ssigen  kann.  Ohne  diesen  Yorausset^uAgen  wurde  es  für 
den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  Anal  jsis  so  gut  als  uinmöglioh 
seyn  ,  die  Gleichungeii  (A)  zu  integriren;  mit  ihnen  aber  wird 
es  erlaubt  seyn ,  die  Störungen  des  m  durch  die  -verschiedenen 
anderen  Planeten  m'  m"  m'". ..  von  einander  abgesondert  zu 
-bestimmen  ,  wodurch  also  unser  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Bewegung  eines  Planeten  m  um  die  Sonne  zurück  geführ^t  i^d,  auf 

den  blofs  ein  anderer  Planet  m'  störend  einwirkt. 

"    *  .      .    .  ^   ^ 

Nennt 'man  also  r  den  ungestörten  elliptischen  Radius  von 

m-,    und  dr  dessen  Störung  durch  m^    sO'  wird  man  in  den  yprr 

hergehenden  Ausdi'ücken  r  .?;:;.  r  +  5r ;  r*  =  r*  -|-3r6r  und 

1  1  5r 

—  =  ^ —  setzen,    wodurch  die  Gleichunfg XC)  in  folgende 

übergeht-,  *     '  -. 

^  =^ dt»        +f^.(— 7+-;+^/jR  +  '^ft^> 

Für  die  ungestört©  Ellipse  aber  ist  die  Gleichung  (C) 


also  beyder  Gleichungen  Differenz 

d«.(rÄr)    ,        ^r  '    _     ' 

o=— ^^+/*.^+a/dR  +  rfl/._  (i) 

Aber  für  R  =  o  werden  die  beyden  ersten 'deif  Gleichungen  (A) 

d»x        ux        ,  d.«y       uy  ' 

dt*    ^r'  dt«        r* 

MnlttpHctf  t  Wbn  daher  dieerst^  dieser  bej*den  Gleichungen* -diirch 
r dr.  ^nd  die  Glei^ohuhg  (i)  durch  x,-  ßo  ffibtbeydor  Producktc 
Differenz 
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r  Ar  d«x  —  xd«.  (r  ^r)  '   _  ^  ^ 


und  dereii  Integral  i^  Be«i^liiing  auf  d 

r^rdx  —  xd.frftr)  -    ••    ^  ,„       ^     «.   ^ 

o  ^      .     ,.  .  ^^  ...  r  ~  f /xdt/dB^/,^a/.dt  •..(-!) 

Multiplicirt  man  et»en  ao  die  letzte  der  zif ey  elliptiacbep  Glftichmi- 
gen  durch  r  ir  und  did  Gleichung  (i)  durch  y,  ao  iat  S^f  DiiSerf  nz 

o  «  ^'-^y-r^'('*^  »  ,/,4t/aR-/yrRMt  .  .  (3) 

Multiplicirt  maii  cndHch  (a)di^r0h  y  ti^d  (3)  durphz,  ao  gibt  bey- 
der.  Produkte  Differens; 

o=F^r/^^^~^^'^^-|-gy/xdt/dR-flx/ydt/dR 

-f-  y/xr  R/dt  —  %/yx'R^iX 

Nimmt  man  ^un  för  die  Ebene,  dc^r  xy  die  der  B$hu  d^a  Planeteu 
für  irgend  eine  gegebene  Fpoche  an,  ao  wirä  e  nur  von  der  Ord« 
nung  der  atörenden  Kraft  ron  m^  ^lao  aehr  kl^in  aeyn ,  und  da 
man  die  Quadrate  dieaer  K|[*aft  v^rnaphlf  aaiget ,  ao  wird  auch  die 

Grofae  2  yT^J  yernacihlässige.t  werden  höuuen*  Aus  deraelbenUr^ 

aache  wird  auch  d^.rBadiuar  yon  seiner  Pro jectioti  in  der  Ebene 
XV  nur  um  Grofs^n  der  Ordnung  z'  verschieden  seyn,  and  der 
Winkel,  welchen  dieser  Badius  mit  der  Achse  der  x  macht,  wird 
von  der  Projection  dieses  Winkels  in  xy  ebenfalls  nur  um  Gröfsen 
der  Ordnung  z*  verscl^ieden  sey?»  Setzt  man  daher  diesen  Wii»- 
hel  gleich  v ,  so  wird  i^oan  annehmen  kÖnuen 

X  x=  r  Cq8  V  ^nd  y  =  r  Sin  ir 
Nun  ist  der  vollständige  Werth  von  dB 

oder  wenn  n^an  in  dieser  Gleichung 

X  dr  y  dr        , 

dx  =  — —  —  vdv  und  dy  ss  —  +xdf  aubstituirt. 

und  dann  dieGröfaen  dr^.und  dy  als  von  einander  unabhiingig  be- 
trachtet^  und  nach  dem  Yorhergehenden  (t^)  ^z  wegläPst, 


<  «47 

(JlTO  V 
^)  ist.  Substlluirt  man  daher  diesen 

Werth  von  R^  in  der  vorhergehenden  Gleichung ,  und  ietzl  nach 
dem  Vorhergehenden 

'    X  dy^    j  dx 


l'l  ^X~l 


dt  «^f^V/aC»-**) 

80  erhält  man 

•dR 


X 

r&r  =  «. 


/y  dt .  j"  a/dRH-r  (^)  j  -y/xAu  [  V^R+r  (^)] 


\/a/«(i  —  e») 
oder  wenn  man  für  x  und  y  ihre  angezeigten  Werthe  substituirt, 


undjLi  =s  n « a?  setzt , 

ör.f^^r:i:^^  ^  Cos  i../ndt.r  Sinir  j^ a/dR+r  (37)) 

— aSiny-/ndt.rCosv|  a/dR  +  rf  —  JJ 

L  Wird  eben  so  der  Winkel  v  durch  die  Wirkung  des  Kör-, 
pers  m'  um  die  Gröfse  bt  yerandfert,  oder  ist  by  die  Störung  des 
Winkels  v,  so  wird  man  in  den  Gleichungen  des  §,  »•  setzen 
r  ==  r  4-  *r  und  v  =  v + *v ,  wodurch  die  Gleichung  (D) ,  wenn 
man  die  vierten  und  höheren  Differentialien  vernachlässiget  j  i» 
folgende  übergeht 

r  d*r  —  r«dv«  +  d«r««r 
o  SS  — 


dt 


3 


rd»,«r — 2r  dv«  .dr  — 2r*dv*d6v      M /^        6r\    ,        /  ^^^ 

Da  aber  ohne  Bücksicht  auf  Störung      ,  , 

rdy*         d*r  ft    .  , 

— - —  =  -r h  —  ist  *  so  hat  man 

dt»  dt»  ^    r» 


d»r.Är  +  rd»  .6r — ^riv^  .br  —  2r 

oä  ■  ■   " 


dt* 


Mv.döv  br  /^\ 


«4»  ' 

VVeiter  ist  (Th.  11  p.  26.) 


dt 


=  \/a/x(i — e*)  ==  na»  v/i— e 


r  3v*  r*  du  , 

Substituirt  man  diese  YVerthe  von  -.,  ,    und  -^ —  m  der  letzten 

dt«      -        dt 

Gleichung,  so  ist  % 

'  rd«.5r— d«r.«r        3u6r        ^döv      .    >    ^- — .  ,      /dR\ 
0= ___^_-.— ^.„aV»-e«+r(ä;^;.  .  (4) 

Die  Gleichung  (i)  aber  gibt 

und  es  ist     d.(r^r)  e=  drfir  +  rdfr,     also  auch 
d*.(rÄr)  =  d'r  5r  +  2  drd^^^  +  rd»  «r     • 
also  auch  die  letzte  Gleichung 

IIA"         d'rÄr  +  adrd^r  +  rd»6r     ,         ^  ,„    ,        /*^^^\ 

"  =  ^  +  -         dt» +  '-^     ■*■ '  W 

Substituirt  man  den  Werth  von  — ^  aus  dieser  Gleichung  in  (4), 

so  erhält  man 

^^6v  2rd*6r+d»r*ör+3dr.d5r  ,  ^  .,_  ,       /dR\ 

_.^„aV--e»  = — _+3/dR+2r(^; 

und  wenn  man  integrirt ,  und  bemerkt ,  dafs  n .  a'  r=  — '  ist 

«na 

II.  Nennt  man  s  <1ie  Tangente  der  Freite  von  m  über  d^r 
Ebene  der  x  y ,  so  ist  für  die  reine  EUipse 

Z  -11.-..  z+öz 

s  =  — un^  fQi,  ^1^   gestörte  s'  = 


also  die  Störung  dieser  Tangente  der  Breite 

s'  —  s  oder  5s-  j=       ^        — 


*4<) 


\ 


oder  da  man  hier  ohne,  merklichen  Fehler  y/x«  +y«  =  a  setzen 
kann,  die  gesuchte  Störung  von  z  gleich  bz  =  ads.  Diese  Stö- 
rung von  as  ist  aber  auch  gleich  den  drey  letzten  Gliedern  der 
Gleichung  (E),   also  ist 


a 


ÄS  =  —  <^'y— ^''^) 


M'(^)-^Q)] 


c'y— c"x 

Da  also  sehr  naho  z  as  — ^ ist,  und  da  man  diese  kleinen 

c 

Gröfsen  z,  wo  sie  schon  in  die  StorungenR  niultiplicirt  ist,  ohne 

Nachtheil  weglassen  kann,    so  ist  die  letzte  Gleichung,  wenn 

man  z  :=  o  setzt , 

...=  i/,a.(|I)-IA*(2) 

oder  wenn  man  wieder  x  ^=  r  Cos  v ,  y  =  r  Sin  v 


tt*  \/i — e' 

und  c  ==    ■  setzt , 

an 

a  Coa  V  •  /ndt.r  Sin  v .  (  -t— »  )  — a  Sin  v  ./ndt.r  Cos  ^  (  ;r-  ) 

4s= .        -^'^•.(H) 

f*  V/i  —  e' 

Bie  Gleichungen  F,  G,  H  geben  die  Störungen  des  Fadius 
Vcctors ,  der  Länge  und  der  Breite  der  Planeten  m  durch  m' 
in  endlichen  Gröfsen«  Die  geringe  Excentricität  und  Neigung 
der  Planetenbahnen  aber  erlaubt  uns ,  diese  Ausdrücke  für 
*r ,  bv  und  6s  in  convergircnde  Beihen  zu  entwickeln ,  wodurch 
die  Auflösung  unserer  Aufgabe  sehr  erleichtert  wirA. 

Wir  wollen  die  Gleichung  C  wieder  vornehmen,  und  der       '-^  '^3 
Kürze  wegen  sydR  -|*  rR'  =  Q  setzen ,  so  ist  diese  Gleichung 

d'   r*  Xi        I  \ 

In  der  elliptischen  Bewegung  ist  Q  =  o  und  (nach  Th.  II  p.  6o) 
r'  eine  Funktion  von  der  mittleren  iSnomaliedes  Planeten.  Heifst 
die^e  m,  und  die  Epoche  der  mittleren  Länge  des  Planeten  £, 


> 


nnd  die  Länge  des  Perihelioms  w ,  so  ist  die  mittlere  i^namalie 
m  s;:  nt  4"  «  —  v*    Es  ^ey  u  s=  e  Cos  .-m,  also  auch 

d  .  Cos  m  SS  -*-  iidt  Sin  m,  d*  •  Cos  m  =  -^  n*  dt*  Cos  nt 
und  daber 

.  d*  •  e  Cos  m 
g-;; J-  n»e  Cos  m  =s  o  oder 

d«.u 

.jf^  +  n«u  =  o 

In  der  yon  m  gestörten  Bahn  des  Körpers  m  aber  ist  nicht  mehr 
n  s=  e  Cos  nu  Da  nähmlich  aus  der  Gleichung  (5)  nun  noch  die 
Gröfse  Q  hinanhÖmmt,  die  für  die  elliptische  Bewegung  ver-« 
schwindet ,  so  wollen  wir  U  =  u  -4-  ^n  s;^  e  Cos  m  -|-*  du  setzen, 
wo  also  U  wieder  eine  Funktion  yon  r  se^^n  wird ,  die  wir  durch 
^(r*)  ausdrücken  wol'en  Ist  also  U  =s  %|/  (r*),  so  ist  auch 
dU  =  ^'  rr').dr« ,  wo  -J/'  (r*)  das  Differential  von  vj/  (r*)  durch 
d.r?  dtyidirt  bezeichnet.  Eben  so  ist 

d«ü=%|/"(r»)(d.r*)»4-^'(r«).d'»,r»  nnd(d.r*)»  =4r*ÄrS 
also  auch 

4'ü  Är'dr«      . 

df   ^"    ^  dt»      •  ^    ^^ 

+  -^-  vj/'(r')  +  ii^  ^^  (rO  ...  (6) 

Multiplicirt  man  aber  die  Gleichung  (f)  durch  ardr «  so  ist 
rdr.d*.r'  /'i  »^    .        ^  j 


o  = 


aus 


und  dessen  Integral 

r*dr»  /r«  \         "     ^   , 

o  «     ^^^^  +  ^  ^_  _  2rJ  +«/Qrdr. 

r»  dr* 
Substituirt  man  in  der  Gleichung  (6)  den  TWTerth  von  ^  > 

d*«r»     • 
der   leteten  Gleichiingy    und  den  von   ■  j* ;  ■  aus  (5^,   so    er- 
hält man 

d»ü  r  ur*  1 

-^+n»ü=.  |^Ö^r-4'^~8/Qrdr]  ^'/'(r«) 
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9  < 

oder  da  U  SS  tt  -f*  6tt  i|t  f 

d*ü  r  MF»  I 

+  ?**•  Q  — ^)  >}/' (r*)  —  «•  4^  (r«) 

'  d«  *tt 
=  — -j^,    —  ii*Äu  — 3f/Qrdr.>|//' (r«)  — aQ.>|/'(r«) 

Von  dieser  Gleichung  gehört  der  Theil  vor  dem  Gleichheitszeir 
chen  der  reinen  Ellipse,  der  andere  aber  der  Stömng  derselben. 
Da  aber  diese  bejden  Theile  ihrer  Natur  nach  ron  einander  nn- 
abhängig  seyn  müssen ,  so  mufs  jeder  von  ihnen  f&r  sich  gleich 
Mull  seyn ,  so  dafs  man  also  hat 

d*6u 

.— -  +  nV'tt  =  —  8  >J/^'  (r')  /Qrdr  -  aQ  .  >f'  (r")  .  .u  .  (7) 

Es  sey  nun  r*  =s  ^  (u)  wo  p  wieder  irgend  eine  Funktion  Ton  u 
bezeichnet.  Da  U  ss  >|^  (r")  war,  und  du  s=,  dU  gesetzt  wer- 
den kann,  so  ist  ardr  ss  ^/  (u).dtt  und  du  ss  ütAt*^*  i^*)^ 

abo  auch  ^4^'  (r*)  s=   -^      ■  und  dieser  Gleichung  Differential  iat 

"^    ^    ^        d.r«.(^/^u))»'        (?'(u))5 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  ^^  (r*)  und  \p^^  (r*)  in  der 
Gleichung  (7) ,  so  ist 

Es  ist  aber  (Tbl.  U  p,  60) 

r  ^  c*         e*  ^ 

—   =s  1  —  e  Cos  m  H Cos  3  m 

wo  a  e  die  Ezceutricität  der  Bahn  bezeichnet ,  also  auch 

r  r» 

da  e  Cos  m  s  u  ist,  —  ä  1  —  u  —  u'  und  —  as  1—- au  —  u* 

a  a« 

=  f>  (a)  and  daher  ^'  («)  =  —  a«»  (i  -J-  u) 

=  —  rrrC«  —»  +  «•) 


ft (u)  a  a 


39« 
1 


-__ — --  — —  --— -  (i — 3u+6u«)und^''(u)  =  —  aa*  also  ist 

A  o"  Cxi)  1 

C9'(u))3  a*  ^  ^         ^ 

Noch  hat  man  du  =  -—  en  dt  •  Sin  m  also  auch 

yQdii.9)'(B)  •=:  2a'  ey*!!  Qdt«  Sin  m  (i  -J-  e  Cos  m)  und 

'y,(ij)i/Qdii. ,,'(.)  =-/n4t.9Si«  m  («  +e  Go.  m) 
Eben  so  ist  endlich  ' 

— i-   =  —  —  Ct  —  €  Co«  m) 
9'(u)  a«    ^  ^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (8) ,  so  ist 

d  »  Ott  2« 

o  =  -— |-ti«  du  —  -^  y  odt.<^  8kl  m  (t  +  e  Cos  m) 

—  -g    (l  — -  C  Cos  Bk) 

oder  wenn  man  den  Werth  von  Q  wieder  herstellt , 

d^öu  1  f     -.^   .      /'dB 


o=  --T77-  +  n«au— — (i 


Cos«)[3/dB,+  r(j5)J 


dt»     ■  a*  ^  ^  y  J    ^  *       Vdr  y) 

—  ^y  ndt  Sin  m  j  a/dR  +  r  Qj-jl  •  •  *  (0 

Hat  man  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  yon  du  gefunden,   so 
ist  auch  die  Störung  tr  des  Radius  Yectors  bekannt ,    da  man  hat 

r  =  a  (i — u-^u*)     also  auch     dr=^ — a^u  (i  +  sc  Cos  m). 

Ist  aber  dr  bekannt;,  so  findet  man  Öv  ^  oder  die  Störung  der 
Länge  durch  die  Gleichung  (G).  Um  endlich  noch  die  Störung  ds 
der  Breite  zu  erhalten  ,  so  sieht  man  aus  der  blofsen  einfachen 
Yergleichnng  der  Gleich uugen  F  und  H ,  dals'  br  sich  in  H  yer* 
wandelt ,  wenn  man  in  der  Gleichung  für  br  die  Gröfse 

ü  /  dR  +  r  Q^^  l""  (d^)  ^^'^^*^'^^- 
Es  ist  daher 


O  «s 
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_,_/ndtSiom.(^J....  (H). 

WO  Ä8  =s  —  a  öu'  (i  +  a  e  Co»  w)  Ut. 

Di^torliergieheiidenGleich«ngeii  J,  G  undB'gei>ei»  die  dvey 
gesacirten  Stötungen  dr,   ^  «nd  6».    Allein  um-frie  MixiMrende»^ 

(dttN 
aJ  ^^' 

stimmt  werden«. 

Es  war  (§.  i.),  wenn  wir  blof&  auf  einen  störenden  Planeie«.  m' 
aeheii 

€n'(xx' -|- yy' -f- ÄZ'^                                   m' 
Setzt  main,  wie  «rVor  •  ..    .    .  

» 

X  =  r  Co«  V     und   '"%'  =  r'  Ces  v' 
•  » y  xa  r  Sin.  v       .  .  r     y'  ==  r'  Sin  f* 


•   1 


t   • 


so  ist  dieser  Ausdracb 

m'  (rr'  €os.  (v*  —  i^)  -^  ««f) 


R  =s 


(r'«  +2/2^» 


—  m'  [r'— a  rr'  Cos  (y/— i»)  4-f'»  +(7/—»)«]—«  ^ 

Da  die  Planetenbahnen  alle  nahe  kreisförmig  und  sehr  wenig  ge- 
gen einander  geneigt  sind,  B/6  werden  die  Gröi'iMsn  f  und  p'  sehr 
wenig  Ton  den  halhen  Achsen  a  und  a'  der  Bahnen  verschieden 
seyn  ,  und  man. wird  die  Ebene  .der  xy  so  wähll^u  i^Önnen,  dafs 
z  und  z'  sehr  klein  ist«    Es  sey 

r  ,    r' 

I 

r 

und  eben  so  v  sc  nt.-f*  «  +  v,  und  v'  =  n't  ^r  f '  +  v'/  wö  also 
u,  vJf  Vf  v*f  nur  kleine  Grölsen  sind ,  deren  Quadrate  und  Pro- 
dukte wir  vernachlässigen  wierden.  Subsliluirt  man  diese  Werthe 
von  rv^  V  v'  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  vow  *R ,  so  wird 
man  ihn  in  eine  Reihe  entwickeln  können,  die  nach  den  Poten- 
zen und  Produkten  von  U/  f,,z>u'/  v't  z'  fortgeht,  Diese  Ent- 
wicklung wird  man  bequem  aujf  folgende  Weise  vornehmen« 
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l8t  R^'  der  Werlh  TOn  R  f&r  «,  =s  u%  is  y^  «b  9^  ss  Null ,  so 
hat  man,  wenn  der  Kürze  wegen  n^ — nt-f*«' — «=:?5  gesetzt  wird, 
und  wenn  man  den  Faktor  m'  wegläfst , 

a  a'  Cos  9  +  z  z'  , 

B"=  7i '" [ä*— aaa'C6ftS  +  a"  +  (z'— z)«]-  * 

Wir  wollen  in  diesen!  Ausdrücke  zuerst  iie  Gräfte  ^  nnd  z^  weg- 
lasstai  wMl  *i^h  dic^  davon  abhängend^a  Glieder  besonders  ent« 
wickeln  lassen«  Es  ist  daher,  wie  wir  in  Cap^  TUIi  ^  3k  angoiom- 
men  hikbi^n 

B"=s  4:  Cos  5  — [a*  — is  aa'  CoÄ  S  +  a'«]""« 
Neiimeii  irir  weiter  ^  irie  dort,  an 
R/'  =  1 A^""'  +  A*'^  Cos  5  +  A^*^  fces  a  ^  +  A^^  Cos3d+-  • 

das  heifst    Ri'  SS  ^  £  •  A^^'Xos  ü  9 

wo  n  bach  der  Reihe  alle  gaüise  2^hlen  Tön  a  =-^— 06  bis  x^  4*  ^ « 
ajich  X  =s  0  mit  begriffen ,   bezeichbet ,   und  ^a  man  bemerken 

mufs ,  dAfs  A^""  ^^  «  A^"*"  *^  ist. 

Wenn  nun  R  tiur  die  drej  veränderlich äti  Grofseh  r  r'  und 
y4*^v  enthält,  so  ist  naoh  den  (srsten  Vorschriften  der  Differenr 
tialrechnung 

Es  ist  abeir 
also  ist  auch 

und  diesem  A.usdrticke  wird  man^  noch  die  von  z  und  z'  abhan- 
gigen Glieder  hinzufügen«  Sieht  man  blofs  auf  diese  Glieder,  seist 


sSS 


•sa  —  — 7--  Cot  (y' — »)  A -r 


und  fiberdiefs 

[P*  •_  9  rr'  Cos  (W— i')  +  r'»  +  («'-^ e)*}""  * 

=  —  i. (*'-*)'•  tr-—a»r' Co*  c^-,;)  +r'*]""* 

oder  da  y'  —  y  ==  ^  ist«   so  l|at  man ,   wenn  man  analog  mit  den 
Yorhergehenden 

(a*  +  a'*— «  aa'  Cos  5)""*  =s  i 2  B^*^  Cot  ji  » 
setztj  für  d^n^getnchten  Theil  von  B 

_3  ■  .   ,    ■  Co§  »'U*  — («''—«)*  2.B     Coo  «  d  H^  .-—-. 
2  a'*  4  a'* 

so  dafs  also  der  Tollständige  Ausdrucli  TonR  ist,  wenn  man  den 
Faktor  m'  wieder  aufnimmt 


B  =t  ^l^A^-^Co.  «  »  +^  IV  2  *  M"^\  Co,  *  » 


%  2  *  (^\  C. 
V  da   / 


m'        -,     yjif«) 


+  ~-  n',  2  a*  (  dA     \  Cos  a  3 

^  da    -^ 


«»',  V       (4-       *(*)  ß.        ^  .  WzÄ'       ,,m'az'*  Cos  5 


s  a' 


(vv — >')  2  A  A      Sin  Jr  5-1 3  - 

+  —  (z*—  »)♦.  2  B<*^  Cos  »  5. 

L  Wir  wolleil  nun  der  Kürzff  wegen  die  mittTere  Länge  nt+  e=l. 
nnd  n't-f-'e'  =  1^  also  das  rorige  5  =P — 1  nnd  wie  zuvor  ,  die 
Langen  der  Perihelien  gleidk  w  und  w'  selzen,  so  d«fs  man  hat 

u,  =a  —  e  Cos  (1  —  w)         V,  =  i  e  Sin  (1  —  w) 
u',  Ä  —  «'Cos  (1'—  w')         1^,  =  a  e'  Sin  (1^  —  w') 

Diese  Ausdrücke  sollen  in  dem  rerliergehenden  Werthe  von  R 
substituirt  werden.  Vor  dieser  Substitution  bemerke  man  aber« 
dafs  man.  allgemein  hat 

-2r  a  Cos  Ät  •  Sin  1  Ä.  r  Sin  (l  r^nX)  +  2  Sin  (1  +  at) 


/ 


• 


^i-  .< 
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und  da  l  — M  sich  in  I  +  kx  verwandelt,  wei|n < js 'ijegatiy  wird 
so  »ieht  ffiHtt ,  daf»-  je4e»  pKed  dbr.iBi^ilie  -2"  Sin  (1  — :  ai)  ein  glei- 
ches Glied  in  dei;  Reihe  2  Sin  (1  -f.  ni)  hat,'  und  dafi  'also  ist 

Sin  1  •  2  Cos  Ä t  =  5  Sin  (I  -^  M)  also  auch 

Sin  1 .  S  A^*^  Cos  Ät  =  2  A^**^  Sin  (nt  +1)  =—  JS"  A^in  («t — 1) 
nnd  eben  so. 

Cos  l .  2  A^^'^Cos  Ät  ==  r A^*^  Cos  («t  + 1)  =  +  k  A^*^  Cos  (^t — 1) 

Daher  ist  d^s  zweyte  Glied  des^  fetzten  AusdrüC&ea  von  R 

e  •    ""j^itA^^\    '  '   '  •     '  "    •     ' 

—  -  C»»  (1  — w).i:a  l-T— J  Cos  «  (l/^l)  . 


=  —  I  r  ae 


•aA««) 


(^). 


•»> 


Cos.CMi'^D  +  i-rr^) 


Terfahrt  m|Mi-.ebeB  so  mit  den, andern  Glied^«^,  $o  ist 


B 


/^dA(*> 


■  A^"^ .  Co»  «  (i'  ~  ^j 


I   •  I     I  ^  *J      •    -f 


~  T" ^  l*  v^d^J  +««:An  ^  cps  (^  ci'.—  1)'+  1  r-  w) 


_  _2  Ja'  (-j^^j  -a(*-0^^*-^^J  e'C08(«(l'_I)  +l-wO 

•       * 

n.  Um  daraus  den  Werth  von  a^dR  +  r  (^^zn&niea, 

so  ist  da  das  DiflFerential  Ton  R  in  Beziehung  auf  nt ,  alsi  auch 
d.Cos«(l/  — };=,.„  n  dt.  Sin  «er/  — 1)  «nd 

/d .  Cos  K  (!'— I)  = ±^  Cos  «  Cl'  — ü     . , 

Veifalirt  man  eben  so  mit  Aen  andern  GKederb'  Von  H^ 
halt  man  f^«  «» 


»O   CT- 


<  ff 


f   *     » 


a/dR  =  -^2 


an 


n' — n 


aW  (Jos  «  (1/_1V 


+ 


X  e  Cös(^(l/_t)-|.l_l^)       
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X  e'  Cos  C«  (!'— 1)  +  1-^wO 
Ferner  ist 

X  e  Cos  (X  (1'  — l) +1  — w) 

,         X  e'Cos(x  (!'  — 1)  +  1— wO 
WO  nähmlich  in  dem  zweyten  Gliede  dieses  Ausdruckes  das  DIf« 

fereatial  Ton  a  (—-: — j  dufclt  da  dividirt  gleich  ist 

Da  aber  die  Grefse  A®  in  dem  Werthe  von  R  in  heindn  Gorillas 
multiplicirt  ist  i  so  mufs  sie ,  als  eine  beständige  Gröfse ,  in  dB. 
Telrschwinden ,  und  kann  daher  auch  nicht  in  7*  dB.  yorkommen« 
Dieser  Umstand  nöthiget  uns ,  die  Glieder ,  tür  welche  x  Null 
ist,  besonders  zu  betrachten«  Diese  Glieder  sind  für  2  /*dR 

_     an        q(o)        ^,     /'^A     N 


-2[a'( 


äirJ+^A']  e'CosO-irO 


ür0  mm  nShmllch  A^"*"*^  für  A^~*^   gesetzt  hat,    tind  -Wo  taji 

\  *  *  f  * 

Hoch  statt  denoi  ersten  Gliede  —  -J  2 •  ^^^^  irgend  eine  con- 

itante  Gröfse  sg ,  wegeif  der  Integration  setzen  kann*  Eben  S0 

C<lR*v 
—  J 

iir.  » 
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dRN 


Xe  Co8(l  — w) 
^  Sammelt  man  diese  Aasdrücke ,  so  ist 

»Z^  +  '^CsT 

.   m'a  /^dA'«>>^   ,  m'  _  f  /'dA^'K    ,      3«     .  -,,1 

X  Cos  «  (1'— 0 
-  T  r'  V-dilS-J  +  3«  (.HT-Jj  «  Cos(l-w) 

Xe'Cos(l— wO 

I  ^ji(n— nO-nL   \     da'     /      ^        ^  J  J 

-wo  das  Srnnmenzeichen  2  sich  auf  alle  ganze  positire  und  ne- 
gat:iye  Werthe  von  x  bezieht,  den  einzigen  Fall  x  s=  o  ausge-. 
nonimen,  welchen  letzten  wir  besonders  betrachtet  haben    Nach- 

/dR\ 
dem  wir  so  die  Grofse  aydR  +r  l  t~  J  bestimmt  haben,  ge- 
hen wir  wieder  zu  unserer  Gleichung  (J)  des  ^,1  3  zurück« 

$.5. 
Wenn  man  den  gefundenen  Werlh  von  o/dR  +  r  (  j  *  ) 


2 


in  der  Gleichung  (J)  sobstitttirt ,   und  nur  <lte  ersten  Polen- 
isen  der  Gröfsen  e  und  e'  betrachtet ,  so  erhält  man 

+  m'n»  •  Ce  Cos  (1— w)  +  m^n*  •  De'Cos(l-wO 

+  m'n»  2  C^*>  e  Cos  («  (1'— 1)  +  1  —  w) 

+  m'n«  2  D'*>  e'  Cos  (ä  {!'— 1)  +  l— wO 
wo  man  der  Kürze  iiregen  gesetzt  hat 

^.      a»  /^d»A'«)\        ,^      /dA^N 

^  4(«(n-n'>-n>  l*    V  da  ^  ^  n-n'  *  *^    J 

,       («— i)n     f      /^dAW\  ..nI 

•  «(n — tt'J — u  V.      Vs  da   •  -f 

^Ä(n— n')— n   t.       ^     da'   V  ^         ^  J 

und  wo  man  die  Summe  der  Massen  M  -J"  ™  oder  f4?  gleich 

der  Einheit,   also   auch   {§.   i)  -^,    =  n«  oder—    =  n«a  ge- 

setzt  hat* 

•  Die  Torhergehende  Gleichung  soll  nun  integrirt.  werden. 
Wenden  wir  hier  das  an,  >vas  wir  Cap.  VIU,  §.  a.  1  gesagt  ha- 
ben ,  so  sej  für  diq  mit  2  bezeichneten  Glieder 

d»^u 
o  SS  du  ^  A  Cos  pt,  so  ist  o  5=  -T-j-  +  n«iu+A(p  -^n»)Cospt 

R  3 
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Iffan  «rkalt  also  den  Cosinna  ron  pt  im  Integrale  f  wenn  man 
den  Coefficicnten  desselben  Cosinus  im  J>inerentiale  durch 
—  (p* — n*)  diridirt*  In  unserem  Falle  ist  aber  p  s=  ji  (n' — n) 
und  p  =  ji  (n^ — n)  — n,  also  sind  die  drey  Glieder  des  Inte- 
grals 


L       ji«(n'— n)"— n«        J 


Cos  Ji  (!'— D 


m^n«  2\C^*^  e  Cos  (n  (V—l)  +  1  — w) 
[Ä(n— n')  — n]«— n« 

m^n»  JS".  D^*)  e'  Cos  («  (1^—1)  +  1— wO 


+ 


m^ß 


[Ä(n— n')  — n]«— n» 

Für  die  in  C  nnd  D  multiplicirten  Glieder  sej  eben  so 

.                                   d*5u 
tn  ==  At  Sin  (1— w)  so  ist  o  s  -j-^ |-n*  ta — a  AnCos(I — w), 

so  dafs  also  die  Integration  dieser  Glieder  blofs  in  der  Hultipli- 

t 
cation  durch  — -  —  besteht ,   wodurch  in  unserem  Falle  erhal- 

an 

ten  wird 

—  m'  —  Ce  Cos  (1— w) De'  Cos  (1— wO 

Statt  den  beyden  beständigen  Gliedern ,  welche  die  Integration 
erfodert)  kann  man  auch  zwey  wilLkührliche  periodische  Glieder 
ja' tf  e  Cos  (1 — w)  und  m'  £',  e' Cos  (1  —  w')  einführen,  und 
es  wird  sich  im  Verfolge  der  Rechnung  zeigen,  dafs  diese 
periodischen  Glieder  der  Gleichung  ebenfalls  genug  thun. 

Nimmt  man  die  yorhergehenden  Glieder  zusammen »  so  er- 
hält man  für  das  gesuchte  Integral 

"*'«• /-taWv       m'n»  -,   tt(*)  ^,        ,,,      ,v 
'  dus:sm^ag  +  - — /dA_\__— -2".  H     Cös  x  (V — 1) 

^    da  ^ 
4-m'f,  e  Cos  (l^w)  +  m'  f,  e'  Cos(l— w') 

m^nt    ^                           m'nt 
^  .Ce  Sin(l— w) .De'Sin  (1— w') 


+m'jr  C     n>  >eCosfaa/~h-H— w) 

[«(n— -nO— n]«— n* 


a6i 


(*)x   .       flu     *^aC*) 


woH 


Substituirt  man  diesen  Ausdruck  yon  bu  in  der  Gleichung  (^.  %) 

—  SÄ  — ött(i  4- fle  Co»(l  — V)) 

SO  erhält  man ,  wenn  man  wieder  die  höheren  Fotcmien  ron  e 
yernachlässiget 

£i  «  _  am'ag  -  ^  (^)  +  2^  2  H^"^  Co.  «(W-^1) 

—  m'fe  Cos(l— *r)  —  a'f'e'  Cos  (1— wO 
^.f?^*  C  e  Sin  (1— w)+ —  D  e' Sin  G— wO 

+  m'  n«  2«!  H^*^-~  ___£l_ leC08(«(V-lH-l-t) 

l-  [«  (n— n»)— u] » ■— n » J 

—  m'  n«  2  V lZ U'  Cos  (x  (1'  —1)  +  1— wO 

i.[«(ii— n')  — n]«  — n«  J 

WO  f  und  f^  zwey  willkührUche  Gröfsien  sind,   die  yon  f/  und  P^ 

abhängen. 

;  dr  .  . 

*  I,  Dieser  Ausdruck  yon  *—  soll  nun  inderGleiqhung(G)des 

a 

^.  2.  substituirt  werden.  Setzt  man  wieder,  wie  in  §•(!•,  die  Gröfse 
fA  =.  i  also  auch  a^n"*  =  i ,  so  ist  diese  Gleichung  (Q) ,  wenn 
man  die  Quadrate  yon  e  wegläfst. 

+  3aj7'ndt.dR  4- fla/ndt.r  (t-J 


flr    -  *r  r     6r 

—  .d — 4-d     .  — 

^y  =s    a         a    '      a      a 

ndt 


Vor  dieser  Substitution  wollen  wir  bemerken,  dafs  man,  wie  wir 
jCap.  yill  §^  5.  II  gesehen  haben,  hat 

V     da'     /  V      da     / 


26a 

V    da  da'  ^  ^      Ä^     ^/  ^      da     / 

DifTerentiirt  man  den  rorhergehenclen  Ausdruck  von  —  in  Be« 

Ziehung  auf  t,   und  bemerkt,  dafs  —  as  i  —  e  Cos  (1 — w)  ist, 

a 

so.  erhält  w^. 

a  *    T  »  —  m'n  2  Js  (n'  — n)  H^*^  Sin  ji  (]/— I) 
nj|~ 

+  am'fe  Sin  (1  — w)-f  am'f/e'  Sin  (1— wO 
+  m^e  C  Sin  (1  —  w)  +  m'e/  D  Sin  (1— W) 
+  m'e.CntCos  (1  — w) -j- in'e'.D  ntCqs  (1-^wO 


—  «  m'n 


(  [ä (n  —  n')— n]»  — n*  J 

X  {n  (n'— n)  +  n]  e  Sin  (ä(P— 1)  +1— w) 

+  2m'n2.  ^^  . 


[x  (n  —  n')  —  n]"  — n« 
[x(n'— n)  -f  n]  e'Sin(x(P— 1)  +  l—w')  .  •  .  0>) 

dl 
Ferner  ist     '  a  ==  e  Sin  (1— w)  also  auch 


n 

dt 

a 

a 

•mS 

—  m' 

ndt 

, 

ra 

• 

1 

h(«) 

Weiter  ist 

{  "8+ tC^)}«S^"  (»-''> 


r  H'  ^  e  Sin  («(!'— 1)  + 1  — w)  .  .  •  («P) 


n» 


//"ndt.d.CosxCl'  — 1)  =    -7 -Sm*i(l'— l) 

*'  ^  '  JI  (» — n') 

ffn&l  d.Cos(js(l'-l;+l_tr)=.j;~^p~;  Sin(ii(l'~lH.l_w) 
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daher  ist 


91  (n  — DO 


H-m 


-f-  ax 


j^(^l       (^^i)n' 


X  e'  8iA  (ü  (1'— 1)  +  1— w/) 

Da  man  aber  vorher  demlntegrale /"dR  dieCopstante  m'ag  hin- 

'zugefügt  hat,   so  mufs   man  auch  dem  Jiitegrale  Vndt.  dR  dife 

tiröfoe  m'  g  n  dt,  also  dem  doppelten  Integräll  ffn  dt .  dR  die  Gröfse 

m^gnt  hinzufügen«    Setzt  man  endlich  die  Glieder,  welche  aus 

der  Voraussetzung  X  =s=  o  entspringen  ».^wieder  besonders  an,  und 

3a 
muItipUci^t  das  Ganze  durch —  =  38,  und  setzt  statt 

t^  1  j    )  ^^"  oben  angezeigten  Werth ,  ^o  ist 

X     da'     y 

äay/'ndt.dResSin'ag.nt  — m^|Ä•  {-^ — Je  Sin  (1— w) 


r     / 


f^^^'\^..a.<\ 


■da 


.)  —  f  a  A<*>  I  m'  e'  Sin  (1— wO 


-  m'  2    ^"'^^^'^    Sin  ü  (l'-l) 
2Ä(n — n')" 

«...  •  B  -  .  » 

+  '"'-  [,  n-Vj^n].  -  l'^°  (-IT-)  +'^^^^  1  . 

X  e  Sin  («  (!'  — 1>  +  1  — w) 

[«(n — n')  —  n]*     L  ,      V     da      /    ^  V     a     /  J 

X  e'  Sin  («  (1'  —  1)  +  1  -  W)  5  •  .  (.1 1) 
MuUtpHcirt  man  endlich  den  in  g.  4.  gegebenen  Ausdruck  von 
y  r — J  durch  ndt,  und  integrirt,  so  ist 


'     ,       /dR\  m'         /dVW\  n         „.        , 


m'      f      /d«AW\    ..         ,    ^    /dAW\|  n 

^3        1.     V    da»    /    '  ^      '    '    V  dJ^  /J  /i(n--n')— n 

=X  e  Sin  («  (I'-nl)  4.1— w) 

m'      f    ,/a^A<''-»>\         ,     •         /dA<'-»)\»  n 

+  T^r  V     dalF-;-«C«-Oa(--~--;j.~r— 3^ 

X  e'^m(Ä  (l'~l)  +  1— wO 

Das  erste  öUed  dieses  A^$drnoks  kg^nn  auch  auf  den  IJ'all  ä  =is  o 
nicht  augenFendet  werden.   Integrirt  man  datier  dieses^  Glied  be- 

sondert  •  so  ist  / .  n  dt  •  a  1  — = —  I  =  nt  *  a  f  — , —  h  .  • 

•^  \  da  -/  V    da  / 

Nimmt  man  dann  die  übrigen  Glieder  fttr  ji  =  o  etenfälls 

besonders,  multiplicirt  alle  durch  sa  und  s^tzt  für  aa'  f       -  i 

V    dad/   / 
seinen  oben  angezeigten  Werth ,   so  hat  man 

aa/ndt.r  (^)  -  m/a»  (^)  nt  ^ 

1  • 

+  m'a*  l  —-j-..  )  e' Sin (l— wO — m'ia»  l  -^ — -  ).  -7 -r 

V.   da*   -^         f  >  da    >^  91  (ja — n') 


X  Sinn(l*'^i) 


+  m' 


l     A    da»    /^^  '^•r  i"^  \  ^^   Jj  «(n_n/w.n 


X  e  Sin  (*  (l/_l)  +1  — w) 


t     ^     da»      /  ^-  V     da      /J  « (n— nO— n 

X  e'  Sin  («  (!'— 1)  +  1— ■»/)  .  . .  (la) 


•  «65 

'  *  IS.  JPie  Sumttie  der  Gleichungen  q,  lo,  ii  und  loi  gibt  den 
(esnchteri  ^ertti  Von  bv^  Man  mufs  aber  bemerken ,  dafs  das 
^er  Zeit  t  proportionale  Glied  aus  dem  Ausdrucke  vop  dv  Ter- 
$c&VK]nd£MDi  'Äol!, '  yf  il  nt  die^  mittlere  Bewegung  des  gestörten 
fllineten  ifn  äsisdrüclit«  Niinmt  man  .also  die  Summe  der  in  nt 
i^ultiplicirten  Glieder  dieser  vier  Gleichungen  gleich  r^uU^  so 
Erhält  Aan       \  ' 


«      ''  *-#•*>» 


g 


da 


^odjiröh^'alsor  A^  €^nsUnte  g^]»dstiitomt  wird«  Die:  ewey  ande- 
ren Constantl^n  f  und  f^  lassen  sich  ebenfalls  aus  dem  Ausdrucke 
Von  iv  entfernen  ,  wienn  taän  in  der  Summe  dieser* ' Met  Glei- 
chungen die  Faktoren  von  e  Sin  (1— w),und  e'  Sin  (1— W) 
jeden  fui^^sicti'ig^biich  Null  Vetzt»  .wodurch  m^an  erhält  ^  :» 


f  li^i /^)  +  ^  r'-i^)  und 
3-   \  d»  /T  4    V  da»  / 


(i) 


'd»A<») 


,        aA<»>        a«  /dA^"\    ,    «»  /d«A^»K 

Samm^h  miifitKlso  die  Torherjgehenden  Gleichungen  q  «  •  t^i 
substituirt  den  gefundenen  Werth  yon  g ,  und  setzt  die  Fakto. 
ren  yon  ,e  Sin  (l^— >v}  und  te',,Sin  (1. —  w')  gleidKNuU,  so  er- 
hält man 

by  CS  m'nt.Ce  Cos  (1— w)  +  m'  nt.De^  Cos  (1  — V) 

Sn^äA^"'  /dAW> 


— m'  jnS « (tt^-n)  hW 


3«(n— n') 
X  Sini»(l'— 1) 


a' 


\  da  /*(n— nOJ 


— m'ne«< 


[«(n— n')— n]»  l*       V  da  / 

-^  l«<-drr-;+("+Oa'(^;j;^j:::;;^zs 


+  3«aÄ^''M 


da»   /  '  *•      •  ''"  V  da 
X  [Sin(«(l'— l)+.l— w)] 


266 


•J^m'neU 


a  2 . 


an 


— ^-^ — ■■ -— C^  i^rj^xß:^  n) 


(ä(ii— n')— n)»  [*     \     da      y^^    a         '         J  i 

X[SmC«(i'-^l)+l— w')] 
Qcieiiten  von  m'  n«  e  Cos  '{«  (1' — J)  +  1  — w)  in  --'[äurcli  E.^*\ 


«  ■ f     »' , 


»ttr;    '* 


» '  I 


den  Ton  m'ne  Sin  (ä  (l'  -r  I)  +  Ir— w)  in  Äi>  A^f^h^^^^ 


n— Ä(n — n') 
und  den  Ton  m<  n  e'  Sin  O   (1'  r-  1) '+  1  —  ^0  «  *'  durck 

^  beze'ichn<$n ,;  so^datii  man  hat 

n  —  A  (u  —  n'j 


Ar 

a 


XV^^) 


/    \, 


—  W'fe  Co«  (l~w)~.m'f'6'  Cöffil.-r-^<)f:  . 


j"j:» 


4.:!!:2l;GeSia  (l~W)4l^^.De/Sin  (t-VO 


4-  m'Ttt » .  .,2i 


■e(*> 


n«^[n-Ä(n-n^)]* 


ra^       I  A'JL^  +    -'Hill  Sio  .  (1-  l) 
+  in'.nt.Ce  Cos  (l— w>+ m'nt.De'  Co»(l-^^0 

r 


. .  (L) 


4-  m^  B  •  Z 


^ — —  — ' 

n  — A  (n  —  n') 


•  eSin  («(1'— 1)+1— w) 


•  .  •  (M) 


*(yj 


und  in  diesen  beyden  Gleichvngen  itt 

aa«  /dÄ.<<»)^     .  a»  /d'A^oh 


la«  /dÄ.<'')\     .  a»  / 

T\~srJ+T\ 


4  4^  da  /  4   V  da»    / 


d«A^»> 


„  =  .x<0-..(?A^-^(l^ 


D<«) 


; — '  "  ,1     naA'     ^ 

n— X  (n — n') 


[««(n— nO  — n]    .  /dA(''-'K       a'  /'d'A^^-^'N 


3n  aAW 


4.  •  '  * 


d?AW' 


+  «   V  da«   >' 


•, :  >..•: 


da« 

I  ;-0  " 


;P 


.1 


F  («  =  liSftrJJ  A<^-4-  'R  (li  + 1.  (n-nO)  -^3n  •    H^ 
n — ^n'  '    t  a  ^  J 

% 

Sil«  E^^  ■' 
~  «•  — [n— Ji(n  — nO]^* 


_  ti 


s  [n  — VI  (n  —  n')] 


"»     I 


n«  — [n  — «(h-^n^] 


«      .  t  «^ 


a 


.  C^^ 


+ 


Sil 


und  hW  = 


V.    da  V        n- — n' 


.  aA^«> 


(n— u')"  — n" 


am 

Ststzt  man ,  utn  noch  mehr  Kb^täktiüMieil' 


k(«) 


n'aA^"^       .an»  r&> 


I  •  i 


M  (a — n')»    ■    »(ta — n') 
"      "^  ~  n» — [h— «(n  — n')] 


sw- 


tI«)  =s 


— n  pW 


n  —  K(n — n') 

» 


••»^b^^ 


n — a  (n  —  n') 


fto  sind  die  Gleichungen  (L)  un<I  (M),  wenn  man  die  in  t  muUi- 
plicirten  Glieder  \Fegläfst ,      ' 


a 


—  m/f  e  Cos  (1— w)  ^m'f'  e'  Cos  (1— w') 
•r-  m' .  r  PW  6  Cos  (ji  (i'— 1)  +  1— w) 


'  r  « 


6»  a  ^ .  2  rW  Sin  X  (K^l) 


—  m' .  2  8<*)  e  Sin  («  (1'— 1)  +  1— w) 

4-  m'l  2  t'"^)  e'  Sin  («  (V— 1)  +  l—ir-)  .  .  .  (M') 

§•  6. 

Noch  ist  die  ähnliche  Bediiütion  der  Gleichung  (K)  des  ^.3. 
für  die  Breite  übrig«  Yernachlässiget  man  das  Produkt  detr  Ex- 
centricität  in  die  Neigung  der  Bahn ,  so  ist  diese  Gleichung 

o  SS     ,  ^     +  n*  du'- j-  [    -f  j  wo 58  =^ — aÄu'  ist. 

Der  Ausdruck  von  R  in  ^« 4«  yor  Nn  I  gibt,  wenn  man  blofa 


»  , . 


^9 

anf  die  drej  leusten  Glieder  desselben  Bücksicht  nimmt  ^  da  das  « 
Torletzte  Ton  z  unabhängig  ist , 

« 

"WO  Ä  alle  ganze  positive  nnd  negative  Zahlen ,   auch  ä  =  o ,  be- 

.  z'  . 

zeichnet.  Es  ist  aber  —  der  Sinus  der  Breite  des  störenden  Pia- 

a' 

fl 

neten ,  und  wenn  <y  die  Tangenjte  der  Neigung  der  Bahn  des  stö- 
renden Planeten  m'  über  der  ursprünglichen  Ebene  des  gestör- 
ten m,    und  n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  ersten 


dem  Sinus  derselben  verwechselt  ,* 

z'=:a'ySin(l/— n) 

nnd  daher ,  wenn  man  die  Glieder  für  «  =  o  besonders  nimmt 
und  die  Bemerkung  des  $•  4*  Mr.  1  berücksichtiget , 

CdRN         m'cy  m'a'B      or 


m'a'         /*    ,\ 
:^B^*^*>  7  Sin  (ä  (1'  — I)  +  1  — /7) 


m'a' 

wo^  alle  ganze  positive  und  negative  Zahlen,  blc^fs  x  ±=  o  ans- 

genpn^meni  bezeichnet.  Multiplicirt  man  diesen  Werth  von  ( -j^  ) 

durch  n*  a'  =  19  so  erhält  man  für  die  vorhergehende  Glei- 
chung 

d*.Äu'  m'n*a«y 

,    m'n'aa'    ^/,n     ^,    ^, 
+. .  B<0  «y  Sin  (1— n) 

+  "'"J*"'-r  BC*-0  <y  Sin  («  (P-J)  4^  I--  H) 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  der  Vorschrift  des  ^.9,Cap«yiIL 
so  wie  wir  ^.  5  die  Gleichung  für  du  integrirt  haben  ^  «od  setzt 
man  ds  ss.  - —  a  b%]J ,  so  ist 


•7«  . 

I,  Es  sey  nun  9  die  Neigung  der  Bahn  Ton  m  über  einer 
fixen  Ebene ,  "welche  gegen  die  ursprüngliche  Ebene  von  m  nur 
wenig  geneigt  ist,  und  ^  die  Länge  des  aqisteigehden  Knotens  die* 
ser  Lahn  auf  derselben  Ebene;  für  m'  seyen  diieselben  (röfsen 
ff  un4  ^'9  so  ist  tg^Sin  (1—)^)  die  Breite  von  m  über  der  fixen 
Ebene,  wenn  sich  m  in  seiner  ursprünglichen  i  bene  benvegt, 
und  tg  9^  Sin  (i — d^)  würde  die  Breite  von  m  über  der  lixen  Ebene 
seyn  ,  wenn  sich  m  in  der  ursprünglichen  Ebene  Ton  m^  bewegte« 
]>ie  Differenz  dieser  beyden  Breiten  wird  sehr  nahe  die  Breite 
\on  m  über  seiner  ursprünglichen  Ebene  seyn  ,  und  da  die  letzte 
Breite  gleich^ySin  (1 — /2;ist,  so  hat  man  (^Yergi.  Cap.  id,^*5.) 

tg  y'  Sm  (I— ^0  —  tg  9  Sin  (1—5)  =  cy  Sin  (1— /7) 

Essey     p  s=  tg^Sin^     und     p' s  tg'f^Sin^^ 

q  SS.  tgfCos:»  q'  =  tgy'CosS' 

Lofst  man  die  letzte  Gleichung  auf,    und  setzt  die  Coeffioienten 

von  Sm  1  und  Cos  1,   jeden  für  sich  gleich  J\uii,    so  erhält  man 

p/ — p  s=  cy  Sin  n    und     q' — q  ^  ^  Cos  Fl 
also  auch      <ySin  (1'— II)  =  (q  — q)  Sin  l'_(p/_p)  Cos  1' 

Löfst  man  eben  so  <y  Cos  (1 — /7)  und  «y  Sin  (/t  (1' — 1)  -|-  1 — It) 
auf,  unti  subbtituirt  die§e  VYerthe  in  dem  letzten  Ausdrucke  von  ds« 
so  erhält  man 

r 

m'n*  a* 
*•  =-a-Hn>-n')  t^^''""'>  ®^''^'-  (P'-P^  ^''^  ^'J 


(1) 
^m^a'a^B^    nt  [(pz—p)  Sin  l  +  (q— q)  Cos  1] 

f      fq'  — q)B('*-»>  1 

-.      ,  ■ r-I  •  Sin  (k  (V—h  +1)  j 

4-—    — i<  ^ 

2  _fp'_p)B'*-'>  I 

und  dieser  Ausdruck  von  6s  gibt  die  Breite  von  ni  über  dcrEbene 
seiner  ursprünglichen  Bahn.  Will  man  die  Breite  von  m  über  jene 
feste  Eboiie»   die  sehr  wenig  gegen  die  ursprüngliche  Bahn  ge« 


«7* 

neigt,  ist«  so  hU  m9^,  Trenn  diese  Breite  über  der  festen  Ebene 
darch  s  bezeichnet  wird , 

s  SS  tg  f>  Sin  (1-^S)+ ^8  oder 

s  '=  q  Sin  1 — p  Cos  1 4-  ds ,   also  auch 

ni'n^  ä' 
=  qSinl-p  Co^\- -j^^-^—^^  t(,/_q)Sinl'-(p/-p,Cosl'] 

"'•**'•  ß  IjEL*  [(p'-p)  Sinl+(q'-q).Cos.l] 


S3= 


4 


n" — [n — Ä(n — n')]  J 

I 

und  die  Gleicbungen  LMN  sind  die  gesuchten ,  von  denen  also 
L.  die  Störung,  ör  des  elliptischen  Hiadius  Vectors«  M  die  Störun- 
gen bv  der  elliptischen  Länge,  und  endlich  N  die  gestörte  Breite 
8  des  Planeten  ra  über  einer  festen  Ebene  gibt ,  die  nur  wenig 
gegen  die  ursprüngliche  Ebeiie.  von  m  ^geneigt  ist 

...  '     («) 

Die  in  diesen  Gleichungen  yoikoninienden  Werthe  yon  A     » 

(__)  »  (_L— J   •  •  •  •   w"d  yon  B'     haben  wir  bereits  im 
da  -^      ^   da'  -^ 

(^ap*  Yin  $•  4.  gefunden ,  wo  die  dort  gebrauchten  Fesei ebnungen 
a^a^.  dieselbe  Bedeutung  mit  den. gegenwärtigen  haben.    Uebri* 

(x)  (jc) 

gens  gelten  die  dort  gegebenen  Werthe  von  A  ,  B  'n.  f.  für 
die  Störungen  ,  welche  der  Körper  ni  von  m'  leidet.  Sucht  man 
aber  die  Störungen ,   welche  m'  von  m  leidet ,    so  sind  ^offenbar 

ih  Werthe  von  A  ,  B  . .  •  dieselben  mit  den  vorhergehenden, 
den  einzigen  Fall  AO)  ausgenommen,   det^seu  VYerth.danu  . 


(L^l  .  h\  wird. 
\a*       a'       a/ 


tKe  Berechnnng  der  Werthe  von  A  ,  B  •  •  .  und-  ihrer  ver- 
schiedenen Differentialien  dient  also  für  die  Entwicklung  der  Stö- 
rungen beyder  Körperm  und  m^,  welcbe  sie  gegenseitig  von 
einander  leiden.«. Hat  mäii'die  Störung  des  m  durch  m^  berechnet, 
tttod  sucht  man  dann  die  Störung  des  ni'  durch  m ,  so  Wird  man  a 

in  a^««and   a^  in  a  verwandeln,  nnl  jeden  Coeffictenten  b^  der 


a?« 


a  .    .  ^      _ ' _  ^ 


Torigen  Rechnung  durcli  «  £= -^y  so  Mde  j^iäenCc^^ffictentenb 

darch  a'  s  —  multlplicireii ,  um  meinen  Werth  für  die  zvrejte 

Bereclinang  i&a  erhalten« 

Uebrigens  enthalten  die  vorhergehenden  Aasdrücke  nur  die« 
jenigen  Störungen ,  welche  von  der  Excentricität  und  der  Nei« 
gung  der  Planetenbahnen  unabhängig  sind ,  und  -welche  nur  von 
der  ersten  Potenz  der  Excentricität  und  Neigung  abhängen.  Al- 
lein Anter  den  Gliedern  jener  Reihen  ^  deren  erste  Theile  wir 
entwickelt  haben,  gibt  es  noch  mehrere  nicht  unbeträchtliche, 
die  von  dem  Quadrate  und  von  den  höheren  Potenzen  jener  bej- 
den  Gröfsen  abhängen  i  und  selbst  diejenigen  werden  noch  zu- 
weilen merklich)  die  von  dem  Quadrate  der  störenden  Kraft  kom- 
men. Da  die  Bestimmung  aller  dieser  Gröfsen  blols  in  einer  wei- 
teren Entwicklung  der  bisher  betrachteten  Ausdrücke  besteht , 
und  es  hier  zu  unserer  Absicht  hinreicht ,  .  den  Weg ,  welchen 
man  gehqn  mufs  ,  gezeigt,  und  die  vorzüglichsten  Störungen  ge- 
geben zu  haben,  so  kann  man  diese  Erweiterungen  der  vorherge- 
henden Untersuchung  in  Laplace,  Mec.  cel;  lil  Vol.  odei* 
in  Schuberts  Traitö  d'Astron.  III  YoK  Petersb.  iSas 
nachsehen. 

f.  7- 

Da  die  Satelliten  mit  ihren  Mauptplaneten  sich  nicht  um  ei« 
nen  b^yden  gemeinschaftlichen  Centrat -Punkt  bewegen,  -so  läfst 
sich  auch  die  bisher  vorgetragene  Methode  nicht  unmittelbar  auf 
die  Störungen  anwenden,  welche  die  Hauptplanetenf  von  ihrea 
Monden  leiden.  Da  aber  diejenigen  Theile  dieser  Störungen,  wel- 
che von  der  Excentricität  und  der  Neigung  der  Satellitenbahnen 
abhängen ,  sehr  gering  sind  ,  ao  lassen  sich  die  übrigen  betrachte 
lieberen  Wirkungen  der  Satteliiten  auf  ihre  tifiuptplaneten  auf 
folgende  einfache  Weise  bestimmen. 

Ist  r  die  Entfernung  der  Sonne  von  dem  HauptplajSt^ten  und 
^  die  des  Planeten  ton  seinen  Satelliten;  ist  ferner  f*  die  Masse 
des  Satelliten ,  jene  der  Sonne  als  Einheit  angenommen  ^  so  wirkt 
auf  den  Hauptplaneten  die  Kraft  ^ 

J-A.IL 

Sey  1  die  mittlere  heliocentrische  Länge  des  Planeten,  und 

X  die  mittlere  Länge  des  »Satelliten,  so  ist-  diese- Kraft  parallel 

Cos  1         u         .  ^  ■ 

mit  der  Achse  der  x  zerlegt  ^  X  sa  -   .    -«.— -  Cos  x  und  paral- 

8inl         u'  '  * 

lel  mit  der  Achse  def  j  zerlegt  ^  Y  =  — p  "ti— j-  Sin^«  ^Ist  ab#ir 

L  die  Länge   der  Sonine ,  '  aus    dem  Hauptplaneten    gesehen-^ 


i 


X 


aj3 
jinA  der  Kürzcf  wegen  ^rte'^u^L^  s^,><it  da  1  =s  L  -J-  i8o®  ist, 
X  =3  -^  ^  Cos  L  —  ^  Cos  (w  +  L)    ond   Y  =  —  i.  Sin  L 

—  ^  Sui  (w  -H  L)-  Subltitnirt  man  diese  Werthe  von  X  und  Y 

in  deTii  bekanntet  Gleichungen  der  Bewegung  ö  ss  -j-^  -4«  X , 

d«T  , 

o  ==  -T-f  +  Y  ^  sof  erhält  man 


dt 


^  ==^Cos(w  +  L)+iCosL 


^«Jisih(w  +  L)+i.SinL 

maltipliciri  man  4ie  e'l'ste*  dieser  Qrleich|ingeh  durch  SinL^  und 
die  zweyie  durch  Cos  L,  so  giM  die  DiÜerenz  beyder Produkte 

d'xSin  L  — d^yCös  L  ß   ^. 

-dt*  «r  ^» 

Multiplicirt  man   aber   die    erste    durch  Cos  L  4   und  die 
zweyte  durch  Sin  I^ ,  so  )\stt  man -«ben  $ö  ... 

•  •  -     •  "     •  ... 

d*x  Cos  L  +-  d'y  Sin  L  i  ji 

o  ^ ^, ^—^-  7-^  —  ^Cotyr. 

•  ....  I .     •  -  .  —         ,  < 

/       •      •     • 

Es  ist  aber  x  ä  — ^  r  Gos  L,   y  =;  -^r  Sin  L,   übÖ  iind 
auch  die  beyden  letzten  Gleichungen 

udt  i 

o  =  rd«  L  4-  adrdL  +;  '-1^^  Sin  w  ■ 

«  C 

dt»        Mdt*  ^  f 

0  =s  rd  L« -r^d'r-- -5^  — --^  Cpji  w  j 

Es  sey  r  =  ^  +  p'  «od  dt»  =  dt  +  qdty  wo'  alsd  p  und/qdt 
die  Störimgeü  der  Entferimng  r  und  der  Länge  L  bezeichnen 
so  werden  die'  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  über^ 
gehen. 

/LI  dt  *> 

o  =  (1  ^  p)  dq  +  2  (i  4*  q)^P  +  "IT"  S'-"  w  I 

*  »/  j     •  .  ^ 

dt»  «dt»  ^  I 

0  =  d'r -  (1 +•  p)  (1  +  q)*  df  +  ^T^P^  + -^  Co»  W  j 

^der  abkürzend,  wenn  man  dw  s$  bdt  setzt 9 
III.  s 
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Ai  +  l,ap  =  ^—  SinlrJ 


Das  Integral  des  ersten  dieser  Ausdrücke  ist 

LL  Cos  V^ 

q  -f.  2  p  SS  *- — 5 — ,  also  ist  auch  der  zweyte  . 
b'd'p    ,  M  Cos  w  /  2\ 

J  _ 

integrirt  man  die  letzte  Xlleicliung  nach  Cap*  VUL  §•  «•,    so 
hat  man 


tt  =p,  t  =  w,  a  =  j^ ,  m  =a  1 , 


B 


•Iso  aiich  . 
p  s  (bC— 


^(b-2) 


b(f»cl> 
Ist  also      bc^  SS 


ft(h  — 2) 


w        ft  (b  — =9)       * 


•;   und  c  =s  o,  so  ist 


bfV(b»  — I) 

und  diese  Gleichung  gibt  sofort  die  Störung  p  des  R'öidius  Vec- 
tors  des  Hauptplaneten» 

Substituirt  man  dfen  gefundenen  Werth  von  p  in  der  Glei- 
chung 

M  Cos  w         , 
*  q  +  a  p  =      u^it —  9  *^  "^^  ™^^^ 


b^« 
|z(b«— gb-4-  3) 


Cos  w .  dw 


also  auch  die  gesuchte  Störung  der  Länge  des  Planeten 

y  H,dt  = — -irrzryuT^   .v        •  ♦  *  W 


b»fa(b»  — 1) 

Um  das  Vorhergehende  auf  die  Eide  und  ihren,  Mond  anauwen- 
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den^  hat  manl!fi£jBe.tSjgU<ibc3ewegiixig  der  Erde  dt  =  69' 8^^  3, 

und  des  Mondes  dT  =  i3<*  lo'  35'/,  also  b  «  ^  c=    ^1l£? 

'  dt         -      dt 

iss  13.36825« 

Weiter  ist    e  = 


8^/.  8 
3454''5 


=  o«  0025476124    ^i^d 


r  » 


'*  '^  (58.  OJ  {32963^0)^  ^^^  S^ben  Sie  Gleichungen  (1)  und  (c) 

p  =  o« 000044  Cos  (C  -^©)    und  . 
/q  ät  W  (^/'29  Sin  (  C  —  ©  j 

wo  C  und  0  die  geocentrische  Länge  des  Mondes  und  der  Sonne 
bezeichnet.  Für  die  anderen  mit  Satelliten  umgebenen  Planeten 
sind  die  Werthe  von  p  undy  q  dt  völlig  unbeträchtlich ,  da  die 
Masse  ^  der  Satelliten  gegen  «die  ihrer  Hauptplanetcn  zu  klein 
ist,  um  in  der  Bewegung  der  letzten  noch  irgend  eine  merk* 
U«he  Störung  herrorzubringen. 


»  ► 


r 


'  1  ■'■        I    > 


4       '     ,  * 


j    •' 


>    I      • 


t  « 


'I 


I  >  '    I 


'  ;  / ' 


'  r 


» . 


f  « 


.'        «'..'«li»    > 


«•  n 


S  «  .  '. 
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ZEHNTES    KAPITEL. 


S  ä  c  u  1  ä  r  e .  S,  t  a  >  u  n  ,g  e  p. 


.'» 


'fr 


n 


'S    »  « 


JL/ie  Ausdrücike  von  6r,  ^v  und  s",  >fretche  Ivir  in'dem  rorherg^e- 
hendeh  (Kapitel  durch  die  Gleichungen  L  M  N  gegeben  haben  , 
enthalten  also  die  Störungen,  welche  der  Körperm  in  seiner  ellipti- 
schen Bewegung  durch  die  Wirkung  des  Körpers  m'  leidet,  und  man 
sieht ,  dafs  alle  Glieder  dieser  Gleichungen ,  da  sie  in  die  Sinus 
und  Cosinus  Ton  Winkeln  ^  die  mit  der  Zeit  gleichförmig  wach- 
sen, multiplicirt  sind,  nur  periodische ,  in  kleineren  oder  grÖ- 
Tseren  Zeiträumen  wiedcrkomineiide  Werthe  haben ,  diejenigen 
Glieder  ailein  ausgenommen ,  deren  Faktor  die  Zeit  t  selbst  ist« 
und  die  daher  ohne  Ende  und  über  alle  Gränzen  hinaus  wachsen 
können« 

Diese  letzten  Glieder  äind  alle  in  die  GrÖfse  m^  multiplicirt, 
sind  daher  alle  blofse  Folgen  des  störenden  Körpers  m'.  Al- 
lein die  Störungen  sind  sämmtlich  so  gering,  dafs  sie  während 
einer  bestimmten ,  nicht  gar  zu  langen  Zeil  vorzüglich  nur  auf 
den  Ort  des  gestörten  Planeten  in  seiner  Ellipse  Einilufs  haben, 
ohne  diese  Ellipse  selbst  merklich  zu  verändern.  Nach  einer  län- 
geren Zeit  aber  wird  die  blofse  Aenderung  des  Ortes  in  der  ur- 
sprünglichen Ellipse  nicht  mehr  hinreichen  ,  um  die  Rechnung 
mit  den  Beobachtungen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen.  Am 
Ende  dieser  Zeit  wird  nähmlich  der  Planet ,  wenn  jetzt  die  stö- 
rende Kraft  plötzlich  zu  wirken  aufhörte ,  zwar  noch  eine  Ellipse 
um  die  Sonne  beschreiben ,  aber  diese  wird  durch  die  bisherige ' 
Wirkung  der  störenden  Kraft  von  der  vorhergehenden  ursprüng- 
lichen Ellipse  in  ihrer  Gestalt  and  Lage  verschieden  se^yn.  Lie 
Wirkung  des  Planeten  m'  wird  also  nicht  blofs  den  Ort  des  ge- 
stöiten  Planeten  in  seiner  ursprünglichen  Ellipse ,  sondern  sie 
wird  auch  die  Elemente  dieser  Ellipse  allmählig  ändern ,  und 
da  diese  letzten  Aenderungen  ihrer  Natur  nach  viel  langsa* 
mer  vor  sieh  gehen,  als  die  ersten ;  da  sie ,  wenn,  sie  überhaupt 


noch  in  bestiinnit^iQjt^änzen  ^ingöSchlo^^ensindL.zwIscheu  diesen^ 
Grannen  erst   in  sehr  langen  Perioden  yen  metireren  Jahrhün- 
Jerten,    ja  j'ahrtati^endeu'^uf-  und  abgehen;'  irädi^nd  die  Stö- 
rungen des  Ortes  in  der  unyerä9ideiü(^n|El}ip^,ia  yiel  kürzere 
Pierioden  eingeschlossen  sind,  so  hat  man  jene,  ziim  Unterschiede 
yon  diesen,  säculäre  Störungen  genannt,  während  mati «die  in  ^ 
dem  yi^rh^r^hefT^i^^kila^hl^llieninimleftStertthgen'de^  O^rt^s^er 
PJaneten  in  ihren  ursprünglichenEllipsen  unter  dem  Nahmen,  de^*« 
periodischen  otorungen  begrejit.  ' 

\  ■*    \    '  •  j  >       '«*'-    ••*•!-» -4-  ^i.ii.v-  i   —  ../  —  ..    •-!.     .»j^"         T: 

j  .Nehmen  wir  an,    dafs.ejne  dieser  säculären  Störungen  dij 
Fötih^ASiiiTat-f  b)  habe,  wo'  aUo  a  eWfe  sehr  klelxie  Grölse 

ist ,  weil  die  Pe^ifiji^^  —  (Cap.yill  5.2.NrcIider  säculären  Glei- 

chung  sehr  grofs^- s^jhi  soll.  Setzt 'man  ,  wie  ^s  in  der  That  der 
Fall  ist,  yoraus,  dafs  man  blois  durchv^ipe  alJmäUige^Ehi4;wick 
lung  aller  Störungen ,  in  welcher  man ,  wie  wir  in  iem  Vorher- 
gehendeiv  ges^Jben;^a^h'^^, blois  auf  .di^_ i^'$ten' Glieder  der  un- 
endlichen" Reiheh  Rück'^ixihir  nimftit,  dafW  k^an.nicht'auf  die  ei- 
gentliche Gestalt  A  Sin  (at-^b)  dieser  Gleichung,  sondern  durch 
die  Entwicklung  ^crselJ^e^L  in  eln6  niach  d.f  n  Foienzen  yon  t  fort- 
gehende ßeihe  auf  die  Form  u  +ßt4*7**  +  gekommen  sey,  yon 
welcher  man  etwa  nur  die  zwey  ersten  Glieder  betrachtet  hal^i  a^-.^ 
wird  dieser  Ausdruck  in  seiner  neuen  Ge&t£^lt  nicht  mehr  pe^io- 
df%chsQ^^o;<Ierdies^$|qtraiig.wird^Sfeia&  ohnie  Ende,  propres-  . 
siy  fortgehende' -cHr^heinen,  aber  dieser  Schein  M'ird  blofs^^ine 
Folge  derrllnyollkoHimenheit  unserer  Analysia  seyn ,  da ,  wie  die 
ursprüngtiche  Form  der  Gleichung  zeigt ,  diese  Störung  doch  in 
eiBeibas|,iaiilte)  ^wefm  g^ieh  yielleiohi  sehr  gi^ofse  Periode  einge- 
schlossen ist.  Die  lange  Dauer  dieser  Periode  aber,  und;  die  au- 
fserst  langsame  und  beynahe  gleichförmige  Aenderung  des  yer-^ 
anderlichen  Elementes  der  Ellipse  wird  uns  erlauben,  diese  Aen- 
derung, während  einem*  nicht  zu  grofsen  Zeiträume.,  .der  Zeit  t 
selbst  proportional  zu  setzen,  und  daher  jene  Störung  selbst 
gleich  tf  -|-  ßt  anzunehmen.'  Setzt  itian'dann  diese  Stötning  Aem* 
in  Beziehung  auf  jenes  Element  genommenen  Differentiale  der  el- 
liptischen Bewegung  gleich,  so  erhält  nxan  dadurch  eine  Glei- 
chung ,  aus  welcher  man  die  gesuclitt  säculäre  Aenderung  die« 
ses  Elementes  ableiten  wird. 


-  I 


Um  dieses  auf  die  le'tzten  Gleichungen  des  yorhergehenden 
Capitels  anzuwenden ,  so  gibt  die  Gleichung  (M) ,  wenn  man 
blofs  auf  die  in  4^Iattltiplil^rten  Glieder  sjlebt, 

wahre  Länge 

sa  iit4*^'i^^*Ce;C05(nt^< — w)+m'ni.De'.Cos(nt-}-«— w') 


«7» 

Es  sey  '  h  s  «  Sin  w'  'und  eben  90  '  H'  s=s  e^'^Sin  w' 
1  ES  e  Cos  w  ,..,«' ...«  1'  ÄS  e'  Cos  w'. 

80  ist  die  Tornergehe'ndi^'tSfl^dhiitig 


•»I 


0  • 


I       IM       ^*       '       ^  «<tt,      ,«<• 


Ji  >• l>t      U  > 


I      • 
i  -'      11        *■   ■■«I  I   I.        »-      « 

^  •  •       •     I     •  »    « 


..I 


w&hrOMLräage 

e;  at+ia(nt(hC+h<I)>Siin(nt-t-«)+m<atfl<^ 

Öie'-wafcre  elliptische  liänge  abör  ist        "     ' '  '     "       '■ 

nt-|ir2eSin(nt  +  9— w)  =  m;+alSin(nt+«)'^*^^^*('**+*) 

Leiden  also  die  Gröfsen  1^9   h  un<}  1  durch  die  Stonmg.d^s  FU«c 
neten  m'  in  der  Zeit  t  die  Störungen, 

"  '/^ÄN     *  Vdh 
'^MJ'^VAdF>/ 


fi*i'n     M-i 


t  f 


•    1 1  •    •  <    »  .  i  < « 


»  ' »  • « 


SO  ist'dlp  wahre  gestörte  Länge 

—i'(h}^t.Yj^^)  Co»  (nt-jt-k) 


•^    'I  >  »     I  •  1 1  r# 


ahöi  die  Stfirung  selbst 

'-  di)  +**•  (D  8i-C"t  +  .)-»t._(|)  Co.(«n:o-' 


•   •   f 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  yorhergehendeh 
m/nt  (hC  +  h'D)  Stn(7it-^r)  -f^m^nt  (1C+.1'D)  G06  (nt-^-^tyi 

vergleicht,  so  erhalt  mau  1  ^^ 


(dIX  m'n    ,  ^       ,   »v^  I 


L  Bezeichnet  »  und  5  9  wie  im  Cap«  IX  $•  6.  die  Neigung 
und  die  Länge  des  Knotens  t  und  s  die  Tangente  der  Breite ,  so 
folgt  «US  der  sphärischen  Trigonometrie  , 

s  s=  tg  «Sin  (nt-4**^^)    oder.  «  *  ;• 

8  =s  tg  «  Cos  5 Sin  (nt -|-s)  —  tg  •  Sin  ;»Gors  (nt-f- 1) 

Wenn  man  aber  wieder  die  inCap.IX§,6.  (  gebrauchten  Bezeich- 
nungen von  p,  q  einführt ,  wo  p  s=  tg  •  Sin  ^,  und  q  ==  tg  »Cos  ^ 
war,   so  wird  der  letzte  Ausdruck 
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»  «  q  Sin  (nt  ^  .)^p^  Cos  (pt  +  «).   »'^ 


Leiden  also  die  Gröfsen  p  und  q  durch  die  Störung^  des'  m^  in 
der  Zeit  t  die  Störungen  *%v  r^J  ^^^  *'•  'vA  X*^*^  ^^^  ^* 
dadurch  entstehende  Störung  der  Breite  sejn 

t  (^J)  Sm  (i«  +'i)  - 1 .  (^)  Cos  (nt-+  e)      ' 

Die  Gleicl^ung'  (N)  des  Vot^^fgeh^i^Qn  Capit^Is  fiibt  ahpr  für 
dieselbe  Störung  dfeijjBreile .      •  '   •      r       '    .  ^  **^" 

_  m/a^a;.p      .nt  ^.^  sin(nt  +  «>H-,Ca'-H)  C?s  (nt+e)] 

»4  -  .  •  .       J-      •  '     r      . 

Setzt  man  also  die  beyden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich ,  so 
erhält  man 


m'n" 


•4 


'.'a«a'B^»>.(q  — qÖ 


+  ^.a-a'.BW.(p::IpO 


>••. 


••  •  .  (»>) 


'Ml,     • 


Die  Gleichungen  (a)  uiid '(b)  /  welche  die  gesuchten  säcu- 
|8ren    Störungen   hestimmeii):    cküssen   nun    näher^  betrachtet' 
werden.' 

(dn\ 
j-  I  =  o 

zeigt  uns,  dafs  die  Grofse  n/d.  h«,  dafs  die  mittlere  tägliche  Be- 
wegung, also  auch  die  Umlaufszeit  eines  jeden  Planeten  con* 
s  t  a  n  t  iM  r  und  daher  durch,  die  .Störungen,  aller  übrigen  keine 
Aenderungen  leidet.  Da  ferner,  vermöge  der  Gleichung  n'*:»'  «?»  li 
(Cap.  IX  jj.  1.)  die  Grofse  a  blofs  von  der  Grofse  n  abhängt,  so 
ist  also  auch ,  aller  Störungen  u^ngeachtet ,  die. halbe  grofse  Achse 
a  der  Bahn  eines  jeden  Planeten  ebenfalls  constant. 

Die  beyden  anderen  Gleichungeü  (a)  geben  die  Störungen 
Ton  h  und  1. 

Es  ist  aber     h  =  e  Sinw     und;  1  =s  e.Goa  w«  .atao  au0h 

de       dh^.  dl  'dYf       ifdh^  dl    .       "^ 

-=-==-;-  Sin  W  +  -5-  Cosw  una:-r-  =—  Irr-  Cos  w —  T"  Smw  I 

dt       dt  dt  .    ^t        e  tdt  dt  J 

.       ,.  dh  dl 

Substituirt  man  hier  die  Ausdrücke  von -7- und  v-' aus  den  Glelr. 

»  '         •  dt  ctt         • 

chungen  (a) ,  so  erhält  man 

0 


aSo 


—  =  ~— De' Sin  (V— i*r) 


'•'» 


dt 


di^jn 


>■  #•  ll  "N. 


(c+. 


De« 


Co» 


(w'—w)) 


,'» 


m^nD 


p«y  F^.  ..  rv-TTj--^  ^«'»Yi     Tri     • 


■V     1  if    • 


also  auci  y^'^'li^t^fi^^i^^;;*;^,!'^!    " 
*  a     l  da^      •*  ■     da«    J      ' 

und  >!.'  =+^''  ^A«_a.  ^-  T^l 
^o        *     a     M^     ~*      da  ä     da»    J 

'  *  -  »4  ^  .  •  .  •_..<•       I 


«  y 


:?5=.  e'>|/*  Sin  (W  — w) 


dw         1       e' 
o 


^^=?;~l-'^'>o,(v/-^w) 


«V  19       3 

Nehmen  wir  der  Kürze  wegen  an ,  dafs  die  Gröfsen  f   f   f   *  • 

•  ,o23  *•  ,, 

respective   in  j>    9 ,   ?    .  •   übergehen ,    wenn   n^an    m    j^nen 

alles ,  was  sich  auf  -m  bezieht  ^  i^  das  verwandelt  i  wte  sieh 
auf  m^  bezieht ,   und  nnigekehrt ;   und  dafs  eben  so  die  Gvofsen 

f    f    f    *  *  respect.  in  ^  ^    f    «  •  übergehen  t  wenn  man  m 

jenen  alles«  was  sieh  äüf  m  bezieht,  in  das  rerwatidelt,  was 
sich  auf  m^'  bezieht  u^s.  f.,  so  hat  man  für  die  säiiuläre  Aen- 
demn^  der  Eicentrieität  der  Planeten  m  m'  m'^  *  «  nach  der 
Ordnung 


de 

dt 


-.  >}/*  o' Sin  (w'— w)  +  +*  e''  Sin  (w''— w) 


+  4/   e  w  Sin  (w'  ^— w)  + 

o 

=  y  e  Sin  (w— wO  +  ^^  e^'Sin  (w''— w)+ 


^  •  •  •  (c) 


de^ 

dt* 

tsxj/  e  Sin(w— w'')-!-*!/  e'Sin(w'— w'0+ 

und  für  die  säculären  Aendemngen   der   Länge   der   grofsen 
Achse  oder  der  Perihelien 
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le' 


2  6^' 


1     • 


— (4**  1  Cos  (w— wO  +  ;f/*  f^  C*8  <W^i^W')  +  ,  .) 


> . 


1  e' 


"5." 


är  =  («'a  +  %  +  ^  +  -'> 


">  -<  «»  r  } 


t  ) 


— (4/**  i_  Cos  (w— w"/-f£%j/*  ^  cop(w'— wy^-.  0 


(d) 


•  •        fc  * 


1        *  \ 


!•    i 


WO  immer  ^    oder  >)/     die  Störung    clei   Kölners   a  durch  die 
Wirkung  des  störenden  tt^rpersob  bescSchnet.'jb 

Auf  eine  ähntiqhe  Ai:t  lassen  sic}i  nun  aucl;^  die  Gleichungen 
(b)  behandeln«    Ehe  wir   aber  diese  Entwicblung  Tornehmen , 

wollen  wir  zuerst  die  so 'ebeifr  eingeführten  Grötsen  f     und   4^ 

näher  betrachten« 


o 


Es  war  ?    s=s ^  und  daher,   wenn  man  den  Werth 

o ,  9      " 

Ton  G  aus  Gap.  IX«  ^.  5.  III  substituirt 

und  wenn  man  hier  wieder  dieWerthe  von  ( j  undf  —- ) 

V  da  /         V   da«    / 

aus  Gap.  YlH,  $.  4. 1  substituirt    '  -' 


*  *     t         da  d««   J 


I 

Die  Gleichung  (m)  des  angeführten  Ortes  gibt  aber 


da     '       I — ä' 


a8«  ~ 

oder  wenn  ^an  hier  den  Werth  von  b^  aus  der  Gleichling   (e), 
und  die  vo4  b^  aus-  der  'Cleichnng  (f)  stibstituirt ,    '        -i    ^ ' 

Da»  Differehtial  dieses'  AusdrucJies  in  Beziehung  auf  a  ist 

I  ...  ( 


!        d«b^  ,  o  db?  .   o    db^ 


» •. 


4- 


•    '     da*  ^    .   4a  '  da 

Aber  ^ie  Gleichung  (m)  gibt 

4  =5  |_j,a  •  "%  +       I     und 

d^,  a(i  — *•) 

so  dafs  man  hat 

d«»  *  * 


i   I, 


I«. 


t  • 


I   :  c  j 


Substituirt  msji^  als«»  diese.  .WeuChörti^ii       j^  und         x     in     dem 

"Sa  da» 

TOrhersehenden  Aus:^rucke  von  &  t  $o  erhält  man 

,^  =  +  .Ä.V- 

»                                    1       m  n 
Ganz  eben  so  findet  man ,  dafs  die  Grleiehung  >J/    == D,  wenn 

man  den  Werth  von  D  aus  Cap,  IX.  $«  5*  substituirt,    in  fol- 
gende übergeht       '  .  .  •    ,        .     v 

'4^    =Ä —  l(»+«  jb       a.Z.  h    ,1 
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oder  wenn  man  die  Werthe  von  b  ''^otnS  b       aus  den   Cleicbun. 
gen  (g)  und  (b)  des  Cap«  Till  substituirti  in  folgende 

>^*  =+^1^.«  (.  +  «.)  bJ-S««.b°] 

Endlicb  ist  noch  nach  der  Gleichung  (l)  des  angefüh^cn  Ortes 

B       as  — 1. ,  b.  also  auch 

a'*      # 

,  .  .    .  ••        *  •     . 

m'na*a'^(i)         m'n      .,»      , 

,  B       —  -.^-—   a'b,   oder 

4  '     .     4    V  .  *  •■ 


■ « 


m'na*a'^(i)  i 

— i^-«...«.  D  SSI    Qf 

4  ^ 


1    o 


L  Man  bann  hier  noch  bemerken  •  dafs  die  Gröfsen  9   9 

eifi,  merkxirür^igef  yeriiältnir»  2«  einander  haben»,  jJS«  iit-njibm« 

lieh,   wie  wir  ao  eben  gesehen  haben,  '9^  ==  _-"ä'  J,    also 

auch  nach  dem,  w^iwir  unniilfelb?ii^^Vttn  rfeft  Glfeirfitrijen  (c) 
des  ^«  2.  gesagt  haben^. verglichen  mit  der  Anmerkung  an  Ende 
des  Cap.  (IX), 


.< ,  f       ...       4 i    -j I » . 7 

o        mn'      1      /k»       gN 
»  4       »•Vf../ 


Ueberdiefs  hat  man 

n«  es  A  und  n'»  s  JL  also^  «  "T  «^^^  daher 
a«  a'*  n'        «« 

ma   9    =s  m'a^^  ^     und  ebei^  ao 
^o  '^1        ^ 

ma^  9  ,=:m'V    9 

o  2  * '. 

m'a'   9   =m"a"    9     u,  s«  w* 

« 

und  gana  eben  so  hat  man  auch 

^o  ^1 


p        » 


'I 


9^4 

m'Ä'' >J/    =in"a''f|/     u«  s.  w. 

...  1    ,     /.  ,   . 

'       5*  4. 


«  t  «  '  •  I  4 


üifaci  Äieser  Vorbe'reittirtg  wollen  "wir  nun  3ie  Cleicnungen  (t) 
wieder  vornehmen.    Da,   wie  ^ir-g^sebeq  h|J»en 


I .   •  ..«._.       \ «, 


r 

i        m'n  a*  a'  ^(i)  .  ^  •  j   j«  '      r»i  -  i. 

9    SB ^  B      ist|    to  sind  diese  Gleichungen 


#         ' 


Es  sey  nun^    wie  Cap.  IX§.  6,  m  die  Neigung  der  Bahn  ron  n^ 
geg^n'^eii«  fäte  Ebene  ;  bttd  ^' dl«  Länge  dbs^riEßit^g^ Aden  Hntt- ' 
t;fin»^dc|Bj^hii'^f  dieser  Ebepe,  80  iät   ;     .  .^ 


E?=*8?*S'»*  .,W4.,.S,Y*,t8»C9»?,v  •^ö,«*'1*. 


>f  «i 


tg  S  Ä  —     und    tg  M  s  v/p^+  9'         •  ^     •  »  ;  * 

woraui  folgt  ...  .    ./^      '     > 

•dd  _  dpCtfsi  —  dqSin^ 
dt  dt  •  tang  • 

d«       dp  Sip  S  +  dq  Cos »  , 

^  =  - — -^r — -  ••• 

Snbstluirt  man  in  diesen, bey^^n- Gleichungen  die  Torhergehen- 

dftr       •    dtf.    ,        '     '         V     ^ 
den  Verthe  von  -^  und  •—- ,   so  erhält  man 

dt  dt     . 

-i  =  ^*   tg(v'Sin(S  —  5')     und 

dt  ^o^  <>•  tg«         ^      .:    . 


>t  .< 


das  hefet ,    wenn  man ,    wie  in  ^.  2  ,    die  Wirkung  aller  stören- 
den Pkneton'  berücksichtiget. 


1 


«05 


<3» 
dt 

Ix 


\  '>- 


•     ) 


ff  tgiQfc^  Sin  (i—if)^  ^  tg^ Sii^(i»— )»^) 4. 


•*;: 


.* 


=  y**  tg«  8i*  (^^u^)^.^?  tyv«ii(*'*-y>4- 


♦  •  • 


(e) 


I         > 


I .     ■ . ! ; 


I. 


L.. 


(f> 


T^V    »tg»'  »tg»*  ^  /  J 

und  diese  Gleichungen  (e) ,  (f)  geben  die  säculäre  Aenderung 
der  Neigung  und  der  Länge  des  hnotens  jeder  i^laneten^hn  ge- 
gen irgend  eine  feste  £bene* 


I    •' 


5,5. 


.'     » 


Da  aber  die  Astronomen  die  himmlischen  Bewegungen  nicht 
aotvohi  auf  irgend  eine  feate  Ebene ,  sondern  auf  die  bewegliche 
Bahn  der  £rde  2u  beziehen  pflegen ,  so  wollen  wir  noch^lie  Aen- 
derungeiU  der*Gröl^ett  »undi^<in  Beziehung  auf  irgend  eipe  de'r 
beweglichen  Bahnen  der  Körper,  z«  B«  auf  die  Bahn  yon  m  suchen* 

Die  Breite  von  m'  über  der  oben  angenommeden.  festen 
Ebene  ist  .     '        .  ' 

a  5=.  tg»'Sin(n't4-«' — ^0  =  q'Sin(ii't+«') — p'Co^n't  +  «^) 

Wenn  sich  aber  m^  auf  der  Bahn  des  m  bewegte «  so  würde  die 
Breite  des  m' über  der  festen  Ebene  sejrxt  .  ...,.,. 

,b  =  q  Sin  (n't  +  «0-^P  ^^*  (**'*  +  *0 

und  die  Differenz  a — b  ist  sehr  nahe  die  Breite  des  m'  über  der 
beweglichen  Ebene  Ton  m«  Diese  Breite  4st  dabei: '.'.', 

(q'—  q)  Sin  (n't  +  «0—  (P'  — P)  Cos  (n't  +  iO 

,  '         •  .  •  - . 

Sind  also  Q'  und  ^'  die  Neigung  und  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Bahn,  des  m^  über  der  beweglichen  Bahn  von  m, 
so  ist ,  wie  oben ,      ^ 


da       '  (dp/—  dp)  Sin  y  -f  (dq/— aq)  Cos  5' 
it      ■  dt 

jo     •    (dp'~dp>Co&^5/--(dq'— dq)8my 

dt.tgtt' 

Nimmt  mag  also  die  Ebene  des  m  zu  irg^ncl  einer  gegebenen  Epo- 
che als  fest  an )  so  ist  p  =  q  s  o  ,  also  erhält  mate,  da 

dp  j  '      dq       -  jj^  . 

wenn'  man  diese  Ausdrücke  auf  alle  anderen  Planeten  fortsetzt 

°P  I  2  5  l  '  '  « 


o'       o         'o  ..       *"    'o*a 

o     ,         *     .  ^  .0 


dp' 


dt  =*  -  (^,  +  ?^  +)  q'+ 9,  q+ ?,  q"  +  «•  «•  ^*     • 


dt  —  <>'i  +  9.  +)  9'— 9,  ?  —  9,  9"—  «.  ».  w. 


«    r  t  «4 


SubstUttirt  man  diese  Werthe  in  den  vorhergehenden  Ansdräcben 

t  dÄ',  dö'  .  ....  .         .- 

^^"  "dT  •^''    "dT* '  *^'  «'hält  nwuii  da  p  3?  q  s=  »o  ist , 


> .    •  • , 


dö'  f  "I 


•  i   *>  •! 


.  oder  da    p'  =  tg  m'  8iii  5^  q'  =  tg  W  Cös  S'    ist, 

dß/        /  ,     ^  «v 

"dT  =  (^-0  'S  •"  ^^  (^'-^"^ 

•  •  •       ^ 

das  heifst,  TOllständig 

—  =  ^  9^  —  ?>^^  tg  «»//  Sin  (5/  ^  5//)  ' 


I  < «   •  \ 


+  (?•,  —  ?^)  tg  •'" Sin  (3/  -9«/)  -^ ■■■ :  . '  Cg) 


<      Ml  f  I 


s87 


>U     I      .<2 


•  I    ■  <    .'1 


!*    •> 


<  r  •  «> 


A'» 


3,tg<ii'>''^ 


f    .    •■     *      •  •  - 


•\       I 


+  (<-V  ^^•^»C»'--»'")+...'(fc) 


l:     ■  l 


»     I 


•) 


und  .diese  bey4cn  Gleichungen  geben  die  Aenderungeii  der  Nei- 
^gung  und  äer  Mnotenlinie  der  B^Kn  des  m'  in  Beziehung  auf  die 
Batin' Von  m«  Dui:ch  eine  einfache  Veränderung  dler  Accente 
der  Grössen  (2>m3r ,••  wird  man  daraus  auch  die Aenderungeri  der 
NteigürigfenTind  dei*  Knoteri  det*  lUihpe»  TO»  «i^%  m^, .  *  jgegea 
*die  fikiha  von 'm  erhaltefn* 


1 


«  .  » j 


.  "fca  gibt  aber  nocli'eme  «gndere  sehr  merkwürdige  Art ,  diiese 
Gleichungen  der  säcutären  Störungen  zu  finden.  Zu  diesem  Zwe- 
cke wollen  wir  die  Ellipse  betrachten,  welche  durch' den Flane^ 
ten  und  durch  das  Element  der  Cur  ve  geht,  die' er  in  einem  ge- 
gebenen Abgenblicke beschreibt.  Diese  Curve  Wird  also  die  Ellipse 
sejn,  welche  der  Planet  immer  beschreiben  würde,  wenn  keine  äus- 
seren ätöi?endenKrälte  aut'ihnwül^ten.  Die £le,mente dieser ElUps^ 
sind  daiber'  während  einem  Augenblicke  dt  al^  coust^nt  zu  betrach- 
teQy/ab^r  dur^h  die  störenden  Kräfte  w erden ^ie  ytim  lein^ni  Augem- 
.b^iokeisa-  demi.i^nd^reA.tge.än^crtr  Sej  also- Vt  =:  p  .i^iqe  endliche 
Gleichung  für  die  uinYeränderliche  Ellipse ,  wo  Y  .eine  Punktion 
der  rechtwinkiichten  Coordinaten  x  y  z  und  der  constanten  Pa- 
rametern  c,  C. ..  ist,  welche  Parameter  selbst  wieder  Funktionen 
der  elliptischen  Elemente  sind.  Diese  Gleichung  V  =  ö  wird 
offenbar  auph  für  die  veränderliche  Ellipse  gelten,  aber  dann 
werden  die  Parameter  c  e^..  nicht  mehr  constant  seyn  Da  indes- 
sen diese  ElHpse  für  das  Element  der  Curve,  die  der  Planet 
während  dem  Augenblicke  dt  beschreibt ,  gehört ,  so  wird  die 
Gleichung  V  =  o  auch  hoch  für  den  ersten  und  letzten.  Punkt 
dieses  Elements  gehören,  wenn  man  c  c^  • '.als  constant  betrach- 
tet. Man  kann  daher  diese  Gleichung  einmahl  so  differentiiren^ 
indem  maa  blofs  die  Gröisen  xy  z  als  Teränderlicfa  annimm.t, 
wodurch  man  erhält  ... 


I  •  •  » • ,  » 


:\r^-\i.+r. 


\ix/ 


■  h  ■  f  I 


dV 


}iy  +  i-rr-)  ^^  = 


\  dz/ 


o.  .  .  (0 


!*• 


Daraus  folgt  also,  dafe  jede  endliche Gleiclmng  der  unreränder- 
licheh  Ellipse ,   wenn  mair  sie  einmahl  und  so  differentiirt ,    dafs 
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a  • 

die  Parameter  derselben  aU  constant  vorausgesetzt  werden ,  dann 
auch  für  die  yeränderliche. 'Ellipse  gehört.  Ueberhaupt  hat  jede 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordiinn^  für  die  unveränderliche 
Ellipse  auch  zugleich  für  die  veränderliche  Ellipse  statt,  denn 
ist  U  =  o  eine  solche  erste  Differentialgleichung  der  unverän- 
*^derlichen  Ellipse,    wo  also  IT  eine  Funktion  von  x  y  z,    von 

T"  i  a9  T~  ^"^^  ^^^  c  c^.  •  ist  9  SO  sind  offenbar  alle  diese  Gro« 
dt      dt     dt 

d«  . 

fsen  X«  -r— 4  c«««  dieselben  für  die  unveränderliche  und  für  die 
dt 

veränderliche  Ellipse «  da  bejder  Elemente ,  und  nü^  von  denen 
ist  bey  den  ersten  Differentialgleichungen  die  Bede ,  während 
dem  Augenblicke  dt  zusammen  fallen. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Planeten  am  Ende  des  :^|nst^n  Au- 
genblickes dt^  oder  am  Anfange  des  nächstfolgenden  Apg^nü^H^koit 
so  ändert  sich  die  Funktion  Y  von  der  unveränderlichen  zurver- 
änderlichen  Ellipse  während  der  Zeit  dt  blofs  in  Beziehung  auf 
die  Parameter  ^  weil  die  Coordiuaten  x  j  z  am  Ende  des  ersten 
Augenblickes  dieselben  für  beyde Ellipsen  sind,  4sher  die  Glei- 
chung y  Sä  o  in  folgende  übergeht  . 

und  man  sieht,  dafs  man  di^^e  Gleichung  (II)  auch  unmittelbar 
aus  der  Grleichung  V^so  ableiten  kann,  wenn  man  in  der  letz* 
ten  alle  Gröfsen  xy^z  und  cc^.4  zugleich  ändert,  dotm  w^nn 
man  von  dem  so  erh^siltencn  Differential  die  Gleichung  (I)  absieht, 
so  hat  man  wieder  die  Gleichung  (11) 

betrachten  wii*  überhaupt  irgend  eine  erste  Differentialglei- 
chung U  =:  o ,  die  nach  dem  Torhergehenden ,  für  beyde  Ellip- 
sen gehört,  da  sie  in  ihren  Elementen  während  dem  Augenblicke 
dt  zusammen  fallen.  In  dem  nächstfolgenden  Augenblicke  gehört 
di.cse  Gleichung  zwar  auch  noch  beyden Ellipsen  ,  aber  mit  dem 
Unterschiede,»  dafs  die  Gröfsen  cc^..  für  die  unveränderliche 
Ellipse  diesellien  bleiben  ,  während  sie  für  die  veränderliche 
Ellipse  wachsen  oder  abnehmen.  Es  gehe  dieGröfseU  über  in  U' 
lür  die  unveränderliche ,  und  in  Ü^'  für  die  veränderliche  Ellipse, 
'  so  ist  klar,  dafs  man ,  um U'  zu  erhalten,  die Coordinaten  x  y  z, 
die  für  den  Anfang  des  ersten  Augenblickes  dt  gehören  ,  in  dieje- 
nigen verwandeln  mufs ,  die  für  den  Anfang  des  nächstfolgenden 
Augenblickes  gehören ,  und  dafs  man  dann  noch  die  ersten  Diffe- 
renüaiien  dx,  dy,  dz  nm  die  Gröfsen-  d*x,  d«y,  d^  ver- 
mehren mufs ,  weiche  letzten  ebenfalls  zur  unveränderlichen  El- 
lipse gehören.  Eben  so  wird  map,  um  U^^  .zu.  erb  alten,  in  der 
Uröfse  Ü  erstens  die  Coordinaten  x  y  z  in. diejenigen  verwandeln, 
welche  für  den  Anfang  des  zweyten  Augenblickes  gehören  ,  und 
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ßie  in  Jteyden  Ellipsen  dieselben  sind;  zwejtcns  wird  man  die 
GToffeii  dx,  dj,  de  re^ektire  um  diäGrSfse  d«x,  d^y ,  Jaz  ver- 
mehren« ifrie  zuTQr^.  i^nd  endlich  dritten^  die  Parameter  c,  c^«« 
in  c  +  de  9  C  +  de', .  •  verwandeln.  Aber  diese  letzten  Werthe 
von  d^x,  d'js  d^z  sind  hiebt  dieselbe^  für  bejde Ellipsen ,  son- 
dern sie  sind,  für  die  reränderlicbe £lllpse,  noch  umdieGröfsen 
vermehrt,  welche  den  äufseren,  störenden  Kräften  angehören..  Man 
sieht  so,  (tafs  die  zwey  Funktionen  U^  und  U'^  nur  darin  verschie- 
den sind,  dafs  in  der  zweyten  die  Parameter  c,  c^...  um  de,  de' 
wachsen,  und  dafs  die  Werthe  von  d'x,  d'y,  d»z,  welche  für 
die  unveränderliche  Ellipse  gehören  >  hier  um  die  Gröfsen  ver- 
mehrt sind ,  die  von  den  störenden  Kräften  Jiommen«  Man  wird 
daher  die  Gröfse  U^^ — U'  erhalten,  wenn' man  die  Gröfse  Ü  so 
differentiirt ,  dafs  xjz  constant  und  dxdjdz  so  wie  cc^.«  ver- 
änderlich vorausgesetzt  werden,  und  wenn  man  überdiefs  in  dem 
so  erhaltenen Differehtiale  statt  d'x,  d*y ,  d'^z  diejenigen  Thefle 
ihrer  Weithe  substituirt ,  welche  allein  den  störenden  Kräften 
angehöreii. 

•  .        '    5.  7- 

Nchnea  wir  ^  um  das  Vorhergehende  anzuwenden ,  die  Glei- 
dimgen  (A)  des  ^  t«  Cap.  IX  wieder  vor, 


d*x    ^    fkx         ^iR\ 
dt 


+  ^3  +  KaxJ 


,  dt«         1 »         V  dy/ 

o=^.+.^l.+  Ä 
dt*         1»         Vda/ 


.  .:  (A) 


Setzt  man  in  ihnen  die  v.on  der  Störung  des  Körpers  ra'  abhän- 

J  ende  Gröfse  R  gleich  Null,  so  erhält  man  die  drey  Gleichungen 
es  Cap«  yil  §•  4«  1 9  also  auch  alle  die  an  jenem  Orte  aus  diesen 
drey  Gleichungen  her|;eleiteten  Ausdrücke  (a),  (b),  (c)... 

Dieses  vorausgesetzt,  geben  die  drey  ersten  der  dort  ge- 
fundenen Gleichungen  (a) ,  wenn  man  sie  in  Beziehung  auf  die 
Conltant^n  cc'c''  und*  auf  dx  dy  dz  difiereptiirt , 

xd*y — ^^yd^x      ,          xd  z  — zd*x                   yd»z — zd'y 
^«  =  dt  ♦  '^''  = ät •  ^"^     == cü 

Substituirt  man  iii  diesen  Ausdrücken  für  i'x,  d'y  ,  d'z*,- nach 
dem  oben  Gesagten,  blofs  diejenigen  Theile  ihrer  Werthe,  die 
den  störenden  Kräften  angehören,  das  keilst,  die  Gröfsen,  , 

III.  T 
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so  erhält  man 


de  /dR\  /dB\     d<5'  /dR\  /dS\. 

di  ^  Kar; -ns^;*  IT  ==  na?; -^^^  l^^ 

dt    ~      Vdy/        ^  Vdz/    ' 

und  diese  Gleichungen  inrerden  also,  nach  §«6«. für  die  verandie'r-' 
liehe  Ellipse  gehören»  r      . 

5*  •  •••,'■». 


k 

t 


Ganz  eben  so  wollen  irir  nun  auch  die  drey  folgenden  def 

Gleichungen  (a)  in  Beziehung  auf  die  Constanten  f  f^  f^'  und  auf 

.  ^  /dR\ 

dx  dy  dz  differentiiren,  und  dann  wieder  d«  x  =- —  (  j""  I  ^*  ^-  ••  ^» 

setzen«  Bemerken  wir  aher  zuvor,  dafs  die  Gröfsen.  c^  und \c^'. 
nach  den  Gleichungen  (c)  die  ISeigung  yonmüber  der  fixen  Ebene 
bestimmen,    und  dais  also  jene  Gröfsen  Null  sind,    wenn  dij&se. 

Neigung  Null  ist,   und  dafs  uberdiefs  die  Gröfse  (-|— )  Ton  der 

Ordnung  dieser  Neigung ,.  also ,  für  unsere  IFeranssetzun^  eben- 
falls gleich  Null  ist«  Da  endlich  nach  derGleiehiing(b)  derWertk- 

f^c'  — fC'.,        . 

Ton  f"  Ä  also  iiwr  c'  =  c''  =  o*  auch  f"  =  o  ist,  so 

c 

haben  wir  nur  die  Werthe  von  df  und  df^  zu  suchen,  Differen- 
tiirt  man  also  den  oben  gegebenen  Werth  yoa. 

^ ^x        xdy*  ydydx 

""         r    ^    dt«  dt* 

blols  in  Beziehung  auf  f  uud  dx  ,  dy ,  so  ist 

2xdyd*y — ydxd*y  —  ydyd«x 


df  = 


df 


oder  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  ron  d'x,   d«y  sub-* 
stituirt 

und  eben  so 

^'^.^-{^  (w)  -^  (57)]  +(-^y-ry^-)  (1^) 

Es  sey  wieder  x  =  r  Cos  v  und  y  ==  r  Sin  v,  also  auch  . 

y 

r"  =  X*  +  y*  und  tg  1^  ss  -,  seist 

X 


•  •       ««•     ,  i 


•• 


«f» 


also  auch 


r  '»  I    V 


/dR\        /djv  /-dr \        /dR\  /äv\ 
\dxJ  ~  Vdr/  Vdx/  +  Vdy/  \ixJ 

=^(dF;^"^'"-Cdr>)7r'-^^ 

Vdj/  ~  Vdr/  Vdy/  "•"  Vdi//  Vdy/ 


t'«f  r«»»« 


.  <  »  » 


«(ffl)8i.>+(äS)Söi„,a.,aKd, 


■"-(S-r(S  =  (S): 


I  4  i 


Substitnirt  man  di^'se  Werthb  iü  dön  voth^gdbcfnd^n  Gleichun- 
gen )  so  erhält  man 


— (f) 


£&  ist  aber  dx=:di?Cosv*— r5j/8inv  und  dyasdrSini^^rdvCosv, 
und  die  Ton  dem  Badius  Yector  r  in  der  Zeit  t  bcfschriebene  Fla- 
che  doppelt  genommen  ist  gleich  xdy — yd&  oder  gleich  cdt, 
öder  endlich  gleich  r*  dv,»  «o  dafs  man  also  iiat 


) 


ifiss— fc(drSinv+ardvCo8v)  ♦:  {  TT- ]  r— rP.dvSinv^  (  T7 

Es  ist  aber,  wenn  w  die  Länge  des  Periheliums  bezeichnet'^^iUi^ 
deiehiing 'der  Ellipse  i      '/ 

a(i— e«) 

i4-.eCos(v — w) 

oder  wenn  man  blofe  auf  die  erste  Potenz  yon  e  Rücksicht  nimmt 
r  =Ä  a  (i — e  Cos  \v — w)),  und  nach  denGIeichung'en  It  Th.p.  42J 


M      «aas  -^       ...»         ■       .  ..       ■■.^■^-,^.  « I  °  .•  1  '        I   •  •  T  *  >  l( 

1 
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wenn  dm  ss  ndt  ist,'  >"Jy=a«ndt  und  dr.=randt.e8in  (v — w), 
so  dafs  die  TOrhergehenden  Werthe  Ton  df  und  df^  in  folgende 
übergehen 


f '             *  3e  .     e  .      ^  /'dR 

=  — andt  I  iCoSif-l Cos  1^^+- Cos  (a»— w)  j  (  j- 


.    -a-ndtSmi.,^^; 

df'«-andtraSinir+^Sinw  +  ^8ipCfl^w)l(^^) 

+:  a*  ndt  Cos  v  ♦  |^x"y 

'■       '  '  '     .      •• 

und  man  sieht,   dafs  man  den  Werth  von  dP  erhält,   wenn  man 
in  df  die  Winkel  y  und  w  in  v  —  i)o*.und  w  — 90»  rerwandelu 

CdRN  WRN 

j-J  ^"^VJ*J  *"  erhal- 
ten ,  wollen  wir  den  Werth  Ton  R  wieder  TOrnehmen ,  welchen 
wir  Cap.  IX  §.  4«  £}r,  1  gefunden  haben.  Aus  ihm  folgt  soioi't 

--  -^k(        ^    ■j-^(^-^)A         J.  e/(Ä-OSinOi(l'-rl)+l-^0 

Es  ist  aber,  wenn  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  tchi  e  Rüdi- 
sieht  nimmt, 

Co»  yasCos  (1 4.  y;)=*Cosl— y.  Sin  Iä  Co»  J+e,Gos  (al— w)--  eCoaw 
und  e  Cos  (3  v — w)==e.Cos(2l — w),   also  der  Coefficient  yon 

i'T-J  fttr  df  gleich  2  Cos  1  —  -  Cos  w  +       Ces  (2 1  — i^).  Da  die«? 

aer  Coefficient  den  Winkel  1^  nicht  enthält,  so  werden  dieGlie- 

(dR\         ,  ^     ,.  r  • 

T"  J  9  welche  diesen  Winkel  'enthalten  ,  ihn  auch  nach  der 

Multiplicati04  durcli  Riesen    Cqefficienten  enthalten,   Und    also 
nicht  constant  sejn  können«   Wir  wollen  aber  hier  nur  die 


nur  diejenigen  behalten,  in  welchen  sich  V  nicht  findet,  das 
heifst  diejenigen,  die  aus  der  YorausseUung  jissso  entspringen^ 
so  dafs  man  hat 

(^)  ^^Sn  A«;«)  Sin*>(l/_l)+^«.  ^.  eSin  (1-w) 
\AvJ       a  ^  3         da  ^        ' 

+  5?^  fa' llll^  +  a  A«l  .  e/ Sin  G-wO 
a   t      da'     •  J 

^  oder  wenn  man ,  nach  Cap.  IX«  f  •  5*  I , 

dA^') 


da' 


=  _  A(0  _  .  Q^-^  ^t^y, 


/dR\  ^r^2n  A«  Sin  «(l^-l)+^'a.i*:^.  e8m(l-w) 
Vdi//        3  3  da 

/^R^   .     .       * 

Multiplioirt  man  xuiü  (  t— J  >>^it  seinem  oben  gegebenen  Coef- 

ficienten,  wobey  man  nur  auf  die  constanten  Glieder  des  Pro- 
duktes  Rücksicht    nimmt,    so*  sieht    man,    dafs    die    Glieder 

—  Cos(2l — w)und  — .— Cosw  jenes  Coef&cienten  kein  coüstan- 


tes  Glied  des  Prodaktes  geben,  so  dafs  man  hat 


Q) 


a  (  ^)  Cos  1 «  m'  -^Ji  aW  Sin  (« (!'— 1) + 1>—  —  *  -7 — eSin w 


m' 

3 


dA<^> 
da 


-  —  f  aW  -  a  ^^  •  «'  Sin  W 


welcher  Ausdruck  noch  durch  <—  an  dt  multiplicirt  werden  mufs, 
um  den  ersten  Theil  von  df  zu  erhalten.  Um  auch  den  ^wej- 
ten  Theil  von  df  zu  finden ,  wollen  wir  denselben  Werth  von  R 
in  Beziehung  auf  a  differentiiren ,  und  auch  hier  bey  den  letzten 
Gliedern  x  ss  o  setzen ,  weil  nur  diese  Yoraussetzung  beständige 
Glieder  des  Produktes  geben*  kann.  Hau.  erhält  so 


2^4 


Vda/        a  da     ' 

-  ""  f  a  i!^+  !^1  e  Cos  (1-w) 
i~t      aa»     ^    da  J 

-^  fa' i:^  +  «  ^  e' Co.  G-wO 
2   J^     dada^  da    J 

oder  da ,  nach  Cap.  IX.  §;  5.  I, 

Mada'y  da  da* 

/-«IN    w^-aAW^,^. 

Vda  y        a         da 


V 


d»  A<»> 


+  ^.a(i^).e/Cos(l-wO 

Esidtfllbet   8invÄ8in(l4-y/)s5:Sml-f-i'/.Co8l  oder 
Sin  V  =  Sin^^l  +  ^  Sin  (a  1 — w)  —  e  Sin  w, 

und  überdiefs  nach  Cap*  IX,  §.  4^  IL 


( 


5r)=J©  =  t.+.c»o-w<«) 


also  auch  das  gesuchte  Produkt 

Sinv.(?^>"'^^8i«(.(l/-l)  +  l) 

Vdr  y        a         da 

— ja  -+ I  eSin  w-4 a« ,  e'Smiv' 

4   l       da  da  J  4  *        da* 

welcher  Ausdruck  noch  durch  —  a*ndt  multiplicirt  werden 
mufs )  ijm  den  gesuchten  zweyten  Theil  ron  df  zu  haben.  Sam- 
melt man  also  beyde  Theile ,  so  erhält  man  folgenden  Ausdruck : 


^9^ 


3  .     •  l       da  9     da«   J 

-«n/ndt.2  rKAW  +  j*-^.Si"(«<l'-»)+») 

und  wenn  man  nach  der  oben  gegebenen  Bemerkung  die  Winkel 
Ton  1  und  w  in  diesem  A»sdracke  von  df  vermindept,  so  ist  auch 


df  s  — : 


am'ndt    ^,,     „f    dA<°>   ,   a«  d«A<«>)) 


+am'ndt.2  f*AW  +  t^]  Cos (« (l'-l)  + 1) 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  in  §.  3.  eingeführten 

Werthenvon  «'und vi-*  und  setsjt   man  der  Kürze  wegen  das 

letzte  Glied  von  df  gleich  X^^^d  da»  letzte  Glied  ron  dP  gleich 
Y ,  so  ist  ^^ 

df  «  —  edt  Sin  w.9*  +  e'dt  Sinw'.  >I<*  —  X 
dl'Ä  +  edtCosw./— e'dtCosw'.vp  +Y 

IL  Es  war  aber  Cap,  VH,  g.  4.»  tg  w  =  j-  also  aueh 

f/  f 

Sin  w  =       ^  und  Cos  w  =   - — =r.  Weiter  war  eben 

\/f*  +  f  '  \/f«+f 

dort  das  Verhältnifs  der  Excentricität  znr  halben  grofsen  Achse 

e  =s  -  •  v/f«  +f'«  +£"•  oder  da  hier  f ''  ä  0  ist , 

e  SS  i   v/p  +  f'»     al*<>  Ä*^c^  i^  ®  S^^  w  =s  f  und  f*  e  Cos  w  =  f. 
Differentiirt    man    die    beyden    letzten    Cleichungen,    so    ist 


296 

fjL^.eie  =  fdf +  f'd£'und/i*«.e*dw  =  fdf  — f'df  oder  auch 
wenn  man-  ft  =  1  setzt  9  ' 

de  =  df .  Cos  w  +  df' .  Sin  w  und  ed w  =  df'.  Cos  w  —  df  •  Sin  w 

Subtstituirt  man  in  den  beyden  letzten  Gleichungen  die  in  I  ge- 
fundenen Werthe  y^n  df  und  d'f^,  so  erhält  man,  wenn  man 
blofs  auf  die  constanten  Theile  dieser  Werthe  sieht,  oder  X  and 
Y  gleich  Null  setzt, 

=  e' .  4>    Sin  (w'  —  w)  und 

dt  o  ^  ^ 

±!  =^^~^'    >J.'Cos(w/~w) 

dt  o         e   •     o  ^  ^ 

welche  Gleiehun(i;en  die  säkularen  Veränderungen  von  e  und  w 
geben ,  und  mit  den  schon  im  ^.  3.  erhaltenen  identisch  sind« 

5.  9- 

Um  eb^n  so  die  säkularen  Veränderungen  der  Neigung  und 
der  Länge  der  Knoten  zu  finden,  wollen  wir  wieder  die  drejr 
letzten  Gleichungen  des  ^.  7.  vornehmen.  Substituirt  man  in  ih- 
nen den  Werth  yon  R  aus  Cap»  IX  ^.  i«,  und  setzt  der  Kürze 
wegen 

1  1  • 

•mar    ^_^ ..«_—  > 


so  erhält  man 


de' 
dt" 


—  =  in'  M .  (x'y — xyO ,  -^  s  m'  U  .  (x'  z  —  xz^ , 


de" 

jp  =  m'M.(y'z  — z'y) 

Bezeichnet  aber,    wie  in  §.  2»  I,  9  und  3  die  Neigung  und  die 
Länge  des  Elnotens,  und  setzt  man ,  wie  dort,  tg  9  =  \/p*  +  q'      ' 

p  c"  c' 

und  tg  d  =  —  und  überdiefs  —  =  p  und  —  =  q ,    so   hat  man 

q  c         *  c 

(Cap^  VU.  5.  4*  Gleichung  (d)) 

z  =  qy  —  px ,    und  wenn  für  den  störenden  Planeten   m'  die 
Gröfsen  pq  in  p'q'  übergehen,  eben  so  z'  =3  q'y'— p'x^ 

Diese  Werthe  yon  p  und  q  geben  aber 

dp         de"— pdc       j  ^q  _  de'— qdc 
dt  cdt  dt  cdt 
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de    de'    de'' 
oder  wehn  man  die  yorhergehehden  AusdrücKe  von  ^^  — ,  -^ 

ftubstituirt 

j^  =  ^'  M .  [(q  -  qO  yy'  +  (P'-  P)  ^Tl 

|2  =  21  M.  [(p'~p)  XX'  +  (q-qO  «jl 

Setzt  man  aber  t  wie  zoror, 

X  =  r  Cos  y,  y  =5  r  Sin  y,  x'  =f=  r'  Cos  v  •  •  •  so  ist 


dp  _  m'M  f(q'  — q)  it'  [Cos  (W  +  0  — Cos  (i''---f)]l 
dt  oc^  H-  (p'— p) rr'  [Sin  (v^  +  »)—  Sin  (y'— »')] J 

dq  _  m^M  f(p'— p)  rr'  [Cos  (y'  +  v)  -f-  Cos  (y'—v)^ 
dt  ac     [+  fq  —  qO  rr'  [Sin  (W+r)  +  Sin  (»'— v)]J 

Um  in  diesen  beyden  Ausdrücken  den  Werth  von  M  zu  erhal- 
ten, bat  man,  wenn  man  die  Excentricitäten  und  Neigungen 
yernaehlassiget 

r  s=  a  und         r'  =  a' 

9  =  nt  -|-  8  »'  CS  n't  -f- 1' 

also  wenn  wieder  3  =:  (n't  -J*  «0  —  (j^^  "f-  0  >** » 

M  =  -L.- ! , 

«'*        [a'  —  a  «a'  Co»  9  +  a'*]* 
das  heifst ,  nach  Cap«  YIIL  $•  4«  '• 

M  =  4:  —  i2.BW  Cos  «3 
a'* 

Substituirt  man  diesen  Werth  Ton  M  in  den  rorhergebendeif 
Ausdrücken  Ton  dp  und  dq,  so  sieht  man,  dafs  alle  Glieder  die- 
ser Ausdrücke  periodisch  werden,  bis  auf  diejenigen,  welche 
für  Ji  SS  —  I  gehören ,  und  die.  allein  constant  sind.  Nennt  man 

also ,   wie  in  $•  8. ,   P  und  Q  die  periodischen  Theile  von  -— 

da  ^ 

und  von  ~  j  so  erhält  man ,  da  B^'^^)  s  Bv^  ist, 
dt 

$=^(l^-l).m/aa/B(0  +  P 
dt  4c'  ^ 


dq  _  (p— pO 


f    < 


3y8 

Yernaehlässiget  man  aber  die  Quadrate  der  Excentrieitäten  undt 
der  Neigungen ,  so  if,t  (Cap.  VII  J,  4.)  c  =  |/J*a  und  ^  =5  n»  a», 

also  auch,  weno  f*  =5  1  gesetzt  wird,  6  ä  — ,  und  daher,  wenn 

wieder ,  wie  in  5.  4* »  9     =*  *  B^*^    gesetzt    wird ,'    und 

wenn  die  periodischen  Gröfsen  P  Q  weggelassen  werden  y 

*  dq  x  \ 

3?  =  (p-pO.?„J 

welche  Ausdrucke  mit  denen  des  ^.  4*  identisch  sind. 

'        5.  10. 

Wir  haben  bisher  die  säkularen  Aenderungen  der  Excentri- 
cität ,  der  Neigung ,  und  der  Länge  des  Periheliüms  und  der 
Knoten  beslimrot«  Um  nun  auch  die  Aenderungen  der  grofsen 
Achse  zu  betrachten,  so  hat  man  durch  die  erste  der  Glei- 
chungen (a)  des  $•  3* , 


dn 
dt 


Ä  o 


woraus  folgt ,  dafs  die  mittlere  Bewegung  n ,  und  also  aach  die 
halbe  grofse  Achse  der  Bahn  oder  die  Gröfse  a,  die  mit  der 
mittleren  Bewegung  durch  di^  Gleichung  fi  =  n'  a^  yerbunden 
ist,  keiner  säculären  Aenderung  durch  die  Störungen 
aller  anderen  Planeten  unterworfen  ist«  Dieses  Resultat  ist  von  ^ 
^  der  gröfsten  Wichtigkeif  für  die  Erhallung  des  Ganzen ,  da  ,  wie 
man  leicht  sieht,  jede  immer  fortgehende  Aenderung  dieses  Ele-  . 
mentes  auf  die  Ds^uer  des  Sjstemes  einen  wesentlichen  Einflafs 
hat,  und  nothwendig  einmahl  entweder  eine  gänzliche  Zerstö* 
rung,  oder  cloch  eine  Töllige  Umänderung  des  Systemes  zur 
Folge  haben  würde, 

I.  Man  kann  dasselbe  merk^würrlige  Resultat  noch  auf  fol- 
gende einfache  Weise  erhalten.  Die  Gleichung  (B)  des  Gap.  IX*  war 


O  =s 


dx«4-^y*  +  ^z' 


dt« 


:-2^  +  ^+,/dR 


a 


Allem  die  Gleichung  (a)  des  Cap.  VII.  g.  4,  gibt  für  die  ungestörte 
Ellipse 

dx'+dy»  +  dz*  «f*  _i_  A*         ' 


o  =3 


dt' 


r  ä 


Ä4J9 

IHfiTeremSirt  man  diese  Oietehung  blofs  in  Bezieh ui^g  auf  a  nnd  dx, 
dy,  dz,  80  erhält  man^  ivennmanv  wiezuEndedes^.  7.dieWerthe 

von  d*x,  d-"y,  d'z  substitolrt,  o  =  — r^  +  a  dB ,  also  ist  auch, 

a 

wenn  man  von  dieser  Gleichang  das  Integral  nimmt , 

^=  a/dB 
a 

Da  aber  der  Cap*  IX  §.  4«  II  gegebene  Ausdrack  von  a/^äR  of- 
fenbar keine  constanten ,  sondern  blofs  periodische  Glieder  ent^ 
hält,  so  kann  dieser  Ausdrack  von  2ydR,  und  daher  auch  der 
von  a  keine  in  t  multiplicirten  Glieder  enthalten,  oder  die  Stö- 
rungen von  a  sind  nur  periodisch,  aber  nicht  mit  der  Zeit  fort- 
gehend« 

Wir  wollen  die  säkularen  Störungen  der  Elemente  der  Bah- 
nen noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  bestimmen. 

de /dn\  /dR\ 


Es  war  5.  7.  57- 7  tai^"" 


Vdy/ 


,   ^    ft      de  _         /"dRN 
also  auch  nach  5.0.,    — ^  T"y  • 

f  1  -  • 

In  diesen  Ausdrücken  ist  c  =s  — '    ,   ' — -. 

Aber  nach  Cap.  VH,  §•  4.  ist.^— ^—^  =  V/^a  («—«')» 
also  ist  auch  c  =•  \//xa(» — «')  ^^d  dessen  Differential 

,     .^^  = 5i — ^     N/^T^;^; 

also  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von  de  in  der  vorigen  Glei- 
chung substituirt  *  •  % 


aa* 


e^e  =  andtx/i-e'^  ^^^J  ^  ^  (,_e«> 

3a«dR  . 
oder  9  da  nach  J»  uu  da  = ist, 

..  Vdv  y  M 


3oo 

Da  die  Grörse  R  in  dem  Vorbergeheiklen  als  eine  Fuäktton  Ton 
V  s  £  -f-  n( — w  entwickelt  worden  ist«   so  wird  man 


©  =  »!+©''"*»«"' 


also  ist  auch  die  letzte  Gleichung,  wenn  man  gröfserer  Einfach- 
heit wegen  /i*  =  i  setzt,   •  • 


de  t=: 


e 


-.(i-\/l-~e«).dR+  -X- ,ndt.  \^^) 


a 


Weiter  ist  Th.  11  p.'  4a  ,  •  dy  ss  ~  •  dm  |/i— -e» 

wo  m  die  mittlere  Länge  des  Planeten  bezeichnet. 

Es  ist  aberir  !=  e-f-nt  —  w  also  dv  «=  de-f-ndt — dw.  Retrach- 
tet man  aber  in  dm  blofs  die  Aenderung  des  Periheliums,  so  ist 
dm  =?:  n  dt  —  dw  =&  —  dw ,  also  die  vorhergehende  Gleichung , 
wenn  tnan  der  Kürze  wegen  r  s=  a  setzt, 

d6  4~  n^^  —  dw  as  —  dw^Y/i — e*  oder 


d€=  dw  (i  —\J\  — e") — ndt 

da 
oder  endlich,  da  (Cap.  X  ^.  i  o)  —  =  — r  9  dR  ist , 


de  =  dw  (i— \/i  — e*)  +  «a» 


(sr)"^' 


Ist  dann  c«  die  Neigung  und  S  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Planetenbahn,  so  sey,  wie  in^.  s,  p  s=  tg«Sin5, 

q  SS  tg  •  Coi^  Hi^  also  auch,  wie  in  §•  lOy  p  =  — ,  q  =  —  und  daher 


d.tg  • 


c       •       c 
de'  Cos  S  +  de''  Sin  3  —  de  tg  • 


1^]^      d5 .  tg  • 


de"  Cos  5  —  de'  Sin  B 


Ist  s  die  Tangente  der  Breite  des  Planeten,    so  ist  wie  im  §.  8, 
X  =  r  Cos  y ,  y  =  r  Sin  v  und  z  ss.  rs ,   also  auch 

Nach  S«  7«  ist  aber 


3ot 

dt   "^  ^  dx       '^  dy  •    dt  *  dx       *  d^  '  "dT  "^  ^  dy        ^  dz 

also  awh  9  wenn  man  all«  die  Glieder  wegläfftt ,  die  schon  in  die 
sehr  hkfin^'  Grö£se  s  muUiplicirt  sind  ,  nach  (.  8 , 

de  r^^\     ^c'  ^  /'dRN     de''        •,.        /^dR\ 

TT  =  — V-T^  J»  rr-  =  — Cos>»^  l  -r-  ) ,  -r-  c=  — Smv.  l  -r-  J 


dt — Vd^y   dt^     ,     -•^Vdsy'    dt  ""■'Vds/ 

und  daher-,-  wenn  man  diese. Ausdrüche  in  dem  rorhergeh enden 
AVerthen  votr  d.tg  •  und  d^'.  tg  •  substituirt , 


•  •    • 


Es  ist  aber 

;     dp  SS  SinS.d.t^  « -}*  ^^^*^S*  ^<^^^ 
vnd  dq  s=s  Cos  d.d.tg  » — d^*tg  m  Sin  d 
also 


/'dR^    dt    ^.  ,   ,  /^dRN    dt    ^ 

^j'=*-v.dr>T-®'"''  ""*'  •''^-v.dr>f- c  -^^^ 

iSlach  (•  9. istaber  z  s=  qj  —  px  also  auch  s  =  qSiny  —  pCosy 
und  daher 

,      :,  dt    /dH\       ,   ,  dt    /dB\      , 

oder  «ap  =  -  -  •  (,5-,;  »"^  <Jq  =  +  -  •  ^7 


WO  nach  dem  Vorhergehenden  c  =  \/a  (i  — e  )  ist. 
Es  ist  aber/  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  auf  alle  sechs  Ele- 
mente Rücksicht  nimmt 

Betzt  man  in  diesem  Ausdrucke  da  =  — sa'dR  und,  da  in  dem 

Werlhe  ron  R  der  Winkel  nt  immer  von  der  Gröi'se  -j-  c  beglei- 

AIRX        /dR\  ,      ,     .    . 

,  tet  ist ,  auch  l  Tpy  =  ("ifty  »   ^      subslituirt  man  in  ihr  über- 
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dtefs  dierorhin  geftmde&en Wet'tlie  yon  de,  de,  dp  und  dq,  so 
erhält  man 


.ndt.fj;j^J 


/dR  \ 


+  V^dl/  '^^-C*  —  \/»  —  ß*)    ö^cr 


=( 


dw+andt« 


\/i— e 


•©)-(©+i^^-H 


,           -              ,      ,  utodt.^T— e«    /dh\ 
also  auch    o  =  dw-f-  — •  .  l  T"  i 


wodurch  der*  Werth  von  dw.beatimint  trird,  und  wenn  man  die- 
sen in  dem  Torhergehenden  Ausdruck  von  d<  substituiri,   so  ist 

* 


»     '       •' 


Sammelt  man  alle  yorhergeheuden  Gleichungen ,  so  erhilt  man, 
da  n  =  a""',  ist, 

da=— .•  2a^,dR 


dttV 


d«  — X (.  -^._e.).  ^^; 


4-aa* 


a^  - 


de 


e 
ax/V— e*  /^dRN 


dw  »  —  andt.y/i-ti«    f  ^^ 
dw  »  -  ^ \^^J 


^.-(i) 


dp=_ 


dq  =  + 


an  dt       /'JR'N 


\/r— e'  '  ^^q  -^ 

an  dt 


■^WMMlM 


\/i— e 


a       >• 


dRN 
dp^ 
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Betrachtet  man  yon  der  Gröfse  R  imr  ihren  nibhl-  J)>eviodUchen 
Theil,  und  nennt  man  diesen  letzten  m^  F,  so  ist,  da  nach  dem  Vor- 
hergehenden §«  lo.  die  GrÖlse-  a;  inyariabeL  ist,  da  =•  o ,  also 
auch  dR  s«  o  und  die  Gleichungen  (i)  gehen  in  folgende  über 

;i^  _        am'ndt»v/r-e»    ^  j — — TT /^^\  ) 


^  a.a» 


c 


I 
I 


de  =  iV^Hf:  .m'«dt .  (1^) 


e  Vde>' 


••    !•• 


«       •      • 


(k) 


dpi=- 


<Q  m'n  dt    /dF 


(D 


) 


Vi— e"  *  V^ 
a  m'  n  dt    /dF 

Auf  diese  Art  sind  also  die  sämmtlichen  säkularen  Störungen 
der  Elemente  der  Planetenbahnen  auf  sehr  einfache  Ausdrücke 
zurückgebracht,  die  alle  nur  von  den  {Hartiellen  Diflferentialien 
dersielben  Gröfse  R  oder  F  in  Beziehung  auf  diese  Elemente  ge- 
nommen,  abhängen« 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (b)  des  §.  2.  s.tatt  n'   die 

Gröfse  -7 ,  so  ^»^  '"an 
a^   ,  . 

|.  =.  ^'  (q.^q)  B(0,ai  ra  -d  -  ^4  =  ^'  (p._p)B<^^  a'  ^a 

Setzt  man  daher  der  Kürze  wegen  N  =  £     .  a  a'  ==  9   •  —  »  so  ist 

ij.  o    m* 


__.N  (q/-q)  Bnd  _  -^  =- .N  (p/-p) 


dp 

Vx.  "■  i:^"  "  ^"^  ~  "*' dt 

und  eben  «o  für  den  anderen  Planeten 


'^-i^-M,-,').     -^^=r^,.N(P-PO 


dt       |/a' 
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^ie  Intcgralien  dieser  Tier  letzten  Gleichungeh  sind 

p  =  A  Sin  (gt  +  It)  +  B  Sin  k* 
\  Cos  (gt  +  k)  +  B  Cos  k' 


rp  =  i 

{ 


p/  ==  A'  Sin  (gt  +  k)  +  B  Sin  k^ 
q/  =  A'Co8(gt  +  k)  4-  B  Cos  k' 

wo  AB  kk'  vier  willkührliche  constante  Grofsen  smd«  Socht  man 
aus  diesen  vier  Integralien  die  Werlhe  von  dp,  dp' .  .  und  sub- 
stituirt  sie  in  den  >ier  vorhergehenden  Differential-Gleichungen, 
so  erhält  man  folgende  zwey  Bedingungsgleichungen'  zwischen 
jenen  constanten  Grölsen 

Ag  «J^NCA'— A)  und  A'g  =-^N(A— A') 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  den  Werth  ¥on 
A,  wodurch  auch  A'  wegfallt,  so  erhält  man 


(m      ,    m'  \  . 


also  ist  entweder 

N  (mi/'a4-m'{/a') 


'  g  SS  o  oder  g  ==  — 


l/aa^ 


und  wenn  man  den  letzten  Werth  von  g  in  einer  der  beyden. 
vorhergehenden  Gleichungen  substituirt, 

^ '  —.  ra  J/a        ' ' 

A"   "*  "  m^]7a7 

I.  Um  aus  den  erhaltenen  vier  Integralien  die  Gröfse 
Sin  (gt  +  k)  und  Cos  (gt  -f-  k;  zu  eliminiren,  multiplicire  man 
die  erste  dieser  Gleichungen  durch  m  y^a,  und  die  dritte  durch 
m'v/a',  so  gibt  die  Summe  beyder  Produkte,  wenn  man  bemerkt, 
dals  nach  der  letzten  Bedingungsgleichung 

A  ni  J/^a  +  A'm'  J/Ta'  ^  o  ist,  folgenden  Ausdruck 

mp  l/a.+  m'p'  J/a'=(m  1/1  +  m'  s/a^ß.B  Sin  k'=  Cöiist  ^ 
und  eben  so  -  ^  .  .  .  (B) 

mq  V^a +m'q'l/1a'===(m  J/a -f- m' J/a').B  Cos  k'saConsi  J 

Setzt  man  nun  wieder  wie  in  ^.  2. 

p=;  tgouSin^,  q  =  tga»Cos5undp'=s  tg<»'8inS',q'  =  tgw'Cos;^', 
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•€►  hut  malt 
tg»  •  =  p*+q«  =(Aa  +  B»)+3ABCos(gt-f.k— kO  und 

tg«  •'»  p'*+^'*=(A'"+B»)4.3Af$Cbs(gt4-k— kO 

und  daher  auch 

ni  |/a,tg«  äi  +  m'[/aMg»  «>  =  mJ/a.(A*  +  ß») 
+  in'  |/i/.(A'«  4-  B«)  =  Con«t  ...•;...•(€) 

n.  Um  die  Werthö  dfer  constanteh  Gröfsen  ABk  unfl  k^  zu 
bestimmen,   so  geben  die  vorhergehenden  yier  Integrälien 

p'— p  ^  (k'—k)  Sin  (gt  +k)  tod  q'— q  ä  (A'— A)  Cos  (gt  +k) 

Nimmt  maii  t  ==  o ,  das  keifst ,  setzt  mau  die  Wieirthe  ^er  Ek;- 
mente  5  u»  uud  i'  »/  für  diefe  Epoch^.t  s  li  aii6  ^en  Beobachtun- 
gen alsbekailnt  voraus ;  so  geben  die  beyden  letzten  GleicHungen 

p/_p         tgcb'SiilS'  — tg<«Sinfl^ 


tgk 


m»t         «I         I  iiigill  I 


q/_c[         tg»'Cos5'  —  lg  «Cos  5 

K^nnt  trian  so  den  Werth  von  k ,  so  fiiidet  toan  A  ülid  A^  aus  den 
beyden  Gleichüngeu 

A'  ml/a      ,       ,  A(ml/a-ftn'|/JiO       , 


(mJ/a  +  m'^^O  *1»»^ 
t>M  Ditisiofl  der  bejdeii  ersiten  Gleichungen  in  I  gibt  danii 

Jnj/Ä.tg<iäini^-m'j/a^tg•'S{li^'         . 

t«(k'  ==  '- ' '*^ — ' — ^     Ürid 

fflJ/i,tgi*Cöil»  +  ni'|/a'.tgft/Cos;*' 

^        mXa :  tg»  äip  S  +  m'J/li' .  tg«'  Sin  S> 

wädüröh  alio  auch  S'  und  B  bekaöint  ist. 

Yfeniif  aber  dJe^e  Cotistanten  bekaifitt  sitid,  s'o'^^^sen  >ich 
AAtäiOL%  die'Getfet^e  ixni  iieQvlkntetk  der  Bewe^nhgeif  beyderPJai- 
iieten'bahnen  leicht  ableiten.  Der  WertU  Tdn  g  i^rd  nun  dief  Pe» 
tidde  geben ,  in  Welcher  diese  BeWegfTngen  enthalten  sind«  Wirä 
t  in  JüliaHischeii  Jahrerf  aüsgedrÜcBt,  a^O  bezeichnen  auch  die 
GröFieiv  ii  und  jt*  die  mitüereif  BeWegurigen  der  Platteten  m  und 
ttkf  in  Jttlianischen  Jahren ,'  und  iü  Theilen,  dej^  ganzen  Peripherie; 

so  daf»  A^  a'  =f  i  ailso  |/S  =  n—  un4  \Ai  =  ^^nr* 

^  Ha  ^  n'a' 

iti  ü 


Subatitnirt  man  diese  Werthe  von  (/a  und  {/i*  in  dem  obigen 
Ausdruolie  yon  .   .  ,  ... 

g  =  — ^(ly^   ^"l7^y  »  so  erhält  man  g  5=  —  N  (m  n'a^4*  "*'"*^)* 

Die  Periode ,  in  welcher  die  Neigungen  sowohl  als  die  Knoten- 
längen von  ihrem  grölsten  bis  zu  ihrem  kleinsten  Werthe  überge- 
hen, ist  daher  ^        *.- 

36t^ 36o 

"^     g  N  (mn'a'-)-m'na) 

Wenn  n  und  n'  in  Graden  und  Theilen  ron  Graden  ausgedrückt 
-«tierden« 

m.  Um  die  G ranzen  der  Neigungen  zu  finden ,  so 
^leht  man  aus  der  vorletzten  und  yorrorietzten  Gleichung  in  T, 
dal's  die  Werthe  der  Neigungen  m  und  «'am  gröfsten  und  klein- 
sten sind,  wenn  gt-f-k — k'=:o  oder  =  iHo  ist,  uqd  dafs  daher 
diese  gröl'sten  und  kleinsten  Werthe  selbst  sind 

A  +B^    und  A— B 
A'-l-B 


]und  A— B1 
A'-BJ 


Da  aber  aus  den  Tier  IntegraKen  für  p  q  p  'q'  des  $«  1 1  erhellt,  dafs  A 
undB  nur  kleineGröfsen  von  derOrdnung  derGrÖfsen  p  und  q  selbst 
sind,  so  folgt,  dafs  die  Neigungen  der  Planetenbahnen  immer 
in  bestimmte  und  enge  Gränzen  eingeschlossen  sind,  welche  sie  nie 
übersteigen  können,  wie  auch  durch  die  Gleichung  (C)  be- 
stätiget wird,.  Denn  in  dem  gegenwärtigen  Zustande  unse- 
res Sonnensystemes  sind,  wie  die  Beobachtungen  zeigen,  die 
Gröfsen  tg  o»  und  tg  «'  nur  klein,  also  ist  auch  die  Gröf&e 
m  l/sL.  ti^*  »  +  m'  J^'*  tg*  «'  nur  klein,  und  da  von  j/a  und 
J/li'ofienbar  nur  die  positiven  Werthe  genommen  werden  müs- 

t  cn ,  weil  i/a  =  —  und l/a'=  -r--:  und  n  n^-f ür  alle  Planeten  po- 

sitiy  ist,  indem  sie  sich  alle  in  derselben  Bichtung  von  West 
nach  Ost  bewegen,  so  kann  keines  der  Glieder  m  ^a.tg*  «>, 
m'  |/^ä^ .  tg*  c^. « *  grofser  seyn ,  als  die  G  ob s  ta n  t e  der  letzten 
Gleichurfg  in  I.  Da  aber*  diese  Constante  jetzt  nur.  eine  kleine 
Gl  öfse  ist ,  ^o.  müssen  also  auch  die  Werthe  von  p  und  tp'  für  im-p 
mer  nur  klein  und  nur  wenig  von  denjenigen  Werthen  Terschie- 
den  sejn ,  welche  sie  jetzt  haben ,  oder  die  Neigungen  der  Pla- 
netenbahnen können  nur  in  sehr  engen  Gränzen  über  luid  imter 
ihrer  mittleren  Lage  auf  und  ab  oscilliren. 

IV.  Anders  yerhält  es  sich  in  Beziehung  auf  die  Knoten,  äde- 
ren Länge  sehr  grofse  Aenderungen  leiden  und  selbst ,  ohne  pe- 
riodisch wieder  zukehren,  die  ganze  Peripherie  des  Kreises  in  der- 
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t^ttimtBi^htttirff  AureMAftTe»  kMnen^  Den»  ^xni  di«  ^psofetep  und 
kleinsten  Werthe  der  Hnotenlängeu  zu  finden^  darf  mtut  j^i^X: 
dd  ==  o  ^vnd  d^*  =^  o  setzen ,  und  die  Wurzeln  dieser  bejden 
.Gleichungen  werden'^den'  Gränzen  angt^lioren,  "welche  die  Kilio- 
tea  9ic|it  übersteigen,  können,  yorausgesetzt ,  dals  diese  Wurzeln 
möglich  -^ind/  Sind  sie  aber  imaginir,  so  werden  die  Knotenlmw 
gen  keine  solche  Gränzen  haben ,  .oder  immer  in  derselben  Rich- 
tung fortgehen.  Nun  ist 

d  •  tff  9  p 

d3  =a 2 —  o   oder  'dJtg-  S  ^  o   uni  da  ts  5  =s  ~  ist, 

i+tg»;*  ®  ö  q       » 

dp       dq     -         dp  dq 

-i  Ä  -  oder  q  r^  =5-p  -i 
p  q  ^dt.  ;^  dt 

;  *  dp-  •  '    dq 

also  auch .  wenn  man  die  Werthe  yon  ,     und  ,    aus  §«  1 1  sub« 

dt       .  .  dt  * 

stituirt,  * 

Pi>' +  ?q' =  P*  4- 4' 

und  endlich,  wenn  miua  in  diesem  Ausdrucke  die  Werthe  von 
PP'  VV  ^^*  ^^^  ^^^^  Integralien  in  §.  1 1  substituirt , 

A  +  BCo«  (gt  +  k — k')  s±  o»  woraus  folgt         *       ' 

Cos(^t+k--^k')  =  ~g 

Wenn  man  daher, :oh*ie  Bdcksicht  aitf  das  SSeicken,  B  >  A  hat , 
so  wird  auch  t  ^inep  raelleos  Wertk  l^ben.^  und  die  Knoten  wer* 
den  blofs  zwischen  bestimmten  Gränzen  auf  und  ab  oscilliren , 
weilen  abe^B  <^  A  ist,  So  werden  sie  über  alle  GräAzen  hinaus 
immer  in  derselben' kVichtung  fortgeheh^.  Sübktrtuirt  man  dann  , 
für  den  ersten  Fall,  den  gefundenen  Werth  yon  Cos(gt-|-k — k') 
in  der  TOrtor letzen  der  Glie^chupg^n  J ,  so  erhält  man 


M  » 


■  '  ' ' 

welcher  Ausdt^ck  diejenige  Neigung  gibt ,  die  der  Gränze  des 
Knotens  entspricht«    Diese  Gränzpunkte  der  Knoten  werden  er- 

reicht,  wenn  Cos  (gt,H-.kjr--;kOj5? — |^  iat„  währ^^d  4i«  Grän- 
zen der  Neigungen  erreicht  .wenden,  wenn  Cos  (gt+.k — k')  =|+i 
ist.  s0"Aa£s  also  die  Gränzen  der  Knoten  mit  den  Gränzen  der 
Neigungen  nicht  zusammen  fallen.. 

V"  .r  .•    :    ...--    '      .1  . 

]Wir- wollen  nun  ^ben  so,  die  Aenderung^n  def  Läijgeii  :der 
Periheiien  und  äer  £r.centridtäten  südiuii,  liud  zu  diesem  Zwecke^ 

ü  a 


'io8 

dieGrdfsen  f^  nnA  f  des  $.8.  unserer  früherer Aimalinie  genib« 
durch  h  und  I  bezeichnen  ^  so  dafs  man  hat  < 

h  «  e  Sin  w,  I  =^  c  Co^  V,  h'  ^  e'  Sin  w',  P  ==  e^  Coä  w', 

'     ^      '   ^  »    Va  1    V«' 

Setzt  tnan  dann ,  wie  in  J.  la«  N  a  f ^  •  —  und  11  s=b;  jf ' .  -^y  t 

so  sind  die  zwey  letzten  Gleichungen  desr  §.  8*  Nr.  I 

dt     V  a' 

dt  l/a''^  '      , 

and  cbea  so  vermöge  dei^  letzten  Gleichungen  det  $.  3 

dh'  m  ^,  _  ^,,v 
^=:-r-(Nl/— Ml) 
dt       i/a'/^  ^ 

£'=        "^(NV-Mh) 

dt  \/a'^ 

Die  Tntegrafie'n  dieser  vier  Gleichungen  sind  aber^ 

h  =  A  Sin  (gt  4-  h)  +  B  Sin  (^t  +  «) 
1   s  A  Cos  (gt  4.  h)  -f-  B  €os  (<yt  -|-  «) 

h' »  A'  Sin  (gt  -f-  k)  -f  B'  Sin  (tyt  +  x) 
K  a  A'Cos(gt  -f  k)  +  B/  Cos  («yt  -f-  «) 

iro  zwisc&enden  Constanten  ABg«,  der  Integration  offenbar  die 
folgenden  yier  Bediagangsgleichnngen  statt  hfiben^ 

gA*=^^(NA-MAO  und  ^B  =-^,(NB-r-MBO 

gA'  =^  (N  A'-M  A)  «y  B '  =  j^..  (N  B'-M  B) 

Eliminirt  man  aus  den  beyden  ersten  die  Gröfse  A%  und  aus  den 
beyclen  letzten  die  Grdfse  B*'»  so  erhalt  man 

ml/^a+J»'*^*'         mm'     . 
Kennt  man  so  die  Gröfsen  g<)^  AB«*  so  ist  die  Excenfridta't 


I   > 


j» 
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e'r=x/h»-|.l»  =r  \/A«  ±B « +  a  AU  Cos  [(g — <y)  t+  k  —  «] 

"  h 

.iiDil  die  TangenU  d^r  Länge  w  de»  Periheliums  Ig  w  ?=  t  oder 

A  Sin  (gt  4-  h)  +  B  Sin  (cyt  +  n)  ,     , 

tft  w  SS  "■  aad  eben  to 

A  Cos  (gt  4-  k)  ^«  B  Cos  («j't  •+•  ,ä) 


w' 


A'  Sin  (gt  +  k)  4-  B'  Sin  (*^t  +  ä) 
A'  Cos  (gt  +  k)  4-  B'  Cos  (yt  4-  «) 


Für  die  Gränzen  der  PerihpU^p  ist  wieder,  d^  tg  \y  s=  o«  das  heilst, 
]dh — hdl  SS  o,  woraus  man,  wie,  im  ^.  19«  findet, 

gA*4-<yB«  +  AB  (gH.Y)Cos  [(g-.y)t  +  ^L  — «]  ^  o 

oder    Cos  [(g^y)t+k~^]  «  ^     AB(7+7)- 

Ist  also  g  A'  +  yB"  <  AB  (g-f-^),  so  oscilliren  diePerihelieia 
in  bestimmten  Gränzen  aaf  und  nieder;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  gehen  sie  ohne  Ende  in  derselben  Bichtung  fort. 

Die  Periode  endlich,  in  welcher  die  Ezcentricität  alle  ihre 
Wcrthe  durchläuft,  bis  sie  wieder  zu  ihre v  ersten  Gröfse  zurück- 
I^ebri ,  wird  seyn 

und  die  gröfsten  und  kleinsten  Werthe  der  Excentricität  selbst 
sind  Itlr  den  einen  Planeten  A+B  und  für  den  anderen  A^  +  B'. 
!•  Aus  den  yorheffgehenden  Ausdrücken  von  hl  VI'.«  lassen 
sich  nun  auch  ähnliche  Gleichungen  zwischen  m  a  e  und  m'  a^  e^  . 
für  die  Excentricitäten  ableiten,  wie  wir  oben  für  die  Neigungen 
gefundien  haben.  Denn  da  e*  =s  h«  +  1*  und  e'*  =  h'*  -f-  1'», 
80  hat  man ,  wenn  man  die  er^te  dieser  b^ydon  Gleichungen  durch 
ml/^a,  und  die  zweyte  durch  m^y^a'  multiplicirt,  und  fürhlh^l' 
die   oben  gefundenen   Werthe   setzt,    für  die   Summe   dieser 

.Produkte 

^e*  i/'a  +  m'e'«  v/a's«m(A»+B»)  |/'a+m'(A'»  +  B^«)  v/a' 

+  3(mABv/a4-m'A'B'j/aO  Cos  [(g  — y)  t+k  — ä] 
Die  vorhergehenden  Bedingungsgleichungen  geben  aber 

,    /  m'N\  .      m'M 


B 


V/a/  "    '  v^a 

m'N\  m'M 

I     Di      ..«._^. 


N 


«8io 

also  .nch  AB  (g-pj  (7— p-^  =  A^B'.  -^^ 

und  da  g  und  y  die   zwey  Wurzeln  det  vorhergelietidleii  bei- 
den quadratischen  Gleichungen. für  g  und  <y  sind,  so  ist 

i  -  t 

SO  dafs  die  gefundene  Gleichung  in  folgende  übergeht^ 
iwe«^/a  +  m'e''I/a^  =  m  (A'^+B*)  v/a-fm' (A'«+ß'«)  W 

oder'   me*  \/a+^m'ie'*'y'a''='Const,        ' 

'  IL  Zu  derselben  Gleichung  kann  man. auch  auf  folgende  ein- 
fache Art  gelangen«  ^• 

Stellt  man  dieJWerthe  TonN  undH  wieder  her,  so  sind  die 
vier  ersten  Gleichungen  dieses  $«  , .    .    .       .  /  .. 

dh       •  i    1  1  dhf  o      w     a 

•<-!:;•  dt        ■    '^o  o  ttt  ../»  .».,,..!     , 

,  dl    ■      '  ■        ,  dl'   o  a"~     .    • 


.1 


■i  :•  dt  ■  "01    •        o  dt  '  i  » 


ii 

tu.- 


Multiplicirt  man  die  erste  durch  m  h  \/a,  die  zweyte  diircft  iilt\/a, , 
die  dritte  durch  m'h'v/a',  und  die  vierte  durch  m'l'\/a',  und 
addirt  diese  Produkte,  so  ^ind  die  Coefficienten yon  hl  und  h'l^ 
in  dieser  Summe  gleich  Null,   und  der  Coefficient  TonhM — hl' 

ist  m  \/a .  4^  -r-  npi'  .\/a'  *^   also  auch  gleich  Null  ^   YCrmoge .  den 

letzten  Gleichuif^en  de's  J^.  3 ,'  utid  die  gebuchte  Summe  ist  Uaher 

hdh  +  ldl     :.         ,    h'dh/'rfl'dl/...""       .    .      '      .;'*... 

— di — •'^\/^  + dT^-^'V^^^     . 

oder  da  e»  =  h^-f-l«  undfr'V*  ==  V*+l'*  ^?^ 
ede.mv/a  +  c'de'',m<\/a' ?55 .0  .  .  . 

Integrirt  man  diese  Gleichung ,  und  bemerkt,  dafs  nach  demTör- 
h ergehenden  die  halben  grofsen  Achsea-  a  a'  eonstant  sind,  so 
hat  man 


'    >r 


m  e '  v/*  +  m'  e' «  \/a'  =  Const,  Svie  zuvor. 

Setzt  man  die  vier  Gleichungen,  von  welchen  wir  hier  aus-     , 
gegangen  sind ,  auch  ayf  die  folgenden  Planeten  m'^  m^^^,*  fort, 
so  gehen  sie ,  wie  jede  des  ^.  2.  in  folgende  über 

dh  12^  19  3 

dt  =  i(? +?;^+?^+)-i''^„-i"+ -i'"4' - 

ui,  O  O  O  O        <     '       o  o 


\ 


3v% 

— -  =  1'(9  +P  +9   +)  — 14^  ~|''4/  . |w/ 4^  _ o* ft. w. 
dt  1  i  i      '  1  1  i 

und  wenn  man  mit  diesen  Ausdrücken ,  wie  zuyor  yerCährt ,    S9 
erhält  man  .  ^      • 

me«  v/ft+™'«"\/*'  +  ™"e'"\/a''  +  =  Const (D) 

,         ..    •«    .  . .        • .  .  ».♦>#•  ' • 

«  eine  ßemerknng ,  die  auch  yon  der  Gleichung  (C)des  $,  iä.Nr..I 
gilt  Da  nun  alle  Planeten  um  die  Sonne,  so  wie  alle  Satelliten 
um  ih^e  Ifafuptplaneten  den  Beobachtungen  gemafs,  in  der  sei* 
ben  Richtung  sich  bewegen,  .so  müssen. in  der  Gleichung  (D) 

die  Grösaen.y'a  =3  ^-^.,;  \/a'  =  ■•  •  alle  positir  genommen 

werden,  also  sind  aüeh  alle  Glieder  dieser  Gleichung  positiv,  und 
daher  jedes  derselben  kleiner  ^  als  die  Censtante  zur  rech- 
ten Seite  des  Gleichheitszeichens.  Da  aber  nach  den  Beobachtun- 
gen unserer  Zeiten  alle  Excentricität^n  der  Planeten  -  und 
Satellitenbahnen  nur  sehr  kleine  Gröfsen  sind ,  so  ist  jene  Con- 
stante  selbst  auch  nur  eine  kleine  Gröfse,' worans  folgt,  dafs  jedeul 
Glied  der  Gleichung  (D)  immer  sehr  klein  bleiben  d.  h.  dafs 
die'f^xcentricitäten  der  Bahnen  nie  beträchtlich  und  daher  diese 
Bahnen  selbst  immer  s^r  nahe  kreisförmig  seyn  werden ,  >vie 
sie  es  Jetzt  sind«  Das  System  dieser  Bahnen  ist  daher,  in  Bezie- 
hung auf  ihre  Excentricitaten ,  stabil,  indäm  diese  Bahnen  blofs 
um  einen  mittleren  VVerth  der  Excentricität  in  sehr  kleinen 
pränzen  auf  und  nieder  schwanken  ,  während  die  grofsen  Achseh 
derselben  vollkommen' beständig  sind.  Diese  Beschränkung  'der 
C^ccentrici täten  sowohT,  als  auch  die  ähnliche  der  Neigungen  nach 
der  Gleichupg  B  und  < )  würde  nicht  melir  statt  haben ,  wena  dch 
die  Planeten  und  Satelliten 'nach  yerscbie  d.ä'n  e  n  Richtupeeh 
tewesten, 

.^f'  »4.        ;.;     -    - 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  die  Perioden 
und  die  Gi*änzen  der  Neigungen,  der  Excentricitaten  •  *  der  zwey 
grpfsten  Planeten  unsers  Sonnensystemes  suchen.  Nennt  man 
'tu  5'a  die  Neigung  und  'di*6  linotenlänge'  und  die  halbe  Aöhs^ 
der  H4hn  des  Saturris,  lind  bezeichnet  durch  c«j^^^  »^  dieselben 
GrCJtsen  für  Jupiter,  so  ist  für  die  Epoöhe  von '1700 

a>  =  2^  3o'  10"      3  =  loi*  5'  6''       a  fax^« ,54007    >.l  » 
w' ==  1     19   10       V=T,97     3491.       a' .?^  5;,  aoo()8 
Dieses  vorausgesetzt',' geben  die  Gleichungen'  '  '    « 

p  =  tg  0»  Sin  3  q  s  tg  •  Cos  5 

p  =  o«o4o7Q.  q.Ä  —0*01573 


3i9 

und  eben  sq 

p/  s=  o  •  o3fe83  q^  ▼*  —  <J  •  oü3#3 

Die  Massen  dieser  beyden  Planeten  sind 


3358  4<>^7 

•  •       _    "^ 

die  Masse,  de^  Sonne  a}s  Einheit  angenommen«    Man  hat    da» 
her  aus  fi.  i^'.  Nr.  11 

h  Ä  ^«5*.  iS^4o^^    -i  =  o.o,i537    4f  Ä — q«Ao66i 
k'  ^  io3«  38'  4()''    B  SÄ  o  .03905 

:.  m    \o,  ^  1^  N  (m Va -hm' v/a')  ^  . 

nnd  aus  der  Gieichang  g  =s  —   ■,    ;/■  .  *.  Mgt 

g  ^ — a5"5756«  Die  beyden  Gleichungen  des  $«  1  s.  Nr.  I  abet*  geben 
lg  m  =;  o  •  o3d87  \/i  +0 .  82665  Cos  [u  1  •  3^;/'— a5"  •  5766  t]  vnd 


lg  »'  SS  o. 09980  v' » -^t> . 43290  Cos  [Äi ®  37'— -»5  ' .  5756  t] 

Es  ist  daher  B  -|-  A  :;=  0,04443  ^ndB—^A  ==  ip.qi  368,  also  die  ffroFste 
nnd  kleinste  Neigung  der  Saturnsbahn  gegen  die£cliptik3^Ö3'4o'' 
und  o^  47/;  für  die  JupiterBahn  aber  ist  die  grofste  Neigung 
«•  3'3q"  und  die  kleinste.  1®  17'  10". 

A\ich  die  Knoten  dieser  b^yden  ßahnen  mit  der  Erdbahn  ge- 
X  hen  nicht  immer  ne^ch  derselben  Richtung  fort ,  sondern  sie  sind 
ZMfischen  bestimmten  Gränzen ,  z^ische^n  welchen  sie  yor  und. 
rückwärts  gehen,  enthalten,  weil  B  >  A  (vid.  J.  is.  Nr,  IV)  ist. 
Die  Entf^rnu^nff  d^e.$^^  Granzen  betrflgt  für  die  Saturnusbahn 
3i^56'  und  ^r  4^e  d^s  Jupiter  i3?  10' zu  bctjden  Seiten  ihres 
mittleren  Ortes,  'Die  l^eriode  endlicH ,  in  welcher  die  Neigun- 
gen sowohl  als  die  Knotenlängen  beyder  Bahnen  yon  ihrem  klein« 
sten  W^rthe  bia  zu  ihren  grofsteh  gelangen  ist 

36o«        86b. 60'  ^  .  .       T  V     •    i.    T  I, 

T  =«    k  K  ^  ^  00670  J[uli99i^che  Jahre , ,     .    . 

eine  Periode ,  de^ii'en  lange  Dauer  uns  ein^  f dee  von  d^r  grofsen 
Ausdehnung  dei;  Theorie;  der  allgemeinen  Schwere  gibt,  welche 
uns,  durch  die  Analjse  iinterstützt,  den  Zustand  unseres  Systemes 
yor  und  nach  yielen  Jahrlausenden  yon  der  gegenwärtigen  Epo- 
che kennen  lehrt.  /        .       .    _ 

1.  Um  eben  so  die  Aeuderungen  der  Excentricität  nnd  der 
Länge  der  Perihelienj  dieser  beyden  PJanetenbahnen  zu  finden , 
ha  t  man  nach  dem  Vorhergehenden  • » g = s  1 ''  9905  und  ^  ;=»  3"  58$  1 
also  auch 

A=:  0.04877     B  =  o^o3533     A'=  — 0.01715    B'=  0.04331 

k  =  3o6^  35'     ji  =  aio**  17' 


3i3 


Sobstitoirt  man  diese  WMk^im  4er  Gleieluing - 

e«s:  A'+B'^-aABCqß  [(g  — 7)  t  +  k  — ä] 
so  findet  man  für  die  Excentricitat  der  Satumshahn 


e  =s  o.e6oai«\/a — Q.95foo^  Cos  (83^  42^  —  lO^' 4054  t) 
und  für  die  des  ^iipitprs  •  j  /   ^      ;-  ; ,    .     -  j  . 


e'  =  0*04649. y/i +0.68592  C<)»  (83*  42'—  18''  4054  t) 

wo  t*dfe  ^i^ssahl  Jahi^e  i^ik  i7cj|0'b^ejchnet.  Die  Xiange  der  Fe« 
riheliea  l^eyder  bahnen  findet  man  aus  den  Wyden  für  ig  »  und 
tg  w'  in  §.  12.  gegebenen  Gleichungen ,  wenn  man  darin  die^Tor- 
hergeheiiden  Werthe  yon  AB  A^B'  küg<y  substituirt,  und  die 
gröfsten  Ausweichungen  devselhen  ypn  ihrem  mittleren  Orte  wer« 
den  durch  die  Gleichung         •     • , 

bestimmt  werden«  Dafür  unseren  Fall  derWertbron  (^k^-^t^B^) 

gröiser  ist,  als  A fi  (ff -}* <y) 9  ^-9*  ^.^^'^  ^^^  I^aogen  beyder  Peri« 
hellen  keine  Gränzen,  odef*  sie  gehen  imm^r  in  dersel&en  Rich- 
tung weiter.  ;   .  , 

pie  Periode  aber ,    in  welcher  die  beyden  Excentricitäten 

alle  ihre  Aenderungen  durchlaufen,   ist -=70410  Juliani- 

sehe  Jahre.  Endlich  sind  die  gröfsten  und  kleinsten  Werthe  der 
Excentricitäten  A+  R  und  A^+B^  also  für  Saturn  6.0841 
und  A*Ok34  «nd  für  Jupiter  0 ;  0604  ^^  ^*  oa6i. 


)  > 


/     ii  ,1t.  > 


'    «     •      • 


t     I 
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I.  •  ' 


EILFTES  KAPITEL. 


K 


V  V  w\^^ 


Anwendtingdcrs    Tor  hergehen  den* 


I  tri»  • 


■11      .tl  »       •  /  .  ^^^M  *  ' 

■  >   I  ,  •  . 


.  «  » 


«  t 


5.     !• 

Um  die  Anwendung  der  yorhargehenden  Ausdrüclie  9n  zeigen, 
wollen  wir  ^e  Stfoningen  suchcfn,  welche  Merkur  von  dei»  Bonne : 


leidet«     .  ^  .  .  ^ 

Naqh  Vol.  IT.p.  887  Ut  für  Merkur  die  M'^e  grofse  Achse 
der  Bahn  a  ==:  03870981 ,  die*  nvittlere  sideri'sche  Bewegung  in 
einem  JuHanisc^en  Jahre  (von  365  ^  Tagen)  gleich  n  =  ö3Ö  1  o  1 6''«B, 
und  die  Excenfricität  der  Bahn  e  =  o.2o55i32.  Für' die  Venu» 
hat  man   eben  so  a^  s=z  0.7233323,   n^  =  2106641^^6   und    die 


Masse  der  Venus  m'  := 


38313? 
nenmassp  als  Einheit  yorautgesetzt« 


oder  m^  r=  0.00000261  die  Son- 


a 


Man  hat  also  a  =  —  ='0,595i6;  Entwickelt  man  J»ier«t  die 


C-^\,kU'    Ö'.'^'-^ 


Werthe  von  a*,  «*,  a*  ♦  .  .  so  lit  nach  den  Gleichungen  (d') 

Cap.  VIII,  5.  3.,  h    ^  =  2.14597  und  b    *  =  —  o.5i525.  Nach 

— 9  — i 

den  Gleichungen    e   und    f  hat  4nan  dann  b^  =:  2.17217  und 
»j,  ==  0.60570.  Mit  diesen  Werthen  yon  b^  und  bj^  gibt  dieGlei* 

9  &  a  I 

chung   (a),   wenn  man  in  ihr  x  =  f  und  nach  der    Ordnung 
#1  =  2 ,  3 ,  4  •  *  •  setzt , 

•      ~T^ 


X 
9 


S  1 


077 


i« 


/ 


^5 


b4  ^  3(i+«')r  — 4«b; 


X  —  •  «  •  =s  o.o52o8 

•     '    ü 

Dann  geben  die  Gleichungen  (g)  und  (h)  die  We^die  ron 

b^  Ä  4.91415  und  h\  =s  3.03538 

r 
«  I  • 

Setzt  man  femer  in  den  Gleichungen  (c)  die  Gröfse  <  ss  ^  und 
JT  3s  S|  3,  4  •  •  «>  so  ist    ', 


I  • 


rt 


h    =  _*___      i  i  =  ».95054 

4       _;(,+«.)bf:+7«b'         '  ., 

b,  :=  '^     '  i  i  =  0.70O67 


/ 


* »     »  •      I  ■  * 


ta-f*),'., 


Setzt  man  eben  so  in  den  Gleichungen  (m)  des  §.  4.  x  ir  ^  und 
jf  =  o,  1  y  2,  .  ..^,  «o  erhält  manr*  «  '  '.  .  -  •      :  .:  ! 


da  a  (1 — a*) 


=       '  f  f  =  1.45789 


ai.;        •    — 

da  a  (i-^«») 

ab;^(.+3.>)b;-f^i>;^^^^^;;^ 

dtic 


Y  « 

'♦ 


.       •   N 


i* 


^      1"  .        *• 


db^  (3  +  4a«)bf  —  7«bf  .       '/ 

i  ==  ^  ^    {     .         }  =  o.6üi4tt 

und  eben  so  gibt  endlich  auph  di^Glj^iphung  (n)  des  §.  4« 


Si6 


i  =  «•756a8,         J  =  3.43616 

s 

i  =s  3.39503,       1  =  3.38107 


Nachdem  so  die  Wenhe  dieser  Grölsen 

b^,       i  und  4 

*     IT    '        da« 

gefunden  sind ,  erhält  man  diirob  die  Gleichangen  (1)  und  (4) 
dei  $.  4. 


o 


^.  b.  =:  —  S.ooSoa  und 


a,A^**  =a  — a.b*  =  —  o.o3775 

-  •  •  — 

^j^W  = —  0.13196,  a.A^^  ==  —  0.05928 

und  damit  geben  die  Gleichungen  (o)  des  ^5« • 

a'.^^=— o.3«345    a«.,££lÄ— Osi3ii4 
da  •  •     •     "         da 

•  *  - 

a«  •  i5_l.  =s  —  0.30646     a« .  ^^      =s  —  0.19804 

da  •*.-''  d^ 

and  eben  sO:  '"'".. 

a» .  «"'A      r=  —  tT.4««/,5    a»..^!^  =.—  0.37185 

a»  .  <t*A^*^  _  _  „.5ao35    a» .  ^'^      =—  o.5i8»i. 
da«  da» 

Nach  diesen  fentwicklungea  gehen'  wir  boh  au  den  Gleichungen 
(L^  und  (MO  des  Cap.  JX.  $.  5.  ttbei".  '  ' 

Setzt  man  -7  =  w  so* ist: 


8i7 


« 

1  »  — . 

wo  w  s  a.554äi »  tUo  aocli  log  f » —  ^^  =  ff.'jQ^vib/^i  lAt. 


Setzt  m^n  in  dem  letzten  Aru$(lraGke  » 
liält  man  •-       *  '^  - 


rf ,   2,"  3^  •  .  •  Äo  er- 


,(») 


A«.H^'=-i- 1.53659 


,M) 


n».H*''=— 0.16846      n».n"*  =  — 0.04325 
Ferner  ist 


R<''^= 


a\ 


(«) 


3.n«H 


(*) 


(-i)'^-(-i)' 


•aisu  auch : 


K'  s  i.a3o3i     R^'^  =  —  i.7065     R^'^  =  —  «.niji) 


,(4) 


(8) 


R^*'  _ — 0.0543     R^ ''  Ä  —  o.vst5i 

Mit  diesen  Werthcn  von  H^  •  und  R^  kätiii'  niatt  bei'eits  diejeni- 
gen Glieder  der  Gleichungen  (L)  und  (M')  berechnen ,  welche 
Ton  den  Excentricitäten  e  und  e'  unabhängig  sind.  Für  die  lübri- 
gen  Glieder  dieser  Gleichungen  kann  man  sich  leicht  durch  eine 
Torläutige  blofs   genäherte  Rechnung  versi,chern ,    dals   die   von 

P^*^  nnd  P^*\  so  wie  alle  von  T^*'^  abhängigen  Gröfiien  ganz  un- 
merklich sind« 

Sacht  man  also  blofs  P^    durch  die  Gl^ichMgeji 
w         ^ 


,    5   »  ' 


+ 


«»    d«  A^'> 


t 


da' 


3i8 

t 

_.  (3)  ■       >  >    I'    ■  t  r 

SO  erhalt  man  P       =  6.4663-  unä  eben  so   findet  man  en&lich 

S^'^  =.—  2.6663  und  S^^^  =  36.4840  8^^^=  i5.2386.Man  bemerke 
noch ,  dafs  man  nach  Cap*  Vlil.  J.  4  hat 


i'      • 


Substitnirt  man  diese  Werthe  in  den  Gleichnn{;en  (LO  unJ  (M'), 
und  bemerkt  man,  dafs  in  der  letzten  statt  öv  die  Gröfse  dv « Sin  i*^ 
stehen  soll,  so  erhält  man  die  Störungen  Merkurs  durch  Venus, 

Störungen  des  Radius  Yectors : 

Ar  ^  —  o  000  000  o38 

+  0.000  000  409  Cos  (1' — 1) 
-^0.000  001  5  54  Cos  2  (X'-T-i) 

—  ö.ooo  000  170  Cos  3  (1'  —  1) 

r 

—  o  000  000  044  Cos  4  (1'  —  1)  i 

—  0.000  901 .343  Cos  (3P  —  2I — w) 
Störungen  der  Länge 

dy  SS  4.  o''.7  Sin  (!'— 1) 

—  1.5  Sin  2(1'— 1) 

—  o.i  Sin  3(1'  — 1)  ; 

—  o.o3Sin4(l'— 1)  , 

—  O.Ol  Sin5(l'— 1) 
+  o.3Sin(l'  — w) 

—  4*oSin(2l'  —  1  —  ir) 

—  1.7  Sie  (31'— 2l_w)  '        '' 

nvo  1  1'  die  mittleren  heüocentrischen  Längen  Mcfrkurs  und  der 
Venus,  und  wo  yv  die  Länge  des  Periheliums  der  Merkarsbahn 
ist.  —  Die  Störungen  derlireite  n^ch  derGieichun]^  <N)  des  ^.6. 
sind  ftämmtlich  unbedeutend,  Gan2  eben  so  frir^  man  nun  auch^ 
die  Störungen  br  und  öv  finden,  welche  Merkur  ron  den  übrigen 
Planeten  leidet ,  Ton  welchen  aber  blofs  diejenigen  noch  merk- 
bar sind ,  die  von  der  Erde  und  von  Jupiter  kommen« 

«    db'' ,  d'b* 
Die  Werthe  von  b  '       >    x    .  .   für    die   verschiede- 

*     da       da» 


i 

I 


3i9 

jion  Planeten  findet  man  in  Hec.  eil«  Toi.  III  p,  :^69r  wo  mai| 
nach  Gap«  IX  ^.  6«  bemerken  kann,  daCi  mn,  wenn  man  diese 
Gröfsen  für  Störungen  des  m  durc^  m^  berecbn>&t  hat,  man  so 
fort*  auch  die  Werthe  dieser  Gröfsen  für  die  Störungen  des  m' 

duroli  m  erhält ,  ivenn  man  die  vorhergehenden  Gl*öfsön  b  durch 

—  =s  a,  und  die  b*  durch  (  ~;  )  =  «^  multiplicirt.    So  war  oben 

für  die  Störung  Merkurs  durch  Venus 

o  o 

bj^=  3,17217  und  b.  =4«^U!^* 

« 

a 
Da  aber  a  =  -j  rs  0.535 16  ist,    so  hat  man  für  die  Störung  der 

Yenus  durch  Merkur 

b    =  1.16246  und  b    =  0,64589. 
Ueberhaupt  also. wird  man  bey  dieser  Verwandlung 

statt    b,  setzen  a.b. 

a  « 

b.  .  •  •  .  «• .b^ 
i  i 


».  • «   I-) 


wahrend  die  Werthe  YOn  A      und  B     unyerSndert  dieselben  blei<^ 
beii,  den  einzigen  Fall  A      ausgenommen,  so  dafs  man  füra'A 


setzen  Wd 


fe-'?)- 


§.9. 

Nachdem  wir  so  die  periodischen  Störungen  gesucht  haben , 
'welche  Merkur  durch  Venus  leidet,  wollen  wir  nun. auch  die  säculä- 
ren  Störungen^  Merkurs  durch  die  anderen  Planeten  suchen. 

Nach  Gap.  X  ^.  3.  hat  man: 

•  •  •  ► 

1     ;        3m'n:Ä».b    ,     1  •m'h       '.» 

a    «=s— —i  oder  =+ —-•«*> 

.    »  i    TcT^«')'       .       "^     ,  V 


/^ 


J40 

und  fiberdief« 


1 

o 


|iat  man  »o  di^  Wetthip  deir  Grof sett  <p  und  tf# ,  sp  findet  man  die 
säculären  Aendertingen  der  Excenii'icität  e  uhd  der  Länge  w  des 
l^eriheliiims  diirbh  die  Gleichungen  (Gap.  X,  {•  s.) 


dt        ^6 

dw 

dt 


-.  y*  _  ^y^ .  -  Cos  (w'— V) 


6 


Ist  fctnet*  «  die  Neigung  d<Br  Bahn  und  5  die  Länge  des  aufstei. 
genden  Knotens  der  Bahn  gegeti  die  feste  Ebene  der  Eliliptik , 
"Wie  sie  im  Jahre  17S0  war ,   so  ist  die  säkulare  Aenderung  die« 
^ser  Gröi'sen  m  und  »  nach  den  Gleichungen  (e)  und  (f) 

iS  =:9*:  k':Siil(S— S') 


Ist  dtidlicüh  ^  die  Neighng  der  Bahn  und  Q  dili  Lange*  des  anff  tei- 
genden Knotens  gqgen  die  VerandeHiche  Ekliptik  j  so  ikt;  nach 
ai^n  Gleichungen  (g)  tind  (h) 


ar 


+  (pI  -  >?*)  tg  ««v  sifi  (s  ~  »>v) 

4  (l>l  —  ^^)  tg •▼  Sin  <»-  iV)  Jj..  ;  j 


4\  tff-iv 


•      I      }i ' 


; .  .  :  (itO 


«  • 


J 


Für  die  Qtorangen'M^rkiits  dafch  Venas  ist  tiaoh  dem  Yorhe^ge« 
hendeo  m'  =  o-ooGOiy^bt 

n  =  638ioi6*'.8,  «=.  o.535i6,  b^t  4  2i4i5, 

i 

b*  =  3.03538,   also  iit  9^  =  3''.o5  und   vf/^  =  i'^ob 
i  o  o 

Aber  nach  Vol.  11  p.  387  ist  c'  =  o,oo688  und  w'— w  =  54^  i5' 

;i  de        . 

also  4/   .  e'  Sin  (w' — Vf)  =  o".oi  1  =  j^'die  säkulare  Störung  der 
o  clt 

Excentricität  der  Merkursbahn  durch  Venus. 

Um  auch  die  Störungen  der  anderen  Planeten  zu  finden^  woL- 
leh  wir,  der  Kürze  wegen,  wie  in  Cap.  Xy.dieGrÖfsen,  welche  sich 
auf  Merkur,  Yenus,  Erde,  Mars,  Jupiter,  Saturn  und  Uranus 
beziehen,  in  derselben  Ordnung  durch  o,  i,  2,  3,  4?  ^  ^i^d  6  be- 
zeichnen. ' 

Diels  vorausgesetzt  erhält  man :  > 


■ 

Venus 

Erde 

Mars        Jupiter 

Saturn 

Uranus 

1 

2. 17217 

2.08198 

2.o335o 

2.00278 

2 .000G2 

2 .00018 

X 
• 

0.60570 

o.4i'^>4 

0 . 26046 

0.07458 

0.04061 

* 

0.02018 

'I 

4<at4i5 

2.87183 

2. 32954 

•         • 

2*025l4 

'                   s 

3 . 00743 

2, 00181 

b* 
1 

3 . 03538 

1.07606 

0 . 86388 

o. 22561 

* 

0.12^13  0 .06058 

und  daraus  folgt: 

9    =  3".o5          4^    ==  i".96  und  9    =  o".io 
0                             0                            2 

2                             2                             1                      ' 
9    =  0  *  96         4/5=0.45         9   t=5«43 
00                           2 

9,  »0.04        4^   =»0.01        9   Ä  0.43 

'o                               0                            ^2 

0 

A  •                             4             "'      ■           4    -      '      . 
9    =1.58         v|/    =o.i5         9    vt=6.94 
002 

• 

9     sq;  0  •  08             \f      =0.00            .^'S90.d4 
0                                      0                      '2 

• 

6 

o.oo 

0 

<                  1              i 

»1 

in. 


\ 


3«« 

und  daher  nach  den  Gleichungen  (c)  des  Cap«  X  für  die  säkulare 
Störang  der.Excentricitä^  der  Merkursbahn 

durch  Yenns         o/'oit 
Erde  o;oo5 

Mars  ^^  o.ooi 
Jupiter  —  0.006 
Saturn  o.ooo 
Uranus  o.ooo, 
Gesammtstörung  aller  Planeten  =  -f-  0^^009  =  -f-  0.000  000  044 

Eben  so  hat  man  für  die  Störung  der  Apsiden  durch  Yenus 

log  ^     sz  0*39226 


e'_ 

e 

:  8.525oi 

• 

Cos:(w' — "w)  ? 

=s  9.7666c 

i 

9.58387 

s=  log  0.04 

9    SS  3.o5 

dw 

ST  =  3'°* 

also       S'^oi 

durch   ^    und  eben  so 

0*93 

-   s 

0.04 

-  s 

1.56 

1 

9*oj 

-    ti 

o.  00 

*    •    « ^ 

-   S 

Total-  dwr 


Ä+5^6i 


Störung  dt 

Ferner  bt  S  s  45»  67^  5'  =  74*  52',  si  =  7»  o',   •'  =5  3<»  24 
also    y   •  tg  •' .  Sin  (S— 5')  = — o"  •  09     und 

—  4P*  +  «»*    ^^  Cos  (^—^0  =—  ^'•76 
^o"o-tg«  V         /  / 

also  die  säkularen  Aenderungen  der  Neigung  s»  uiid  der  Knoten 
9  der  Merkursbahn  gegen  die  feste  Ekliptik 


3a3 


Au 

Tt  ~ 

—  Ö'M)C) 

• 

•        « 

dt  "■ 

—  i^^.jb  därch   $ 

•     «     • 

• 

•        « 

—  0.96    -    - 

$ 

* 

o.oo 

• 

•       • 

•  V.  « 

— ^  ö.ö3    -    - 

^ 

- 

—  o.o3 

• 

•     4 

—  1.40    -    -' 

^ 

O.ÖO 

• 

•           • 

—  0.06    -    - 

fi 

o.oo 

V 

•         •• 

o.oö    -    - 

$ 

—  o.ia  — 4".2i 

Um  eben  so  die  Aenderung^n  det  Nfeignng  /},  und  des  {{notehs 
6  der  Merkur sbahn  gegen  die  bewegliche  £kliptik  zu  erhalten  , 
hat  man  iiAch.der  Gleichung  (III) 

f *  —  f^  Ä  -—2.38 ,   tg  •'  Sin  (d— SO  =  —  0,0287     also 

(9   —  9  )  tg  ^'  Sin  (5— 5')  —  +  o;o7 

o        ^ 

und  eben  so  mit  den  übrigen  Gliedern ,   also 

i— •  SS  -|-  o".07   durch    J 

ö.oo   -  -  -  -    (^ 
0.10   -  -  -  -  4» 

0,01    -  -  -  -   tl 
ö.oo    •  -  -  *    8 

Aß    ^   n 

dt   ,      ^ 
Eben  so  gibt  die  zwefte  der  Gleichungen  (llt) 

—  «.SO^'  Cos(»^dO=— »-Ol 

i— Ä  =— 3.o5 
^o    

—  4.06  durch   2 


Ä  1.3,   « Cos  (s— S'*>)  =  — o.id 

3 
Äi»  f     -sr — '0.04 


i— 0.14  dui-ch   ^ 

Xa 


S<4 

Für  Jie  Erde  hat  man  blofs  das  Glied 


p^  =  0.96 

und  für  Mercur  ebenfalls  blöd 

0 
0     =   0.10 

»e  dafs  man  also  hat 

4 

d© 
.dt 

=  —  o''.to  durch  JS 

—  4.06  *  -  -  -    J 

• 

—  OA)b  •  -  -  -      J 

—  0.14  -p  -  -  -    ß 

—  «.19  -  -  -  -    "51. 

—  o.ia  *  -  -  -    "fi 

» 

0.00  .  -  -  -    J 

de 
dt 

=.— 7"-57 

Kimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen  ,  so  hat  man  für  die 
Merkursbaha 

jährliche  Aendernng  der  Exccntricität 

de  =  -f^  0.000  000  044 
jahrliche  Aenderung  der  Länge  des  Periheliums    dw  =a  -4-  5'^.6i 

-  -  -    -        der  Knoten     d<»  =s  —  4''.ai^ 

-  .-  -     -        der  Neigung  d«  =  —  o".  1  aj 

in  Beziehung  auf  die  feste' .Ekliptik 

-  -  -    -        der  Knoten     d6=3  —  7''»57l 

-  -  •    -.       der  Neigung  dn=  -f"  P%"Öj 

in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik 

Nach  diesem  umständlich  entwikelten  Bejspiele  "mrd  es  nicht 
schwer  seyn ,  eben  so  auch  di.e  Störungen  jedes  andern  Plane« 
ten  zu  bestimmen« 

Da  nach  dem  Torhergehenden  durch  die  Wirkung  eines  je- 
den Planeten  die  Ebene  der  Erdbahn  verrückt  wird ,  so  wird  auch 
dadurch  die  Lage  des  Pols  der  Ekliptik  gegen  den  biet  als  fest 
angenommenen  Aequator  der  Erde  verändert  werden ,  und  dar- 
aus wird  eine  Aenderung  d^"  der  Länge  des  Nachtgleichen- 
punktes, so^wie  eine  Aenderung  dg  der  Neigung  der  Ekliptik  ge- 
gen den  Aequator  entstehen.  Wir  wollen  dieWerthe  dieser  bey« 
den  Gröfsen  suchen* 


rJh^vifXmßü  «ich  ein  sphärkchetQr^yeckABC,  welolie$  roa 
d^ivt  ;^o|9  A  der  Bahn  de«  etdrenden  Planeten,  res  dem  Pole  B 
J!^9lAeq<ibtor«i  und  ¥on  dem  Pole  C  der  Ekliptik  gebildet  wird« 
.lündnenntmani  wie  swyer,.  9$  die  Neigung  der  PlanetearBahn  gegen 
die»  £kli|>lik  utid  9  die  Länge  ihre«  aufsteigenden  Knotens  9  und  c 
^ief  Schiefe  d^r  Ekliptik,  so  ist  BC  =:  «  AO  s=  4»,  und  der  Win- 
kel Gt±i  180  r-^*  Da  ebertn  dein  DreyeckeABC  die  Seiten  AB 
und^lG  iJs  eonataal  Ka  betracbtea  sind,  so  ist  (Astron.  I,  p.  14) 

^  df  :=  dA.Sin  ck^Sind,    und  .    ' 


J     '  ,•.  ^.     Sin4i>'Cos3 


dB  =  — dA g, 

Sins  ^ 

wo  dB  die  4enderung  der  Lage'des  Aequinoctial  -  Punktes  iiiBe- 
jiiehung  auf  den  Aequator.  bezeichnet ,  so  dafs  also  die  gesuchte 
Acnderung.  des  Aequinogtial  -  Punktes  in  Beziehung  auf  4i# 
Ekliptik  ist  d  Y  =  dB  Cos  s  oder  , 

dY  ^ -^  dACotge.Sin  (»CosS 
die  Gröfse  dA  aber  ist ,-  was  wir  oben  9    genannt  haben ,  so  dä£l 

man  daher  für  die  Wirkung  aller  Planeten  hat 

ds  =  ^^.Sin«Sind  +  9**Sifta)'  Sind'  +  y' Sin«'<'6in3'"  4-  •  .  • 


d  V* .  tg  €  =  —•?**  Sin  <ü  Cos  S  +  ^\  Sin  «^  Gos  3' 

4-  9^  Sin  »"/  Cos  3'"  +  .  .  . 
Für  Merkur  z  B.  ist : 

log    9     =s   9.OOOPO      « 9,06000. 

log  Sin  (Urs  9.08589 9.085O9 

log  Sin  9  =  9  85b57     «     •     .  log  Cos  5  =  9JB.i3i6 

7.94246  log  Cotg  e  =  0.3628*)  ' 

8.290/14 
Zahl  =  0.0088     .     «     «     •     «     «     —  0.019a 
£ntwi<Jielt  man  eben  so  die  übrigen  Glieder  ^    so  erhält  man 
d«  =  o'^oo88  .  .  .  •  dY  =~o".oi95  für  'g 
,       0.3233      .  .    ^  _o.aoi3  -•-    J 

0.0073  —  o.oiSa  -  •  -   ^ 

,  .  ,       0.1576  +  O.0538  '  '  '    TL 

o.oi3i  +  0.0121  -  -  -  fi 

o.oooo  0.0000  -  -  -   3t 

Summe     o^^5toi  —  0.1701 


326 

DiiB  jährliche  Abnahme  det  Söhiefe  der  Ekliptik  dnroh  die  Wir^ 
kung  aller  Planeten  auf  die  Erdbahn'  ist  dahei«  dt=o'^6l  (Ast.I,  p4o) 
aehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  äbereinstimmend.  *  Die  jährli- 
che Präcession  der  Aequinoctien  aber,  oder  die  jährliche  rück- 
gängige Bewegung  des Frühlingspnnktes  ist,  nach  denBeobaehr 
tnngen  gleich  5o'^i,  und  wenn  man  davon  die  jährHche  rechtlän- 
fige  Bewegung  d^ = -r-o.  1 7,  welche  aus  der  Wirkung  der  Planeten 
ajuf  die  Erdbahn  entsteht ,  wegnimmt,  aö  bleibt  5o'<.jt7  für  dieLu- 
nisolar-Fräcessioi^,  welche  letzte  also,  wie  wir  in  denf  folgen- 
den Capitel  sehen  werden,  eine  blofse  Wirkung  deir^onne  und 
des  Mo;ades  auf  die  abgeplattete  I^rde  ist,  (Y^rglf icb^  I,  p«  3q.) 

Diese  Bewegung  der  EkKptik,  welche  toii  d^r.  Wirkung  der 
Planeten  entsteht,  mufs  off enbaJi;' auch  dieLiänge  X  uncf  Bireite -^ 
der  Fixsterne  ändern. 

Wir  haben  aber,  -vfenn  ec  und  b  die  Bectascension  ij^nd  De- 
ÜLÜnatioD  des  Sternes  bezeichnet ,  nach  I ,'  p«  33 

dß  SS  -T7  dt  Sin  X  —  d^  Sin  nr  Cos  d 

^         ,         n  ^  .   1     Coa^  JT  Cos  d 

dx  =^  dMg  ß  CoiB  X+4«  "^  Q^^^  ß    ■  ■ 

yvo  '  Sin  t  Gos  d  =s  Cos  X  Sin  a     und 

Cos  fC   Cos  6  ri  rt.         «.  . 

— -p; — 7; —  =s  Cos« — teBSm^Smf  ist, 
Gos  p  •  '^  * 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  (nach  ^.3) 

ds  =  — ©"•öiof     und 

o    Sinft)Co8»  Cotg^ 

^2  Sin  s  Sin  I 

so  erhält  man 

dß  =  o^^5|Oi  Sin  ^  +  ds.Cotg  5  Cqs  ^ 

Cotff5  "        ' 

dX  =  —  o".5iQi  tg/SCos  X  — dff    ^.  ""     (Cos  e  —  tgjSSinXSint)  ^ 

oder  wenn  man  nur  auf  den  veränderlichen  Theil  des  letzten  Aus- 
druckes sieht  ^ 

dX  =  —  o".5ioi  tg  ß  Cos  X  +  d«  Cotg  5.  tg  ß  Sin  31 

Wenn  man  also  auf  alle  Planeten  Rücksicht  nimmt ,  so 
wird  man  in  beyden  Ausdrücken  für  dt  Cotg  3  setzen  t 


S«7 


*o.o088  Cotg ;)  =      o«oo85 

0.3333  Cotg  5  =      0.0874 

0.0073  Cotg  »  SS    0.Q007 

0.1570  Cotg  »  =s — o«oa33 

o.oiSi  Cotg  9  ^  —  o«oo5t 

_  VI 

o.oooo  Cotg  ^  =    o.oooo 


2.d[<  Cotg  5  =  i}'\6b6i 

Wir  haben  daher  für  die  gesuchte  säkiiliire  AenderuDg  der 
FiiLSterne 

in  Breite    dß  =  Si^^oi  Sin  %  -|-  6'^8i  Cos  ^ 

i^  Länge    dX  s  ---  5i''.oi  tg  ß  Cos  X  -|-  6'^0i  tg  ß  Cos  x 

woraus  zugleich  folgt ,  diifs  di^  Aend^rang  der  Breite  der  Sterne 
ein  Gröfstes  ist ,   "weiin  ihre  Länge  dnrch  die  Gleichung 

tg  X  SS  r-rr —  gegeben  wird,  dasheifst  9  wenn  ihre  Länge  8s*'  24^ 

oder   262*  34'  ist,  und  dafs  die  erste  sich  dem  Nordpole    der 
Ekliptik  nähere,  während  die  anderen  sich  davon  entfernen. 

I.  Nennt  man  p  =  tg  O)  Sin  S  und  q  s  tg  m  Cos  3^,  wo  «  die 
Neigung  und  S  die  Länge  des  Knotens  einer  Planeten  •  Bahn  be- 
zeichnet ,  'so  hat  man  nach  Cap,  X.  ^.  4 


o 
dq  , 


Um  die  Werlhe  der  Gröfsen  p^q^'  für  die  Erde  «obestimmeni 

dp''     dq'<     d*p" 

so  hat  man ,  wenn  die  Ausdrücke  -,--  ,  -^  ,  -rnr"*  •  •  •  »ich  auf 

dt        dt       d't 

die  Epoche  von  lySo  deziehen,  und  wenn  t  die  Anzahl  Jahre  seit 
dieser  Epoche  bezeichnet , 

tdp''      •  t»    d«p/'        1 

/»  dt       T^     3  •    df       ^  J 

Nach  den  zwey  ersten  Gleichungen  ist  aber,  wenn  man  anf  alle 
die  Erde  störenden  Planeten  Rücksicht  nimmt 


"dt  =  («i~«i">  fl+di'-i")  9\  +  (q'"-<i'0  9^  ±  (q'^-q")  9^+ 

oder  da  qf^  =  o  ist , 

dp"  Ol  5  A 

und  elE^en  so 

^q"  o         '    1  3^4 

in  welchen  Ausdrucken  also 

p  s=  tg  Cd  Sin  S ,    p>  =  tg  o)'  Sin  5',    p"'  =  t^  •"'  Sin  y  .  .  •  .  und 

q  =  tg  «  Cos  i ,    q'  ==  tgV  Cos  »',  q'"  =  tg  «'''  Cos  5''' .  .  .  •  ist , 

und  wo  man  hat 

.    ..  •      i 

f^  Ä  o".0976 
9    =  54367 

'^    Ä  04330 

2 

> 

jE>     —  6.9479 

.'    .  9     =  0.3404 

2 


p     =  0.0071 

2 


Substituirt  man  in  den  beyden  yorhergeb^nden  Ausdrücken  yon 

dp"  dq'*  Ol 

"dt"  ^      "dir  ^*^*®  Werthe  von  9  ,   9>  • . .  $   und  auch  die  von 


ü 


p  p'  p"' , . .  q  q'  q'^' , . .  indem  man  für  <o  daß  und  S5' .  •  •  die  bekann* 
•ten  Werthe  der  Neigungen  und  der  Knoienlangen  aus  L  Thle*  8*387 
setzt  9  so  erhält  man   ' 

dp"  dq" 

dt 


i  •  -11 


I  \ 


dt 


— t— 

$ 
$ 

dp'^ 

1^, 


.  -J-  o''.oo84  .......  7—  o".oo85 

,  +  0.0863 —  0.3099 

.  i-l-  o.QOQi  ••'.,.  —  o.pio3 

.  —  0.0220  ......  —  0.1682 

.  —  o*oo54  ,••.•—•  o»oi38  • 

.  +  o.ooo3  ..••.—  o-oooa 

'  dq" 

Ä  -j-  ü''0767  -j —  =i  -^  o"-5oo9 


3?9 

Bleibt  man  also  bey  den-fiitscen  Potefinen  Yon  t  stehen ,   so  ist 

p//  --  ^  o".0767  t     und  *  q''  =s  —  o^'  6009  t. 

Will  man  ab^r  auch  die  zwe^ ten  Potenzen. von.  t  beriiclisich- 

tigen,  so  hat  man,  -wenn  u^an  die  yorhergehendeii  Werthe  von 

dp"  'dq>' 

— --  und  —TT—  idifferentiirt 

dt  dt         


«      •      * 


av'_  r-.^q  .  ...^q.'     5-^q'"  .  4  iaü  . 


,       dq-'^-Joi       Cos5      '  di    ^.  • 
liro  q  =s  tg  «Co$3,  al^o  -y^  ss   3—.  7; — ^— —  ,xr,Sin^tg«u.f, 
^         ®  '      '^     dt  dt     Cos'«        dt         *     ^ 


t  '   11 


d«      d®'^  d»     d$r' 

und  wo  man  für  -r— «"i-^»  t"«  — r-       .  .  ^e  achün ,  oben  er- 

.dt  '    dt«  *  dt  '    dt  »  • 

'  *  .■'•<■ 

haltenen  Werthe  subslituirt.  Eb^ii  so  ist 

dt^    ~"       ^a'dt"^^«'   dt        ^2'    dt 

.  --  . «  -  ■  • 

und  W4D|iu^  man  ^jdie  Werthe  Toa 

dp",  dq'/     ^?p"  •    .  •  d»q'<  ,  •       ■ 

^       -dt"  J. ^ ' -d^  :"?^  •:di«  '^*"'*'       . 

so  wird  man  we  in  den  Gleichungen  (IV)  substituiren\    um  die 
Wertlie''  rotf  p'*  und  q''  zp  erbalten»  Han  hat  »o  gefunden 


1 1 


p"  =  o"*0767t  4- o".ooo.o2i5jt*  . 
-q"= — ^o''.5oo9t  +  o''.ooooo67 1* 

Hier  folgen  die  Störungen  der  sieben  gröfseren Planeten  nach. 
Laplace  Mec  cel.  Voi.  III«  In  den  zuerst  gegebenen  sähu- 
lären  Störungen  ist  dw  die  siderische  Aenderung  der  Länge  des 
Periheliums  während  einem  Jahre  yoh  365^  Tag ;  de'  die  jährli- 
che Aenderung  der  £xcentri<;ität ,  d<<)  und  dn  die  jährliche  A en- 


derung   der  Neigung   gegen 
gen    die   wahre    Teränderlicl 


iie  fixe  Ekliptik  Von  1760  und  ge- 
e.  Ekliptik;  di»  und  d6  endlich 
die  jährliche  siderische.  Aen  lerujrig  der  Länge  des  Knotens -in 
Beziehung  auf  die. feste  Eklijptik  yom  i75o,  i]^nd  auf  die  beweg- 
liche Ekliptik.  i 


!     . 
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Säkulare  Störungen. 
Merkur 


dw 

de 

d* 

da 

d»   1    de 

S 

—  0. 1 0 

3.  Oft 
0.93 
o.o4 
1.56 
0.07 
0.00 

0.011 

O.ooS 

—0.001 

— O.QOO 

0.000 
0.000 

— 0.09 

0.07 

—1.76 
•^0.96 
— *o.o3 

—1.40 

— 0.06 

0.00 

— Ji^ob 
— 0.96 
— 0.14 
— 0.19 
«:— o.ift 
0.00 

o.oo 

— o.o3 

0.00 

0.00 

O.OO 
O.IO 
O.Ol 

o.oo 

Summe 

5«r6ft 

'  0.009 

—0.1a 

0.18 

— 4.21 

—7.57 

Y  e  n  u  8. 


dw 

de 

d« 

da 

d3 

de 

$ 

—4.33 

— 0'09 

o.ofS 

0.02 

o*34 

0.16 

s 

•  •  « 

.    •    « 

•    •    • 

.  •  •  * 

—5.4« 

s 

—5.fh 

— Ö.IO 

•    •    • 

•    «     • 

-7.40 

—7.4a 

6 

1.20 

— O.Ol 

o*oo 

r—o.  Ol 

—0.07 

—0.29 

2^ 

644 

— 0.06 

— p»o4 

o*o3 

* 

—2.66 

^5.i3 

ti 

o>o8 

0.00 

-— O-Ol 

o*oo 

— o«o8 

—0.29 

s 

000 

0.00 

000 

0.00 

O'ÖO 

o*oo 

—2.36 

— 0.26 

0.03 

o-o4 

— 9.8Ö 

—18:39 

Erde. 


dw 

de 

■  ^ 

—0.41 

0.00' 

? 

38i 

O.Oil 

s 

•      • 

5 

1.55 

-^K>.02 

"A 

•  6.80 

—007 

ti 

0*19 

0.00 

s 

O.Ol 

000 

11*98 

— ^0*07 

33t 


ars. 


• 

iw 

de 

d« 

da 

■ 
d» 

de 

O*03 

O.So 

S.12 

•  •  ♦ 

I2.3l 

0.69 

O.Ol 

O/pO 

0.00 
Q.02 

«  •  • 
0  16 

• 

O.Ol 

0.00 

OQO 
—P.Ol 

•  •   • 

•  •   • 

— o.a6 

— o.o3 

0.00 

0.00 
o.i3 

•  •  * 
— 0.1 3 

O.Ol 

o.oo 

0.06 
0.3 1 

-r-1.9^ 
•    •    • 

— 7.U5 

—O.Ol 

—  o.3i 
Q«58 

— 194 
-r-Q.43 

—  II  ,03 

—  0.46 

—  o.  10 

:i5.65 

O.IQ 

— o-3o 

— 0.01 

—9.73 

— 32»84 

Jupiter. 


dw 

de 

d» 

An 

1 

dj» 

— — 5—. 

de 

5 

i 

s 

o.po 
o.pi 

O.Ol 

o«oo 

.    •    • 

6.46 

o.i3 

0.00 
0.00 
000 
0.00 

.  •  • 
0.37 

o.oo 

0.00 
0.00 

•     •     * 

0.00 

•   .    • 

0.07 

Q  00 

— p.oi 
— p.i3 

... 

-:-0.Q| 

•    •  *. 
■r-0.07 
0.00 

0.00 

O.pi 

O.Ol 

0.00 

•    .    . 

6.61 

— 0.04 

-— o.3i 

—13.83 

—0.0  t 

— O.30 

—6.94 

Ö.87 

— 0.07 

6.61 

0.37 

O.Q7 

—0.32 

6.46 

— 14'67 

Saturn. 


dw 

de 

1 

a<A 

da" 

d3 

de 

'  '^ 

0.00 

0.00 

o;oo 

—O.Ol 

0.00 

rr-0.11 

.0.00 

0.00 

0,00 

—.0. 1 9 

o.oo 

—5.88 

$ 

0.00 

0.00 

•  ■•  • 

.... 

0.00 

0.00 

s 

0.00 

0.00 

o.oo 

—O.Ol 

o.oo 

— ro.14 

2t 

iö.79 

—0.66 

0.10 

0.06 

—«.73 

— ia.29 

•h 

.  •  •  • 

•  •  .  • 

•     .     . 

•  •  *  •  . 

.  •  •  •  • 

— 0.34 

S 

0.32 

O.Ol 

0,00 

0.00 

— 0.27 

— 0,37 

i6.ii 

— 0.54 

0.10 

* 

— o.i5 

— 9.00 

— 19.03 

31» 


ü  r  a  n  u  tf . 


r 

4^    ** 

dw 

de 

• 

da 

dd 

de: 

'^. 

o.oo 

0,00 

0.00 

O.Ol 

0.00 

~o-n 

2 

o,oo 

0.00 

0.00 

o.bi 

0.00 

—93.81 

3 

tJ.OO 

0.00 

•  t  •  • 

0.00 

6.00 

^ 

cr.oo 

0.00 

o.cro 

— O'.O-I 

0  00 

-^ö.()4 

^: 

1,21 

— or.oi 

— a.öi 

o.o{) 

0.49 

— lff.20 

% 

i/24 

— o.o5 

— oi.04 

— o.o3 

d.30 

1.35 

a. 

4 

—-O.Ol 

•  • 

*             *           ....        1 

«.45 

— 0.06 

— o.o5 

1       0.03  j 

«.(»9 

^34*4* 

Periodische  Störungen. 

In  den  nun  folgenden  Ausdrückender  periodischen  Störangek 
bezeichnet  ll'!'/ )'//pvivivi  die  mittlere  Länge  von  Merfeur ,  Ve- 
nus, Erde,  Mark,  Jupiter,  Sia  turn,  und  Uranus,  so  wie  w  w^  w^' •••• 
die  Länge  d^r  Perihelien  der  Bahn  .v(in  lüterUur^  V^nua^ .  Erde .... 
Bey  den  Stö^ngßn  der  Länge  wurden  im  allgemeinen  diejenigen 
weggelasseq^  die  ui^ter.  eipei:  Sekunde  sin^,  sp  .wie  bey  denen 
des  Radius  Yi^Ql^orsi  die»  welche  unter  o*ooooo5  betragen. 

«     ■     -  < 

Merkur. 

dv  Ä  —  i//.5Bin  2  <l'— 1)  . 

—  4.0  Sin  (äV  —  1  — w) 

•  o  .  L_^  j;^  8^„  j[3P_-3l:_  w) 

—  3.3Sin(2UV_i_^) 

+  1.7  Sin  (31— 51^^43 ^3l) 

_  8.5  Sin  Cal  — 51f +  3o°.aa) 

dr^«=  f  oodooi  Coi  2  (l^«— 1)  ' 

-     —  •O'^AOobi  Cos  (31'  •—  2I  -^  w) 
'  -^  ox)oo<io3<5os(ftl«^--l— -w)    ' 

-+- 0.000002  Cos  (31 7-51'-^ 4I3*.97) 

Die  Störi|ng«R^  dibr  Breite  betra^n  alle  nur  kleine  Theile  einer 
Sekunde.«  .•:;:-  <        ., 


li 


*  t 


VfenuÄ. 

-  dv'  =+  6".o  Sin  (!"— iO 
+ 11.4  Sin  ft(l"—l') 
—  7.2  Sin  3(1"— l'J 


S3S 

—  i  j  Sin  4  6''— ^0  ^^'  =  +  o.öoüoa  Cos  a  (!''— 1) 

+  2.0  Sin  (1^—1 )  .  —  o.oooo  i  Cos  3  (1"— 1) 

—  1,6 Sin (31"--2l'— wO  —  ooooo i  Cos (l^v^j/) 
+  4.8  Sin  (31''— 3l'— w") 

+  :i.2  Sin  (51''— 41'— w") 

—  1 . 1  Sin  (31'"— 2l'— w") 
~i.5Sih(PV_wiV) 

+  1.5  Sin  (§1"— 31'+ao^i)i) 
+  2.0  Sin  (31'"— 1'+65 .88) 
+  13  Sin  (2I— 51  H-So-üi») 

Er  de 

dv"  =  +  5".3  Sin  (P— l'O 

—  6.0  Sin  2  (I'-l'O 

+  3.5  Sin  2  (1'"— I") 
+  7.iSin(PV_i/.) 

—  2.6  Sin  2  (liv_i//) 

—  3.7  Sin  (31//_2l'— ^") 
.    +1.1  Sin  (31"--2l'— w') 

—  2.3  Sin  (4I  /— 31'— w") 

—  i.i  Sin  (2I'"— 1"— w") 
4-2.1  Sin  (2i'"— 1"— w'") 

—  2,5  Sin  (l'V  «.  y^iV) 

—  1  ö  Sin  (2l»v_l//_w//) 
-|-  1.1  Sin  (51"— 3l'+2x  ^o4) 
.+  1.0  Sin  (4I"'— 2I" — 6781) 

dr"  =  -—  0.00001  Co»(l'— 1") 
+  0.60062  Cos  2  (!'— l'O 
+  000001. Cos  2 (1'"—!'') 
4-  0-P0002  Cos  (liv_i/#) 

—  otooooi  Cos  2  (l^V— 1") 

— i  O'Ooooi  Cos  (4I"-— 31'— w") 

Die  Störungen  der  Breite  der  Erde  endlich  sind : 

ds"  =  +  o".i  Sin  (2I"— 1'— 5') 

+  0.2  Sin  (/4I"— 31'— 50 
].  +o.2Sin(2PV_i/_^iv/ 

wo  S,  ^'. . ..  die  Lange  des  aufsteigen<len  Knotens  der  Bahn  def 
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Merkur ,  der  Venus ...  in  der  Ekliptik  sind.  Zn  diesen  Werthen 
Ton  dv'^  und  dr^'  wird  nach  Cap.  IX  ^«  7  noch  die  Störung  des 
Mondes  dW'  =  9''.29  8in(  C  —^0  )  und  dr''  ä  0*000044  Cos  (  C  — 0  ) 
gesetzt« 

Mars.  ^ 

dW"  =  +  7".o  Sin  (1//— l///) 

—  1.0  Sin  3  (1//_1/'/) 
+  24.4  Sin  (l»v— 1///) 
_,3.6SinÄ(liv_l///) 

—  1.2  Sin  3  (liv_l///) 
+  1.3  Sin  (F—W/) 

+  1.1  Sin  (2I"/— P— w"*0 

—  10.1  Sin  (aV'« — l"— w"0 
+  5.1  Sin  (iäl'"— 1''— w") 

—  6,5  Sin  (31"'— 2I''— w'") 
+  5.5  Sin  (liv— w^'O 

—  64  Sin  (liv_w»^ 

—  23.6  Sin  (aliv— p''— w"0 
+  a.6  Sin  (2\^—l'"—w^ 
+  2.3  Sin  (31iv_2p"— V) 

II  —  36  Sin  (31»v_2l'''_wJ^) 

—  2.8  Sin  (al"'— liv— V«*) 

-|i  1-3  Sin  (31'''_2liv— V") 

—  1.8  Sin  {2iy—l'"—v^'") 

—  6.9  Sin  (31'''— 1'+65^44) 
+  1.4  Sin  (31'"— l"+73-20) 
+  4.4  Sin  (4I'"— 2l"+67.8i) 
+  2.7  Sin  (51'*'— 31"+68.38) 
*-  1.5  Sin  (2liv>+6o.i2) 

+  1.3  Sin  (PV_.l'//^54.6q) 

dr'"  Ä  1-  o.odooö  Cos  (1"— 1'*') 
+  0.00008  Cos  (yy^V) 
-^  000007  Cos  2  (V^—V") 

—  0-00002  Cos  (31'"— al"— W") 

—  000006  Cos  (fnVy—V''—^''*^ 

—  o.ooöda  Cos(31^— 2I'''— w*^ 

Tn  diesen  und  den  folgenden  Ausdrücken  toti  dir  sind  alle 
Gröfsen  unter  o«öoooi5  weggelassen  'ü'orden*  Die  Störungen 
des  Mars  in  Breite  sind  unmerklich* 
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Die  nnn  folgenden  Störungen  der  drej  letzten  Planeten  sind 
ans  den  neuen  Tafeln  Bourards  (Paris  1821)  genommen.  Sic 
setzen  die  Excentricitäten  roraus  e^v  --  0.04816a  ,  e^  =  o.o56i5o 
^vi— 50.046611 

Die  mittleren  Längen  dieser  drey  Planeten  sind 

inr  -  81^87304+30.3490885  t       , 
IV  =  1 23-09 i5o  +  12*2311463  t  ', 
lyi  =  173.60463  +  4284901 3  t 

wo  t  die  Zeit  in  Julianischen  Jahren  Cvon  365  J  Tag)  seit  der  Pa- 
riser Mitternacht  des  1.  Januars  1800  bezeichnet. 

Eben  so  sind  die  Längen  der  Perihelien : 

■w'V  s-  11,12719 -J- 0.0018440  t 

*w^  =s  89.13901  +o»öo53629  t 

•     wv*  s=  167.50605  -f-  0.0145834 1 

und  die  Längen  der  aufsteigenden  Knoten  der  Bahnen  in  der 

Ekliptik 

grv  S2  98.42915  +  o  0095342  t 

9V  SS  111.93521  +0.0085210  t 
<JV1  s=  72*9891*7  +  0*0039347  t 

Femer  sind  die  grofsen  Ungleichheiten  dieser  Planeten 

Aiv  —  +  (o°. 3296«— 00000096t)  Sin  (51V— 2l»v«j-40.i^_^oo2i2t) 
— 0<'.oo334Sin2(51V— Qliv_^4.i7_o.o2i2  t) 

Av  as  —  (0**79796— 0  0000323 1)  Sin(5F-.2Pv^4^,i6--o''.02i3  t) 
+  0.00847  Sin  2  (5F— 2P^+4- 1 6—0,03 1 3 1) 
+  0.00938  Sin  (3F'—liv_85«.57) 

AVI  =  —  (oo.o353o— 0.000004 1)  Sin(3lvi_iv^88«.56— 60.0048 1) 
Endlich  seye  XiV=l»v+Aiv    ä,v«1V^av  und  AVi  =:  pi  Ij.  avi 
Dieses  rorausgesetzt ,  hat  man  für  die  Störungen  Jupiters 
dy  Ä  — o\o224Sin(X^— 5iv— iO.,5) 
+  0.0565  Sin  ^2^}"^— 2X^—1. ij) 

+  0.0045  Sin  (3Xiv_3xV) 
+00010 Sin  (4^rsr_^;^V) 

+  o.oooS  Sin  (5Ä.iv_5xv+,  i.q5) 

+  0-0367  Sin  (Xiv_2Ä,v_i3.o9^o.oo423 1) 
4"  <>-**®4^^  Sin  (2Xiv_4xv^5^.2c.) 
+  00009  Sin  (5MV_ioXV+5 1.36) 
+0.0331  Sin (2Xiv_3;iv_6 1.56+00073 1 1) 
—  0.0004  Sin  (4X«v~6xv+54.43) 
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+0.0449  8in(3x'V—5XV+66.38-j-o.öi4ot) 

—  o.oo42Sin(3A.^— 4xV— 6ia.8o)  ' 
+  0.0034  Sin  (3xiv_2xv_8.8i) 

+0  0036  Sin  (3xv_xiv^68.ao) 
+  o.oo3i  Sin  (^v+44  95) 
— 0.0014  810(2X^+45.75) 
+  oooS  1  Sin  (4?l«v_.5x^4-58.o  1 ) 

—  o.ooi4Sin  (2Mv_;^v_i6.3a) 

+  o.poo3  Sin  (4^iy  -.3^v_i|.65) 

—  00004  Sin  (x^_ÄVij 

Da  nun  die  jährliche  Präcession  der  Nachtgleichen 
5o'^  10  =0*^.0 i3()a  ist,  80  wird  für  die  gegebene  Zeit  t  nach 
1800.00  die  wahre  )i<^Uocentrische  Länge  Jupiters  in  seiner  Bahn> 
\om  mittleren  Aequinoctium  gezählt ,  seyn 

HV-=:XiV4-o*.oi392t+dy+B 

wo  B  die  elliptische  Gleichung  der  Bahn  ist,  welche  letzte  nicht 
mit  dem  Argumente  der  mittleren  Anomalie  l^_w^^,  sondern 
mit  der  durch  die  grofse  Ungleichheit  eorrigirten  mittleren  Ano- 
malie X^v__^iv  gesucht  werden  mufs.  Depi*  diese  Gleichung  der 
Bahn  soll  mit  derjenigen  mittleren  Anomalie  Festimmt  werden , 
die  in  der  That  in  dem  Falle  atatt  haben  würde/  wenn  weder 
eine  elliptische  Bewegung  des  Planeten,  noch  eine  Störung  des- 
selben durch  die  anderen  Planeten  existirte,  daher  die  mittlere 
Länge  1'^*^  wenigstens  zuerst  durch  die  vorzüglichsten  Störungen, 
oder  durch  die  grolae  Ungleichheit  corrigirt  werden  muTs*  Diese 
Gleichung  ist  , 

ß  ==  +  (5^5174+00.0001757  t)  Sin  (Xiv_^,v) 
+  (0.1 660+0.0000  io53  t)  Sin  a  (3liv_w»v) 
+  0.0069  Sin  3  (^iv«.w) 
+  o.ooo3  Sin^  (Xiv^w) 

Für  die  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonnfe  ist  eb^n  so : 

« 
r«v  =  5'2o876  +  ö.oooo384  t 

f  —  (0.25036  +  0.0007964  t)  Cos  (Xiv«.w''  ) 

I  —  (0.00602  +  o.oooo384  t)Cos  2  (Xiv— .w'^) 

~  (o>ooo2  2  +  0.0000031  t)Cos  3  (x»v— w7  ) 

—  0-00009  Cos  4  (A» v«.^iT  ) 

+  0.00066  Cos  (A.1V — \v — iO,35)  * 

0.00280  Cos  (2VV — 2AV — i.o3)' 

•^  0-00029  Cos  (3ä:iv— 3Xt) 


\ 
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'     V         —  a.öoob7  Coi  (4^^▼-=-4^▼) 

—  o«oooo2  Co»  (5x»v — 6xv) 

+  0.00029  Cos  (AlV — 2A.V — 22®.5II+Ö.0052t)    - 

+0.00010  Cos (2^iv — 4\v4-gi,o7)  . 

—  0.000I19  Cos  (i3Xi^-^3^v^-624^+o.oo73 1) 

—  0.00199  Co8(a^iv— 5Ä,T*|-iS6.*i9-+-o.dt4ot)         • 
+  0.00024  Cos  (^Ä.»v».4xV_62.i6) 

—  0.0001 3  Cos  (3^»v— 2Xv^»7.58)  ' 
-J"  0.00007  Cos  (XV-I-1Ä9.22) 

=—  0.00008  Cos  (2Xv-|- 11.02) 

4^  0.00009  Cos  (4X»v—5Ä.r— 14.39) 

—  o*ooo2(j  Cos(ö3t^v— .a^iv-^— I2«i5) 

iro  die  iriet  eingeschlossenen  Glieder  die*  elliptiaeke  Aettderiilig 
der  Gröfsü  r  bezeichnen. 

Endlieh  ist  die  Poldistanz  Jupiters        .    ...,,. 

pt¥  SS  90 — ( I  ^.3 1 44— 0'öooo63 1)  Sin  (Lit^iir) 

—  0.0002  ßin  (^»v^aXv— Ö4®.a6r) 
i-  o.ooo3  Sin  (axiT—  3xv— 54.fll6) 

—  0.00 1  o  Sin  (3^*v— 5^T-|-64*  11) 

Ebeh  so  ist  für  Saturn  dre  ^ahre  Länge  in  der  Birhii: 

L^  s9lT+o<».oi392tt 

4-(6*.43iÖ-o.ooö355t)Sin(A^  —  !?♦  ) 
+  (0^3256— o.üooa2S  t)  Sin  2  {X^  -^  w^  ) 
4^(0*0110— o.ooooO!it) Sin 3  (ä.^^^w*  jf' 
+  0.0006  Sin  4  (  X^ — w^) 
-J-  c^.ooUo  Sin  (Xiv— av-j-^e  06) 
~  o.oo83  Sin  (^Xiv^aÄ,^— 5*7 1 ) 
^0,0018  Sin  3  (Xiy^Xi) 
.  —  o.oooS  Sin  4  (Ä.iv-;.xv) 
^(0.1161+0.000006  t)Sin(Xiv— 2*^— .i4.6i4-ö''oö375o  t) 

—  (o.  1 853-.0.000004  t)Siri(2^iv— 4XV-I-.56.87+0  6 1 3669 1) 

—  0.0 1 34  Sin  (3^r_^iv-J. 77. 36— 0.009598  t) 

—  0.0067 Sin (ix"'— ä^v+1 463^0.00344 '  0 
+0.0081  Sin '(Aiir4-85.6o) 

—  0.004 1  Sin  (4Xiv^9Av+5 1  -03) 
+  0*00 1 4  Sin  (3Xiv.-,4Ä,r-c6s.78) 
+  0.0008  Sin  (2X1V— ^▼+3i.7i) 

HL  '  Y 


*  tt  '\ 
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+  0. 0008  Sin  (^Xiv-.5lv-+  57^  1 B) 

-^  0.0004 •Sin  (4Xiv_5xv— 62.94) 

—  ooo'^B  Sin  (^v_Ä,vi) 

+  o  0044  Sin  (a A.v_  'aXvi) 

+  o.ooq6  Sin  (3/Vv_3a,vi_68  45)  ^ 

^       +  0.0083 Sin  (2 \vj:^3A,vi+a3.y3)     •      . 
4-  o  ooS.o  Sin  (Av_aA,vi-j-»7g.2o) 
+  0.000Ö  Sii5(3A.v_2^v^^08/:^$)..  ,  '.  ..     . 
+  o.ü004Sin(9Lvi_-4i,63)  •     t     . 

und  dl  r  Badins  Vector 

r<r  =  9.55778—00000171 

r  —  (o.534994-ooooo3o t)  Co$ (Xv— .wv) 
I  --  («  01 5oo-|-o. 000002'  t)  Cos  a  (Xv^-^yv) 

—  (o  Ö0063)  Cos  3  (Xv_-^v) 

—  o.oooo3  Cos  4  (Xv— i^v) 

—  o.ovui4  Cos  (Ä.V—  1  o^36) 
•4-0.00807  Cos  (Aiv — \y+$'(j6^ 
+  O'OO  1 38  Cos  2  (Mv-^xv) 
+  o.ooo32  Cos3  (31IV — Xv) 
+ 0:4»oo  1  o  Cos  4  (Xiv — ;iv.) 
+  0.00004  Cos  5  (^iv — xv) 
+  (o  00534)  Cos  (Xiv — a^V — 3 1.76-I-0.004095  t) 
+  (o.oi5i3)  Cos  (?x^v— 4^^+56 694-0.013626 1); 

—  0001 17 Cos  (3xv — ^iv — 00*3 1) 

—  o.ooi38  Co8(a;i>v— 3A.V — 23.32)  ' 

—  0-00023  Cos  (3a.iv — 4A.V — 61.35) 
+  o.oo35i  Cos(5A.v — 2A.iv-|-i3.o3) 
-^  o.  000  i  2  Cos  (A.I  V  —  53. 1 4) 

+  0*000 1 2  Cos  (2IIV ?LV-^29.70) 

.,    .  +0^.00016  Cos  (AV_^VX) 

.  —  0-00042  Cos  2  (XV  •  ^vy 

—  o.oooo5  Cos  3  (\y — ^vi) 

—  000066  Cos  (2AjV — ^33lvi-)-23.73) 

pv  =  90*  _  (2.4933—0.000043 1)  Sin  (Lt— ST) 
+  0.0009  Sin  (^iv^-:2Ä;v — :54*26) 
+  0.0025  Sin  (axiv — 4xv+39*5i) 
—  o  ooo5Sin(x»v+64.26) 


Endlich  hat  man  noch  für  den  -wahren  heliocentrischen  Ort  des 
Uranus 

Lvl  =  XTi  +  0,0lii)2  t 

f  ^(5.3485— 0.000099  t)  Sin  (Xvi—wvO 
I   -j_  (o-t 560—0.000002  t)  Sin  3  (XVI— wvi) 

i  +o.oo63Sin3(:ivi— wvi) 
j^  +  oooo3  81^  4  (xvi — wvi) 
+  0.0062  Sin  (xv^xvi-j- 2 1.20) 

—  0.00 1 1  Sin  2  (^v — Ävi) 

—  0.0893  Sin  (X^  —  2^"  +71.35+0*00430  t) 

—  0.0005  Sin  (2Xv— 4XVI+38.58) 
+  o.oi45Sin  (Xiv— Xvi) 

—  o.öoO()  Sin  (xiv--*2Xv»— 14.85) 
+  0.0007  S^*^  (^^^ — 3XVI+23-33) 
+  o.ooo4;Sin  (A.v+4  50) 

+  o.ooo3  Sin  (2Ä.1V — XVI— 10.34) 

rn  =s  i(^.2i2oq8 

—  (0.B94B8—0. 0000048  t)  Cos  (Xvi !?▼») 

~o.oao>38  Cos  2(X"— w^») 

—  0.00073  (OS  3  (;i^V—w^O 

—  0.00003 Cos 4  (/V'—w^) 
+  0 00339  Cos {\y —%J' +5o3) 
+0.00039  Cos  2  (A.^— X^') 
+  o.oo58i  Cos(V— 2x^+7408) 
+  0.00489  Cos  (x»^— X'?) 
+  o.o6o58  Cos  (2^,^—3^^* +5 1.04) 

—  0.00072  Cos  (3A.^^  —X^ +76.01) 

p^  »  90*— 0.7745  Sin  (L^'— 3^0 

*^ü.ooo8  Sin  (V— 2V'— 54.1 4) 


,«|..       ; 


i    ^ 


Y« 


I  / 
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ZWÖLFTES   KAPITEL. 

Störungen   des  Mondes« 


5-  *• 

J-/a  unter  den  Störungen,  die  der  Mond  in  seiner  elliptischen 
Bewegung  um  die  Erde  leidet,  blois  die  der  Sonne  noch  beträcht- 
lich sind ,  so  wird  die  Entwicklung  dieser  Störungen  des  Mon- 
des durch  die  Sonne  blofs  eine  Anwendung  der.  yorhergehenden 
Auflösung  des  Probliemes  der  drey  Körper  seyn ,  und  es  scheint , 
dafs  dieselben  Ausdrückci  welche  oben  die  St^örungen  der  Plane- 
ten unter  einander  gegeben  haben,  auch  für  diese  Störungen  des 
Mondes  hinreichen  werden, 

Ist  34^1^'  die  Horizontalparallaxe  des  Monde»,  und  8^'.  6 
die  der  Sonne,  so  ist  , 

a  =  ■    **     ISS  o.oo25o66 
also   b-,1  =  2,oooo3i        bl^  =  —  0^002607 

h    =  2.oooo3i  b^  =0«O025o7und  b    r=  0,070520 . 
♦  i  i 

Weiter  ist  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes'  während  ei- 
nem Jahre  ns=  17325600^',  und  die  Masse  der  Sonne  m's=354790. 
Daraus  folgt  (nach  Kap.  X.  §.  4-) 

1           m'n  1 

ftider,  jährliche  Bewegung  der  Knoten  =:^-^  9  = ^  «*  b. 

SS  —  72604"  =  —  20*  10^  4"»  ^*c  Beobachtungen  geben  aber 
1^0  ao'  33"  also  o**  49'  3i"  weniger. 

Die  säkulare  Bewegung  der  Neigung  der  Mondsbahn  ist  Null, 
ireil  (Kap*  X,  ^.  4«  Gleichg.  e)  die  Gröl'se  «^  ebenfalls  Null  ist. 
Dasselbe  gilt  von  der  säkularen  Aendernng  der  £xeentricität, 
weil  (L,  c*  Gleichung  c)  das  Argument  (w^— -w)  seine  ganze  Re- 
Tolution  schon  in  neun  Jahren  zurücklegt.  Die  säkulare  Bewegung 

der  Apsiden  endlich  ist  (ibid»  Gleichg«  d)  gleich  +  9',  also  gleich 


jener  der  Knoten ,  nur  in  ihren  Zeichen  verschieden.  Allein  ieh  , 
Beobachtungen  zu  Folge  ist  die  siderische  jährliche  direete  Be- 
wegung der  Apsiden  40°  38'  56",  also  beynahe  das  Doppelte  von 
der  rückgängigen  Bewegung  der  Knoten.  Dieselbe  viel  zu  kleine 
Bewegung  der  Apsiden  fand  auch  Newton  -(Princ»  L.  I.  Prop.  45) 
und  Clairaut  (Mem*  de  TAcad.  B.  des  Scienc.  1745),  und  der 
letzte  wollte  daraus  die  Folge  ziehen,  ^afs  das  <Ge setz  der  allge- 
meinen Schwere  nicht  die  Form—i)   sondern  die  mehr   zusam- 

AB 

mengesetzte  —  -|-— -  haben  müsse,  wo  B  sehr  klein,  und  m  be- 

.        B 
trächtlich  gröfser  als  8  ist ,  damit  das  letzte  Glied  —    für   sebr 

grofse  Distanzen  r,  wie  diejenigen,  welche  die  Planeten,  von 
einander  und  von  der  Sonne  trennen ,  unmerklich  ist ,  aber 
bey  kleineren  Distanzen ,  wie  die  des  Mondes  von  der  Erde ,  . 
noch  seinen  Einiluis  äulsern  könne ,.  wo  dann  die  Werthe  von 
B  und  m  so  bestimmt  werden  sollen ,  dafs  sie  der  beobachte-. 
ten  Bewegung  dar  Apsiden  des  Mondes  genug  thuen*  Allein' 
ein  Jahr  später  fand  Clairaut,  dafs  er  bey  seiner  ersten  Berech- 
nung nicht  aufmerksam  genug  auf  die  kleinen  Glieder  dqr  Stö* 
rungsgleichungen  gewesen  scy,  welche  erst  durch  die  Integra- 
tion merklich  werden  (Kap.  VIII.  $.  2.  I.),  und  dafs  mehrere  der 
zahlreichen  Ungleichheiten  des  Mondes,  welche  hierdurch  die 
Analyse  zu  entwickeln  sind,  sagrofseWerthe  haben,  dafs  sie  noeh 
merkbar  eine  auf  die  andere  einwiiHken ,  und  dafs  endlieh  cHe  in 
dem  Vorhergehenden  gegebienen  Beihen ,  wenn  man  sie  auf  die 
Störungen  des  .Mondes  durch  die  Sonne  anwendet,  zu  wenig  con- 
vergiren,  um  die  Endresultate  init  Sicherheit  zu  geben.  Wir 
müssen  daher  hier  einen  andern  Weg  einschlagen,  zu  jenen  Be- 
sultaten  zu  gelangen,    und  den  jetzt  folgenden  Untersuchungen  / 

die  drey  letzten  Gleichungen  A ,  B ,  C  des  Kap.  II.  zu  Grunde  4  >7 
legen,  indem  wir  die  dort  gebrauchten  Bezeichpungen  aucn  hier 
beybehalten.  Es  sind  also  M  m  m^  die  Massen  der  Erde,  des  Mon- 
des und  der  Sonne  ;  x  y  z  die  Koordinaten  des  Mondes  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Erde,  x' y'  z'  die  Koordinaten  der  Sonne 
gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  ,  und  x  u  =  Cos  y ,  y  u  =  Sin  v 
z  u  =  s ,  so  wie  X'  u'  =  Co^  v',  y'u'  as.  Sin  v\  2'  11'  =  s',  wo  s  s' 
die  Tangente  der  Breite  des  Mondes  und  der  Sonne,  also   s^r=:o 

und  wo  r'  =  -JL — ä  x*  -4-  y*  +z',  und  eben  so  r'*  =  -— 

=  x>»-fy'»+z'«  ist.  •  ' 

Dieses  vorausgesetzt ,  hat  man  nach  d.  a,  O.  'o  C  ? 

u  m'u'^  ' 

Q  =  -7=:  +m'ii4-  -\     ,  ■■  .  (i  4-  3  Co«  2  {v—vO  —  2  s«  ) 
^      V^i+8«  '     4u«       ^     »^ 
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also  aiich ,   wenn  man  diesen  Wertb  von  Q ,  in  Beziehong  auf 
w%  •  und  u  differentiirt 


m'  u'*  h 


/aO\  3m'u'»  c-     «  /          A 

(vi  SS. — Sin  2  (v— ^y') 

\  dv  /  au' 

/dQN   _  _^  US 


und  endlich 


Vdu/      u  Vd«/         (•  +  «»)i  au» 

Wenn  die  Sonne  keine  Wirkung  auf  den  Mond    äufserte,  so 

iräreQ  =  JL  =  —  ,   also  auch 

r  \/i4.g« 

\d7/  ~^'  vdTi/  "^  v/7qr^*  \d7/  "^  ~  (i  +  s»)i 

und  die  angeführten  drej  Gleichungen  A,  B,  C  des  Kap.  II.  wür- 
den in  folgende  sehr  einEaehe  übergehen 

dv 
dt  — =  o (AO 

u»h 

iLü  +  u  —  1 =  o  .  ••  .  .  .  (BO 

Avr  h«(i+8«){ 

^  +  s  =.  o . (CO 

Die  letzte  derselben  gibt  zum  Integral 

s  =  «y  S;n  (p  —  d) 

wo  Y^die  beständigen  Gröfsen  der  Integration  bezeichnen,  näm- 
lich y  die  N^^igung,  oder  genauer  die  Tangente  der  Neigung  der 
Mondsbahn,  und  ^  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens  in  der 
£kliptik. 

Eben  so  gibt  die  zweyte  der  drej  letzten  Gleichungen 
U  «  .     ,  \    ^^  .    [N/i+i^  +  e  Cos  (i^-w)] 
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-WO  wieder  e  und  w  constante  Gröfscn ,  e  die  Exeentricität  der 
Mondsbahn ,  und  w  die  Länge  ihres  Perigäums  bezeichnet, 

Pa  aber.e  und  7  nur  klein  sind,  so  hat  man,  wenn  man  die 
Gröfsen  «y^»,  7*  •  .  •  .  ,  e<y%  e»7  •  .  ♦  ♦  yernachlässigt 


I  r       8«       •  1 

u  SS  , : '  I »  + h  e  Cos  (v  —  w)  • 


oder 


tt  =  , .  1 1  +  2L  +e  Cos  (v—yr)  — 5L  Cos  2  (y— 5)1 

Wir  werden  aber  am  Ende  dieses  Kapitels^  sehen,  dafs  durch 
die  Wirkung  der  Sonn^  die  Knoten  der  Mondsbahn  sowohl,  als 
ihre  Apsiden  eine  beträchtliche  Aenderung  leiden.  Sey  also 
(1  — c)v  das  Vorrücken  der  Apsiden,  und  (g —  i)v  das  Zurück- 
weichen der  Knoten  der  Mondsbahn ,  so  sind  die  vorhergehen- 
den Ausdrücke ,  wenn  man  in  ihnen  gv  und  cv  statt  v  setzt 

s  ==  cy  Sin  (g  v  -^  ^^ 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  der  ersten  unserer  drey  Glei- 
chungen des  Kap.  H.,  so  erhält  man,    wCnn  man   die  Wirkung 

der  Sonne  wegläfst ,   oder  (  .X )   =s  o  setzt ,     * 

V  d  y/ 

.         iv  h'  (i  +fy*)*  äv 

dt  =  ~j"=s   '    ■" r, 

^*        r,  +  ü^  ^  e Cos  (y-w) -2ll,  Cos  a  ( g  y -5)  l 

also  auch  ,  da  e  und  cy  nur  kleine  Gröfsen  sind , 

dt=h5dy(i  +  2cy«)  [1— -^7 — 2eCos(cy— w)+ X-.Cosa(gy— 3)  + 

3e»         3e«  ,  ^^ 

^ j Cos  a  (c  y  —  w;  I 

^y    a  a  J 

oder  endlich 

i-|.— — |--^-2eCo8(cy-w)+ 

+  !i!  Cosa(cy-w)  +5l^Cos  3  (sv^^y^ 
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uiidt  destea  Integral 

t^C  +  ha,  (.  +^+^]  -r  ^  Sin  (c^w) 

4"    8in2(cy— .w)H ~-   Sin2(gv— 5) 

und  da  der  Anfang  der  Zeit  twillUührlich  ist,  so  kann  nianC=Q' 
setzen* 

Komme  der  Mond  wie4er  zq  seinem  Perigäum   zurück ,  so 
ist  die  Umlaufszeit 


-="K'-f+¥]- 


oder  da  sich  die  Quadrate  derUmlanfszeiten  wie  die  Würfel  der 
grofsen  Achsen  yerhalt^n 


hs  =  -  ' 


I    3e«     .    3»Y* 


also  auch,  wenn  n  s=  — r-   ist 


a' 

Qe  3e* 

ntsssy 'Sin(cy-*w)-hT^9ina(cy— w)  + 
+^  Sin«(g,.— 5), 

wo  man  immer  im  Nenner  c  =  g  =  i  setzen  kann. 

Eben  so  int ,    wenn  man  dieselben  Grofsen  für   die  Sonne 
mit  einem  Striche  bezeichnet,  da  7^  =  0  ist^ 

3e'* 
n'  t  =y'  —  a  e'  Sin  (cV  —  w')  H Sin  a  (c'  >'  —  wO« 


Ferner  ist  h  s=s  a*  1 » ^"l  al*o 

i  a         aj 


h«+<i+n«)         a(i  — e»^ 
und  daher 


u  =a  -  |i-|.e«+2^-J.ejCos(cr— w)— ^-  Cosa(gv— 3)1 


4 

1 


( 
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f 

iin4  9ben  so 

U'  =   -^  [l  -f  49''  +Ä'  Cos   (o'iri— wO] 

IstjJlier  m  das  Yerhältnifs  4er  mittleren  Bewegung  d^r  Sonne  zu 

_-/ 

der  des  Mondes ,  sq  i^t  in  =  — ,  oder  n'  t  =  m  •  n  t , 

oder^  W  —  2  e'  Sin  (c' v^ — w^  +  i  e'»  Sin  a  (c' i^'  —  w') 
=  n|«r — 2meSin(cy— -'ff)-^^me*  8in$  (cy-^w). 

4 
oder  wenn  man  die  höheren  Potenzen  yon  e  und  e'  wegläfsl; 

v' — %  e'  Sm{c*v'^yi'J  ==  mv —  2  in  e  Sin(cy-r-w)  H ^  Sin  a  (gy — ^5) 

4 

«      » 

oder  wenn  man  in  dem  zweyten  Glieds ,  welches  schon  in  die 
sehr  kleine  6röfse  e'  multiplicirt  ist,  v  statt  v*  setzt 

m«y* 
y/ssrnsN— 3meSin(cy-^w)+  — 7—  Sin  2  Cg? — ^)  4"  2®'  Sin(c'my — w') 

Sieht  man  also  blofs  auf  die  ersten  Potenzen  yon  e  und  e'i 
so  ist 

ts=7Siii(gv — g) 
u  =  -  [i-}*eCos(cv — w)] 

u'=  —  [t-)*e^Cos(c'my — w')] 

$.3. 

Nach  diesen  Yorbereitungeii  wollen  wir  nun  die  oben  ange- 
führten Gleichungen  des  Kap.  11«  entwickeln.  Da  unsere  Absicht 
nicht  ist,  eine  voll  ständige  Theoriedes  Mondes  zu  geben, 
sondern  nur  den  Weg  anzuzeigen «  welchen  man  bej  der  Ent- 
wicklung seiner  Störungen  nehmen  soll ,  so  können  die  hier  er- 
haltenen Resultate  nur  als  erste  Näherungen  angesehen  werden,  ' 
d^ren  Weitere  Entwicklungen  man  in  Laplace  Mec.  ceLYol.  III 
findet.  Die  zwejte  jener  Gleichungen  oder  die  Glerchung(B)  gibt 


Vr- 


ff 


/ 


a46 


h»   Vdu/       h'u  V'ds/ 


I  m'u'* 

8     /     US  in'u'*s\ 

h»ü  V  1+7)1  "^"^  u»     / 

1  in'u" 

=  —  v—r TT  +  -T — Z  (»+3  Cos  2  (V— yO) 

ha(i4-8»)4  ^  2h»u5    ^   ^ 


I.  Der  constanteTheil  yon  uist  *-4  wie  die  letzten Gleichun« 

a 

gen  des  J.  2  zeigen.   Die  Wirkung  der  Sonne  verändert  diesen  " 

Constanten  Theil,     Wir    wollen    diesen    so   veränderten    Theil 

durch  l  bezeichnen ;  so  hat  man ,  da  sehr  nahe  a  =:  b  ist,  auch 

m'a* 
h*  =  b.  Setzt  man  der  Kürze  wegen  fi  =  — —  ,  so  ist 

Dfi'u'»  M     ri+3e^Co8  (c^iny— wQ) 

2h  u*  "^  2b'      (i+SeCos^cv — w)) 

s=  -^  (i — 3e  Cos  (ci* — ^w)  +  3e'Co8(c'mv— wO) 


U.  Eben  so  ist 

3m^ 
3m^u^'Cos2  (v^vO  =•  — p(l+3e')Co8(c^l^^wO)Cos2(v — r')* 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  für  einen  Augenblick  * 

2y  —  2  mv  =  ff,  c'mv-— w'  =  ß,  cv  —  w  s  cy  ,  so  ist 

nach  den  letzten  Gleichungen  des  ^.  2 

3m' 
3m'u'»Coö  2  (y— vO  =5  -- -(i4.3e'C68/3)Cos(«+4meSin«>r-4e'Siiiß) 

=5  ~  (i  +3e'  Cos  ß)  (Cos  a  Cos  (4m e  Sin  y— 4e'  Sin  ßO  — 

Sin  a  Sin  (4  me  Sip  «y — 4e'  Sin  j3o) 

-.  r!^   [(i  +  3e'Cosß)Cosit~(i+3e'Cosi3)Sin4X 

(4me  Siny— 4e'  Sinß)] 


\ 


a47 


s  -TT  (CoM+3e'Co8«Co8ß*<-4iMSmaSmy«fi4^'$i|iaSiii^) 

=  .^™'  (Coi  «  +  Zl  Cos  (a  — ß) 

e/ 
—  —  Co8  (a+ß)-j-Q  me  Cos  C«-f-«y) — 2  me  Cos  («  —  <y)} 

Man  hat  daher 

3m'a<»Co8  2(v— v') 

■      II     ■  ■  ■■■  I  I  ■■■• 

3in' 
1^ 


s=  G08  3  (f— -my) 


>  1' 


Setzt  man  aber  in  dem  Ausdrucke 


+  J  e'  Cos  (2  (v — mv)  —  (c'mv— wO) 

—  *  €'Cos  (3  (v — mif)^ic*mv — w')) 
-|- 1  me  Cos  (2  (v  — mv)  -f-  (cv — w)) 

—  2  me  Cos  (2  (v— mv)  —  (cv-^\v)) 

m'u' » 


2h*u» 


in  r  dißGröfse  e  =  e'  =  o 


a 


<3 


und  multiplicirt  ihn  durch   —  ,  so  erhält  man: 

m 

1              a.a'«  ^ 

,  ,   r  =  T  .  (i— 3e  Cos  (cy — w)) 

2h    u'  ***"'  X  /y 


2m' 


Daraus  folgt: 

3m'u'3  •        •  ^      3a 

-.  ,    .  .  Cosafv— v')=s  --    Cos  a  (v — mv) 
2h*u'  ^  2b  ^  '' 

+  J  e'  Cos  (2  (v^mv)  —  (c'm1^— wO) 

—  4  e'  Cos  (2  (y — mv)  +  (c'mv— w')) 

Cos  (a  (V — mvy  —  (cv-^w)) 

i      ^ 
I     3^ 

'  —  —  Cos  (2  (V — mv)  +  (CV — w)) 

—  2  me  Cos  (a  {v-^mv)  —  (cv — W)) 
+  a  me  Cos  (2  (v — m  v)  +  (cv — ^w))j 

in.  Ganz  auf  dieselbe  Art  werden  auch  die  übrigen  Ent- 
wicklungen gefunden ,  Ton  denen  ich  der  Kürze  wegen  nur  ihre 
Resultate  hersetze. 


^"©•roa;^"*'**^'*' 


um 


3m^'«     du 

—  — rr^  •"-!"*•  Sin  ^  (v  —  yO  ««  erhalten,  wird  man  erstens 
au*  h*    udv 
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3m'a 


'S 


—    '3  -»%  Sin  «  (p  ;—  »')  tuclien,  indem  man  in  der  Entwicke- 


3m'u/» 


lung  der  Gröfsc  — j^  Cot  2  (y  —  y/)  in  (11)   den  Winkel  fiy 


du 
udv 


um  90*  yermehrt«  Dann  ist  -r-  =  —  c  e  Sin  (c  v  —  w) , 

also  anch 

/dQ\     du      ^3ßt  /ceCo8[a(t^— mv)^ — (cv — w)]     \ 
Vd'v/h'u^dy      4b  V— ceCos[3  (tM^mv)+(cv— w)]/ 

IV.  Um  L  rf^)  .  ^  zu  erhalten,  ist 
h^J  Vdy/     u». 

h»*^    Vd  y/u«  h»  >^       u* 

Man  erhält  aber  aus  der  Entwicklung  des  Ausdruckes 

3m'u'^ 

-,  ^    ,•  Cos  t  (y— yO  in  II.  den  Ausdruck 


3m' u/» 
h*  u* 


Sin2(y— W),  indem  man  dy  um  90**  vermehrt, 


und  den  letzten  Ausdruck  durch  .  muUiplicirt.   Ferner  ist 

u 

-.  =si  2  a  [i  — e  Cos(cy — w)]  ,  also  ist  auch 
u 


h«^  \Ti/  u«         b 


3(.- 

-mj 

1 

1- 

— m— ^ 

1 

1< 

-r-m+-j^ 

+  « 

7e' 

1       ^^ 

(2 — 3m) 

«'    . 

♦  Cos  2  (y — y') 


e  Cos  [2  (y — mr)— (cy  — w)]j 


e  Cos  [2  (y— my)+  (cy-  -w)] 


a(2— m) 


Cos  [2(y — my) — (c'my — wO] 


Cos[2(y — my)+Cc'mf  —  w')] 


349 


Noch  ist 


dv 


-+«=  -  [i4-(>— c»)eCos(cr— w)],  also  auch 


\dv^        J   h«y  VdV   u*    ; 


•  f 


3m 
b 


^^7~^  Co«  a  Ct--mv) 


f  ,_c»  1       A 


(i— m) 


1 — m+  • 


-  e  Cos  [a  (y— nif)  -J-  (Cr — w')] 


\    w 


« i        I 


n^t 


Cos  [a  Cy*— mv)— (c'my-*-w')] 

« 
Cos  [2  (y— mi^)  4-  (c'mv— 'W')] 


Ä  (a — öl) 
y«  Endlich  ist  noch  ans  dem  in  L  ent  wickelt  et»  A'üsdracke 

)       h*   Vdu/  h'tt  Vjs/  •' 


.V» 


■3  übrig ,.  üiid  dieses  ist  gleich 


•  / 


das  Glied  —  ,  ^^ 

h«(i4-s»)* 

•— r-  [1  —  47*  Sin^fgn — 3)]  wofür  wir  ht«r  lilofs  — -  setzen 

wollen, 

\  yi.  Nehmen  wir  nun  an,  dafs  ^u  der  Theil  von  ü  ist,  wel- 
cher der  Störung  zugehört ,  und  dafs  man  habe 

a  ^tt  =3  A^  Cos2(y  —  mv)  . 

+  A'  eC.os[2(v«»mi;)  —  (cv  —  w)] 

+A*  eCos[a(y— mv)+(cy«— w)] 

+  A*  e'  Cos  [2  (y  —  m  y)  +  (c'  ni  v  —  wO] 

4-A*  e'Cos[3(y  —  mv)  — (c'my  — w')J 

+  A  5  e'  Cos  (c'  m  y  —  wO 


\ 
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80  gibt  da»  Glied  - ,  ^^^  in  I.  das  Differential  —    ^^,^^     ' 
Es  ist  aber  aus  L 

Hultiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Ju,  und  setzt  man 
-  Ä  a  [• — e  Cos   (cy— w)], 

"  •  ,   ,         \  ■.•,-. .     .  '■ 

so  ist  jenes  Differential  ' 

—  -^  TaJu— aA'^eCos  [öCv  — mv)  —  (oy— 'W)]y  ; 

VII.   Das  Glied  iiÜl^  Cos  2  (r^t^O  gibt  das  Differentiale 
om/u'»^u^  '  :   3m'u'»dW  ^.    ^  .        ^ 

Das  zweyle  Glied,  dessen  EnJtwicklung  den=  seltr  kleinen  Faktor 
me  enthält,  kann  hier  weggelassen  >verden«  Substituirt  man  aber 
in  dei^^^A^n  fiUe4^;^'ift:au.9  YL,  »o  ist 

_9m^u^     Cos2(.-ft/)   .  . 

«5^  [A*^(A/-4A^-f-.^»)^eCös(ci»^w)+'    .    __      ^    , 

3  A'^  +  A»  +  A*)  e'  Cos  fc' m»  —  wO] 
Tili:  oils  Glied  _-»^^«^^duSin2(v-^»0  ^^^  ^^^  Differential 

2h*U'*ttV 

h'u*    "dv      u  3h^u*dv 

__  3fi  /[3(i— in)A»+(3— c)A'+C«+c)A*— 8A.»]  eCo8(ci*— w)\ 
4b  V  +(6A»+2Aä+3A*)e'Co8(c'mif— w)  -/ 

^n    +  My     hau4     8»^ ^  '.^- ^0»> «»^ dessen Drf. 
fereniiale  ist  -    1 


35 1 


d'iu 


3m'u"  d» 


Entwickelt  man  diesQs  Differential ,    und  setzt  man  ^bkür- 


2endc=:  I— ^^"'^     ---    .    3m» 


g  ==  «  + 


,  so  ist  dasselbe 


3/* 


4b(i— m) 


[4(1— m)«^i]A^ 


p/*  /[4  (i— m) «  ^t]  1 2  A^N  '  . 

[4b  \      (2— m)  (2— Öm)      / 

•«-|,^.,_^,[(g— m)'— i]A»+i:(a— 3m)«— i]A4Je'CosCe/m»-w) 


/. 


5-4. 


Sammelt  man  nun  alle  vorhergehenden  Glieder ,  so  sind  je- 
ne ohne  Cosinus  und  ohne  A*^,  A^   •  •  •  « 

d'U    .1  (JL 

d7^  +  «  — b  +  ^ 

die  ohne  .Cosinus  und  mit  A^  sfnd 
S/äA*'   /^       ,  ^    .    4(i_m)»— 1 


4b 


/4— 7m\ 


3/* 


3/*  A»(4— Sm) 

r         r 

4b 


Die  mit  e  Cos  (cv — w)  sind 


r2+3(A'^ 
_  3^  l_(a-.c)A' 


— 4A*+A«) 
+(24.0)  A'— 8  A* 

7-|-(2  —  c)*  A'  12(1 — m) 

Ali  4 — c  * 


) 


a  «  > 
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4b  V  4^c«  "^       1— m  J 


Die  mit  Cos  a  (v^^iAv)  sind 

3^ 


Die  mit  Cos  [2(v — my)  —  (cy-^M')]  siöd 

4r 


4b  "*"   b    1^4(1— m)         1— m— c  j  *^      b      "*" 

b    l       ^       4      '    4(1— m)     .    1— m — cj 

Die  mit  Cos  (c^tüp  —  w')  sind 

1^  —  2^  (3  A*'+A»+A^)+ ^  (5A*+2A«+jlA^) 
sb      4b  4b 

3/ütA^ ^^  9^A'  ^  9ftA* 

4b(a— ta)(a--.3m)  4b  4b 

^b  V  (2 — mX^-^Sm)  y 

Die  mit  Cos  [2  (v  -*  m  v)  -J^  (c  y  —  w)]  sind 

_0^  _  3mC  _  3/<(i-»-tn)        3j^     ^^^ 
4*>         4b  b(i~-m4-c\       ab 

» 

Endlich  ist  das  Glied  Ton  Cos  [2  (v^mv)  4*  (c'tny— w^l 
gleich  —  «^  f""^  +  ^  A*  J  f  und  jenes  Ton 

Cos  [2  (y-mv)~(c'mi/^^0]  gleich  +  ?^  ^    ^^    ^  a  A*) 

Ans  allein  Vorhergehenden  folgt  t%r  die  Qleichung  B  des  Kap. 
II«  der  Ausdruck 
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+  3m  Aj:^  ^  A.0  ^  Cos  2  {y^tkv) 
ab  \i — m  J 


b  V  ♦    4     '  4(1 — m)     1 — m— ^y  '    ^  '•* 


+  ~6  ^  i  -^ '  ~  .        18  A"  — 2A»—  2A^\'  Cö8(c'my-wO 

2b\  (2— in)(2 — Jm)  y  ^  -^ 

— -T  l  3+c+2A»4- *- — '\  e  Cos[a(v^mj^)-Kcyl-w)] 

■  4 


<^      <  I  t 


-^  ^  if  !±L*  \  e'  Cos  [2  (r-  mi») + (c'mi»— W)] 

+  r?f  /"  '7—'  *  "j  e'  Cos  [2  (v—mv)  —  (c'mv— wO]  •  •  •  •  (B'O 

b  \  2 — ^3m  / 

»  •        _ ,      . 

Um  nun  die  beständigen  Gröfsen  A^  A*  .  .  •  •  zu  bestim- 
men, so  ist,  wenn  man  dut*ch  u  das  gestörte  u  bezeichnet,  wie 
^  IB.. 4er  letzten  Gleichung  (ß^O  geschah, 

u  =  —  [i+eCo8(cv-^w)].  +  ^\x 
a 

und  4acli  §.  3.  Nr.  VI. 

s  - 

A  ö  A  * 

Ju  Ä  — Cos2(v  —  mv)  -}-  -^  eCos[2  (v—  my)  —  (cy — w)]  +  ;  • .  . 

a  Ä 

Ist  daher  c  und  w  beständig ,  so  ist 

du       ec^.    ,  V'     /         N-^*'^.      V    '      N    ♦ 

---  =  —  Sm  (€v— w)— 2(1— m)  —  Sm  2  (v — my) 

dy        a  a 

"  ♦       '     '        •    •# 

A'e 
—  (2— 2m— c) Sin  [a  (y~my)  —  (cy— w)]  —  . . . 

a  ■  .      ' 

und  daraus  folgt ,  wenn  man  c  =s  i  setzt , 


d^^u       ec*  ,         V    A.«    _ 

-T —  = Cosf  cv— w)  ^  Afi^m)  *  —   Cos  2  (y— my) 

m.  z 


>.  .> 
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A'e 

—  fa — am— c)' Cos[fl(i'— mv)— (cj^— w)3 

A«e 

—  (a — sm-J-c)* — r  Cos  [a  (y — mv)-)^  (cy— w)] 

A»  e' 

—  (2— m)*— — ^  Cos  [3  (v— mv)  +(c'iDv — w')]. 

A-'e' 

—  (?  -  ,3n^  • Cos  [3  {v-^mv)  —  (c'my — yr')'\ 


.-a 


Cos  (c'my — "^'). 


6ubstituirt  man  diese  Werthe  von  u  und  -^ — in  der  Gleichung 

dv' 

(B^^),  und  setzt  m^ndann  die  Aggregate  der  Glieder,  die  densel- 
ben Cosinus  zum  Faktor  haben,  gleich  Null,  so  hat  man  aus 
den  Gliedern  des  Cos  a  {y — mv) 

o=[.-4(i-n.)-]A-+  ^  (^-A") 
Der  Faktor  von  Cos  [a  (y — mv)  —  (cv — w)]  gibt 

o=ri— (2— am— c)«]  A'+-^(  A^H h -; ; ^  j 

^       ^  ^^^b\^4     ^4(1— m)     1— m^^' 

Der  Faktor  von  Cos  [a(i — my)  +  (cv — '^)]  gibt 

o=[i-(9-3m+c)']A«-^(3+c+.j-^^—  +2A»} 

...  .         ,  • 

Der  Faktor  von  Cos  [a  (f— mv)  +  (c'mv^wO]  gibt 

.=c.-(-.m'-t-(S^) 

1 

Der  von  Cos  [2  (v — mv)  —  (c'my—wO] 

J 

I  <       * 

und  endlich  der  von  Cos  (c'mi?*-wO 
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und  diese  sechs  Bedinguhgsgleichungien  reichen  hiri^  die  Werthe 
der  sechs  Gröfsen 

A*  A»  A«  A«  A^  AS 

zu  bestimmen» 

Wir  wollen  nun  wiedör  zu  der  Gleichung  (A)  des  Kap,  IL 
zurückkehren* 

Es  war 
u=r  iA  +  e»  +^  +  eCos(cv-- w)— y-Cos2(gv— 0)^-f^u 

also  ist  auch 

SB  1  -T-  2  e  •'-^  JL.  ~  a  c  Cos  {cv — Av)  +  —  Cos  2  (gv — S) 


t«a  a  2 


a"u 


+  *—  -I Cos  ö  (cj;— w)  +  — ;7-  Cos  (ci/— w) 

_  .^  fcos  [2(g»— 9)— (o»— w)]  +  Cos  [2(gv^9)  +  (cv— W)]J 

(e           'v' \ 
1  — ) ,  also  ist  auch 
3              .2/ 


a 


/        e»       y»\ 

\        a        2  y 


a»u«   V  r^  2    ^2/ 


cy«  3e*  ^^ 

=  1— ae  Cos (cy-^ w)  +  --  Cos  2(gv— $)  -j — f  Cos  ^(ci;— w) 


a  "^        '    ■      2 


4,  tif  Cos^cv— w)— I *y*e  |Co8[2(gv— 3>— (c— '«')]  + 

C08[3(g1'^9)  +  (<3V— W)]J 

und  eben  so  wird  man  haben  , 

_*-j?«i  _3/e«4-—  +eCos(ci/— w)~^Cos2(gv— 3)^ 

+  3  ^e •  +  —  +  e  Cos  (cv^^)—  ~-  Cos  2(gv— S) ^ 


Z2 
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also  auch : 


V' 


a^u' 


cyn 

4 
3e«  _     ^  .       37« 


1  +.  — +— =1— e«—  V— 3eCo8(cv~w) 
■     2        2  4 


+  —  Cos  2(cF — w)  +  "7^  Co*  2  Cgi'— i&) 

3cy«e 
— Cos  [3  (gvr— 5)  —  (cv — w)] 


EnilHch  ist 


V 


» + 


h«y  V  dv/  u« 


+  2h 


r{/m-^\- 


Bie  Gleichung  (A)  geht  daher  in  folgende  über: 

/        y'N^                       3e« 
1 — 2ef  1 — —  lCos(cv— w)+ Cos3(cv— w) 


a'dv 


dt=:L 


(4'9--- 


i 


4 


^    t'       h»y  V  dvJ  •  u^J 


3e 


2a 


•di'.Äi 


<y»                                  ^e"  1 

i-l-e* — i-— 3eCos(cv — w)^ Cdsafcy — w)      j 

^  I 


bi 


^ 


3«v»                        3^»e„ 
i  +  _JLco82(g»-9) t-Cos[2(gv— »)— (cv— w)3l 


xi;--i/©-si 


V  4-  / 


Wir  wollen  diese  Gleichung  (A'')  nennen.  Um  sie  bequem 
jBu  integriren ,  nehmen  wir  analog  mit  dem  in  §•  3.  V-  gegebe- 
nen Ausdrucke  an  -  * 

* 

nt+tasv  +  C^e  Sin (cV— w) 

+  C'e"Sin2(cj/— w) 

+  C '  7 '  Sin  2  (gv — ;&)  ^^    ^vctyl-.  f  A^  e 


+  C^  Y»  e  Sin  [2  (gv— d)  —  (cy— w)] 
+  C  5  cy «  e  Sin  [3  (gv— S)  +  (cv— w)] 
+  C^  Sin 2  (i^— mv) 

+  C  ^  e  Sin  [a  (v — mv)  —  (ci' —  w)]    , 
"l'C*  ®'Sin(c'niv — w') 

•welche  Gleichung  wir  durch  (A'")  bezeichnen  wollen. 

Um  diese  beyde^  Gleichungen  A"  und  A'"  unter  einander 
zu  vergleichen,  und  so  die  Werthe  der  Gröfsen  C**  C*  C  .  .  . 
zu  bestimmen ,  hönnen  wir  so  verfahren. 

Setzt  man  a  =b,  so  ist  7-7^  —  a^.=  ->  (5-  ^)*  Noch  ist 

n/'  a  m^ 

1.  =  a4  *  \/m',  also  — =  m«  =  ^-77 -  =  m  oder  ^  =  m«. 

Für  den  Winkel  cy  — w  ist  die  Gleichung  A" 

ndt  =  —  adv  (1  —  —  J  e  Cos  (i'— w)»  also  auch 

nt  =  — 2   (i  —  —  )  ~  Sin(cv— w)  und  daher  ist 
V'  4  /   c 

CO  -5 i ti^ 


Das  Glied  des  Winkels  a  (cv— w)  gibt 

ndt=  |-e»  dvCo8  2{cv— w),  also  ist  C  =  — 

Für  2  (gi^— ^)  ist  eben  so 

nd  t  =  —  cy«  Cos  a  (gv— d;  ,  also  C^  =  — 

Für  2  (gi^— 3)  —  (cv— w)  ist 

3 
ndt  =  d.» .  -^Cos [2(gi'-3)-(cv-w)],  al8oC'  =  —  ^Y-g_c, 

\ 

Weiter  ist,  wenn  man  auch  die  übrigen  Winkel  einzeln  nimmt  : 

3 

ndt  =  —  i e 7»  ä» Cos  [a(gv— »)4-(cv— w)]  oder  G'  =—  ^-^j^qiiJJ) 
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Es  war  aber 


3m 

3 


ir  > 

12(1— m) 


-0082(1»— my) — 


I— m — c 

2 


J 


also  ist 


(3m«  \ 
r  Cos  2  (i/— my)  —  aA'^Cosa  (y — mv)  j  und 
4(i — ^m)                    ^                      ^           V 


A^    ^.      ,  3m« 

nt  =  —  — —  Sin  a  (v— my)  — 


1 — m 


f..  \  ,  Sin  2  (v — ^my) , 

ö(i — m>*  '^ 


-woraus  folgt 


ndt 


C«=  — 

Eben  so  hat  man 

* 

'3  m' 


3m« 


i— m 


8(1— m)« 


-    /3m'  1  \  s 

"^  ^^  \r^*  1— m-c  ® ^^*  C2(v— my)—  (cv-w)]^ 


2 


s  dy « A'  e  Cos  [2  (v — mv)  —  (cv— w)] 


( 


X    •  + 


3m» 


m. 

* •  e  Cos[2(v— my) 

1 — m — c  ^  ^  ^ 

2 


_(Cy-.^w)]j 


(3m»  \ 

_- — 2A'I,  also 

/       3m«  2A'        \     n.    . 

n  t  =  1      '■  —  — j  e  Sm  [2  (v— my)  —  (cy— w)] , 

V(2— 2m-c)«       2 — 2  m — cy  ■-  '  ^-^ 

woraus  folgt 

C»  —  3m*  —  2 A'  (2  —  gm  — c) 

(2  —  2m  —  c)* 

Endlich  ist  für  den  Winliel  c'my —  w' 

ndt  =  —  2A5e'dy. Cos (c' m v- — w')  ,  also 

aA^e'  ^. 


nt  =  


c'm 


Sin  (c'my — w')^  «ß^  daher 


C«  = 


2A5 
c'm 
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15- 7- 


I)»t  R  der  Halbmesser  de»  Erdäquators,  und  p  dicHorizon- 
talparallaxe  des  Mondes ,  so  ist; 

R  Rü         ,    •      , 

p  =  —  Ä  ■  ■  oder  abkürzend 

"^         \/i-fs» 

p  =  Ru 
Es  war  aber: 


u  =  -  [i  +  e*-f-eCos(cy — w)]+^u,  also  ist 

a 

RR  R 

p  =  —  (i+e*)H eCos(ci^-w)-j .  aJu 

a  a  a  • 

Nimmt  man  den  Werth  von  aSa  aus  ^«  3  ,  so  ist 


R  Ab 

P  =  —  0+e')  +  7  eCos(c»— w)+  —♦  A*  Cosa(*'— mv)  A 

-f •  A'  e  Cos[2(y— Imv)  —  (cv  — .  w)] 


a 


R 


-J .  A«  0  Cos  [2(v— mf)  4-  (cv—  w)]     ! 

a  { 


R 


+  — .  A*  e' Cos  £2(v— mv) -f- (c'mv— w')] 

a 


/// 


R 


f 


H A*  e'  Cos  [a(j»_mv)-_  (c'mv  —  tt')]    1 

a  .  •  s 


n 


J 


H .  A'  e' Cos  (c'mv— w') 

a 

welche  Gleichung  wir  (B"/)  nennen  wollen. 

üra  nun  noch  die  Gleichungen  (A"0   w^d  (B''0  numerisch 

zu  entwickeln,  so  war  u  =  m'  und  da    .  =  ..  (  t )  ist, 

'^  a         b  V        .  a/ 

so  ist  auch  annähernd  lL  =  m*«  Es  ist  aber  m  das  Yerhältnif!» 

.  b 

der  mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu  der  des  Mondes  (§*  *a)  , 

also  msKi 0.0748016  und  ^  ==«.005579.  Weiteriste  =»0.054863, 

b 

e'sso.oi68i4-  DieNeigung  der  Mondesbahn  ist  <y=i858o'^Sin  1'^ 

SS 0.0900784*  U™  g  u^^  ^  ^u  finden,    mufs  man  die  Bewegung 


i 


36o 

I 

der  Apsiden,  und  der  Knoten  der  Mondesbahn  aus  den  Beobach- 
tungen kennen«  Setzt  man  nämlich  (g— i)y  gleich  der  jährlichen 
Bewegung  der  Knoten ,  und  (i_c)y  gleich  der  jährlichen  Bewe- 
gung der  Apsiden,  und  substituirt  man  in  diesen  Ausdrucken 
für  V  die  mittlere  jährliche  Bewegung  des  Mondes  selbst ,  so  er* 
hält  man  aus  ihnen 

g  =  1.004022  ,  c  =Ä  0  991548 

Eben  so  hat  man  iür  die  Sonne 

(i«pO»'  =  <>a"5  y  =  359^  45'  40"  =  1395140'' 

also    C'     s=    O.ppQQSl 

Mit  diesen  Gröfsen  findet  man  die  oben  gegebenen  Werthe 
von  A  und  C ,  wie  folgt : 

f  =—  -  (  I   —  —1  =  —  3.01396  und  eben  so 

C  =  0.75689,  C»  =  0.24900,  C*  =  0.74^23 
C*  Ä  -.  o.aSooo 

Aus  dem  in  ^.  5  gegebenen  Ausdrucke  findet  man 

3f£a  /a— m\ 

2b   v> — m/ 
A^  = ^i 1 =  0.007168 

£^^,+4(i~m)« 
2b 

und  eben  so  A'  =  0.17981  ,  A»  =  —  0,00409 

A*  =; — o,oo3äo,  A*  ==o.oi3i2,  A^  =3  —  0.00784 

C*  =  —  0..01018,  C^  =  —  0.39594 9  C's=  0.2099^. 

5. 9. 

Substituirt  man  diese  Gröfsen  in  den  Gleichungen  (A"')  und 
(B"';»  so  erhält, man 

nt4-«=v  —  2277Q"Sin  (cv— w)  -|-470  Sin  2  (cv— w)  U^C^tA^t^u 
+  417  Sin  2  (gv_^)— 2100  Sin  K^—^v),^^^j-^^^^^ 
-j-68Sin[2(gi/— S)— (cv— w)]  ^ 

(^)  —  23Sin[a(gi/— d>  +  (cy— w)] 

—  4480  Sin  [2(y — mv)  —  {cv — w)]    ,^  ^-/  Ciw^^ 
+  728Sin(c'mv — w')      ftuvw^v/tY 
])a  ferner  a  die  halbe  grofse  Achse  der  Mondesl)uhn,    und 

R  der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist,  so  ist  -.  der  Sinus '  der 

.      a 

Horizontalparallaxe  amAequator  für  die  mittlere  Entfernung  des 

Mondes  von  der  Erde. 


u 
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«    Nimmt  man  diese  gleich  o**S6^50'',  so  ist 

^  =  Sin^o**  66'  50"  =  0,016570  und  e  =:  o.o54863  , 

R  R 

also  --  (1+  e')  =3428"i  und  —  =  187"  ,5,  und  daher  die 

gesuchte  Horizontalparallaxe  an  dem  Aequator  für  jede  Entfer- 
nung des  Mondes  von  der  Erde,  nach  der  Gleichung  (B^^) 

p  =  3428''.! 

+  1 87" .  5  Cos  ((Af — w)  4-  24 . 5  Cos  2(y — mv) 

+  33 . 7  Cos  [2(y — mv) — (cv — w)]  /  A  "> 

—  0.7  (>os  [a(v — mi^)  -|-  (cV — w)]  ( 

—  o.  3  Cos  [2(v — mv)  +  (c'mv-^ wO] 
+  0.7  Cos  [2(v — mv)  —  (c'my — w')J 

—  o*4  Cos  (c'm  V — w') 

und  in  diesen  beyden  Gleichungen  für  nt  -|~  e  und  p  ist  v  die 
wahre  auf  die  Ehliptik  reducirte  Länge  des  Mondes,  w  die 
Länge  j{es  Perigeums  der  Mondbahn,  cv — w  die  wahre  Anomalie 
des  'Mondes,  9'  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondes- 
bahn, c'mv — w' die  wahre  Anomalie  der  Sonne,  v — ^mv  die  Län- 
ge des  Mondes  weniger  der  Länge  der  Sonne ,  und  gy  —  ^  das  i 
Argument  der  wahren  Breite  des  Mondes. 

.  .  4^>      .  • 

In  der  ersten  dieser  Gleichungenl  ist  die  Sumine  der  von 

(c  p  --^  w) ,  und  2  (c  V  —  w')  abhängencfen  Glieder,  die  Gleichung 

des  Mittelpunktes ,  die  nämlich ,  nach  Th«  II.  S.  6 1 ,  gleich 

—  2eSin(cy  —  w)4-(4:e*+f  e*)  8in2(cy — w/ ist. 

Der  Faktor  von  4480  ist  die  Evection',. 

von  2100  die  Variation  , 

von    728  die  jährliche  Gleichung  (11.  S.  226) 

und  417  Sin  2  (gy  —  S)  ist  die  Reduktion  auf  die  Ekliptik,  die 
nämlich  (II.  S.  70)  gleich 

-«•3: 

•  Sin  2  Arg.  d.  Breite  =  —  4 17"  Sin  2  Arg.  d.  Breite  ist* 


Sin  1" 

5.  10. 

Die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen  geben  die  mittlere 
Länge  des  Mondes  und  seine  Parallaxe  durch^  die  wahre  Län- 
ge» und  sie  müssen  daher  zur  Anwendung  in  solche  verwandelt 
werden,  welche  die  wahre  Länge  und  die  Parallaxe  durch  die 
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mittlere  geben«  Zu  diesen  und  ähnlichenlmrersioiten  kann  man 
9icfh  folgender  Methode  bedienen» 

Es  sey  die  Reihe  gegeben 

m  =^  y  +  a  Sin  (b^+c)  +  a'  Sin  (b'v+c') + a"  Sin  (b''y+c'0  + . . . . 

Man  suche  die  Gröfse  v  durch  m  auszudrücken* 

Vergleicht  man  die  gegebene  Reihe  mit  der  bekannten  Glei- 
chung Lagrang  e'sac=y«-x97, 

soista  =  m,  yssy,  x»  — i,  9^ :=  J2'aSin(bv+c), 

d  ^a 
4^7  =  1»,  \j/a=m,  — ——  =  1  V  und  ^a»  2*a  Sin(b  m+c)  , 

cra 

also  hat  man 

y    ^.    ,,      ,    .  .    1  ,     ^a«Sin«(bm  +  c) 

y^m — ZaDin(bm-f-c)-{ d.   5 

3  dm 

f      ,      -2'a»8in«(bm+c) 
a.3      *  dm» 

1  2a*  Sin*(bm-f-c) 

a.3.4  dm» 

Es  ist  aber  überhaupt 
d"-~«  .  Sin« «  1  V ^  • 

=; X 

i..n-i  ^     1 

n"-»Sin  n«— n(n— a)»— »Sin(n— 3)04- -^ (n— 4)»— »  Sin{n~4)«|' 

I       n.n — i.n — 3  ^         ^.  ,        . 

I T^—  (n— 6)"— "  Sm  (n— 6)  «+••.* 

I  1 « 2  •  1$ 

also  ist  auch,  wenn  man  in  diesem  Ausdrucke   für  n  nach  der 
Ordnung  die  Gröfsen  1  ,  2,  3  ••••  substituirt,  und  arsbm-f-c 

setzt, 

a»b 
vs=m — raSin(bm"4-c)+2 Sin  3  (bm+c) 

—  ^  f^r-^  [3 »  Sin3  (bm+c)  —  3Sin  (bm+c)] 

2*i|*3 

a^b' 

+  -2"  — ;: r  [4^  Sin 4  (bm+c)  —  4. 2»  Sin  2  (bm+c)] 

■       ö#o,4'^ 

—  2-r-^r— ;C5*Sin5(bm+c)-5.3''8in3(bm+c)+—  SinCbm+c)) 
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/ 

+2^  3I5.6  3;(^'S'°^Cbm+c>-6.4'Sin4(bm+c)  ' 

+  ^  a  5  Sina  (bm+c)  ^ 
i.a  / 

-^o^fA'     o>'  G*Sin7(b>n+c)-7.5«9m5(bm+c) 

2i  3«Süi3(bm+c)—  T:-^-^  Sin(bm+c))  + . .  •  • 
i.a  1.2  3  / 

# 

Hätte  man  z«  B«  die  Gleichung  jn^v  -{-  Sin  y ,  so  idt 
a  =  b  =  1 ,  und  c  s  a  s  a'  s  a^'  •  •  •  •  ss  o , 
alffo  die  letzte  Reihe 

vsm — SinmH —  Sin  2m — ■■  f3*  Sin  3m— 3  Sin m) 


2  2.3,2 

1 


2.3.4.23 

übereinstimmend  mit  Tb.  II,  S«  62, 


(4'  Sin  4  m  — -  4*2  *  Sin  2m) 


J.  11- 

Die  folgenden  Störungsgleichungen  hat  Damoiseau  in 
seinen  Tables  de  la  lune^  Paris  1824,  blofs  aus  der  Theo- 
rie abgeleitet*  Er  setzt  folgende  Elemente  voraus : 

Für  die  mittlere  Pariser  Mittemacht  des  i,  Januars  1801  ist 
die  Epoche 

der  mittl.  Länge  des  Mondes      111^  36'  42'^  8 

der  mittl«  Anomalie  2o5     21)   58  «4 

des  aufst*  Knotens  i3    54    54  *fl 

Säkulare  Bewegung 

der  mittl.  Länge    -  -     -    -     307°  52'  4»'^6 

der  mittl..  Anomalie  198    49    55  .o 

des  aufst.  Knotens  i34      9    57  »5 

Säkulare  Gleichungen 

der  mittl.  Länge  10".  7282 1*  -J-  o".  01986 1^ 

der  mittl.  Anomalie  5o  .42o3t"-|*o  «091031^ 

des  aufst,  Knotens  6  .  5632 1*  -4-  o  ,  01 185 1' 

nvo  t  die  Anzahl  der  Jahrhunderte  seit  1801  .  00  ist. 

Nennt  man  nun  der  Kürze  wegen  v  die  wahre  Länge  des 
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Mondes,  1  die  mittlere  Länge,  m  die  mittlere  Anomalie,  m^  die 
mittlere  Anomalie  der  Sonne ,  und  setzt 

a  =  l  —  mittlere  Länge  der  Sonne,  und 

b=:l  — Länge  des  aufst.  Knotens  des  Mondes, 

80  hat  man 

für  die  Länge  des  Mondes 

vr=  1 -I-23640'' Sin  m-f-769"  Sin  •  am  +  87  Sin  •  3  m  4- ^  Sin  4  m 

,  ...  12 2 Sin a -1-2370 Sin 2a -|- 1^ Sin« 4a 

—  674  Sin  .  m'  —  7  Sin .  •?.  m' 

.  — .  8  Sin  (a  -{-  m)  + 1 5  Sin  2  (a  -j-  ni) 

—  i7Sin(a  — m)  -f-2ia  Sin2  (a  —  m) 

-j-4590  Sin(2a  — m)  +  3i  Sin2(2a  — m) 

+  39Sin(4a— m) 

4~i3Sin(2a  —  3m) 

+  i92Sin(2a  +  m)— ioc)Sin(m-f-mO  +  i48Sin(m  — m') 

~8Sin(2m  +  m')+«oSin(2m  — mO+i8Sin(a  +  mO 

+  8  Sin  2  (a  —  m')  —  25  Sin  (2  a  +  m')  +  1 66  Sin  (2  a — mO 

—  «<)Sin(2a+m'-m)-}.ipSin(2a-m'+m)+207Sin(2a-m'-m^ 

+  9  Sin  (2a-m'— 2m)-l-7  Sin  (2a-2ra'-m)  —  45  Sin  (2b+m) 
— 39Sin(2b-m)^ioSin(2a+2b— ra)  —  7Sin(2a-ab-fm) 

—  6  Sin  2  (a+b) +55  Sin  2  (a-b)  +  7  Sin  (l-b) 

4-  1 .  Sin  (2a+3m)  + 1  Sin  (4a-3m)  —  i  Sin  (a-zm) 

—  3  Sin  (3a-m)  +  i  Sin  2  (a-2m)  +  3  Sin  (m-am') 

^  _  ,  Sin(m+2m0  +  4  Sin  2  (b+m)  +  i  Sin  2  (b-m) 
+  2  Sin  ('a+m'-m)  +  i  Sin(ä+m'+m)  —3  Sin  (-a+^m'-m) 

—  3Sin  (2a+m'+m)4-3  Sin(2a4-m'-2m)— iSin(2a~2b+mO 
+  I  Sin  (2a-m'+2m)  —  1  Sin  (2a-+  2b+m)  +  3Sin(4a-m-mO 

—  t  Sin (2a+2b— 2ni)  +  3  Sin  (4a— 2m-m')  +  3Sin  (2a~2b— mO 
+ 1  Sin  (4a~m0  +  1 .  Sin  2  (cia-b) 

Für  die  Parallaxe 
p  =  342i" 
+  186" Cos m+  ioCos2m+i  Cos  3m 

—  I  Cos  a  +  28  Cos  2  a  +  34  Cos  (2  a  —  m) 
+  1  Cos(4a— m)  +  3Cos(2a+m) 

—  1  Cos(m  +  m')4"  *  Cx)s  (ra — mO 

+  2Cos(2a  —  raO  +  i  Cos(2a^ — m'—- ni) 

—  1  Cos  (2  b — m) 
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Setst  man  dann  zu  jedem  ißv  drcy  Argumente  m,  a  und  b 
die  SuBime  der  vorhergehenden  Störungen  der  Länge,  oder  die 
Grciise  v  —  1,  und  nennt  diese  so  yermehrtcn  Argumente  /x,  a 
und  ß ,  80  erhält  man  für 

die  Breite  des  Mqndes 

i854o''Sinß+i3Sin3ß 

+  528  Sin(4o^/ä)— iSin(/x-f-ß) 

—  14  SinkiJL— ß)+ 2b Sind fJL  —  ß) 

-f*       2  8in(2Ä  —  ß +/X) — 16  Sin  (2« — ß  —  ^) 

—  5  Sin  (2  a — ß — 2/*)  +  24Sin  (|3  + m^) 
-|-     25  Sin(ß — "m')+22  SinCza  —  b — m') 

-|-        I  .SinCaa — ß«— 2in^J —  loSinJ^sa — ß-f-™') 

—  8  Sin  V  +  1  Sin  (a^ß)  —  1  Sin  (2«— 3ß)  +  1  Sin  (2a+ß) 
-*-       1   Sin(aa — ß  —  fi  —  m') 

in  welchen  Ausdrücken  alle  Gröfsen,  die  kleiner  als  eine  Sekun- 
de sind,  weggelassen  -wurden. 

Die  Abkürzungen ,  welche  wir  uns  in  dem  Vorhergehenden 
erlaubt  haben ,  machen  noch  einige  nachträgliche  Bemerkungen 
nothwendig,  welche  ich  hier  zusammen  stellen  werde. 

!Nach  den  Beobachtungen  ist  die  mittlere  Bewegung  des 
Mondes,  die,  nach  dem  Voi-hergehenden,  bey  allen  Planeten  bestän- 
dig ist ,  einer  Aenderung  unterworfen ,  deren  Ursache  wir  nun 
suchen  wollen« 

Wenn  wir  in  der  dben  gegebenen  Gleichung  von  der  pla- 
netarischen Störung  der  Länge  blofs  das  letzte  Glied  betrachten, 
da  die  übrigen  nicht  zu  der  gegenwärtigen  Untersuchung  gehö- 
ren, SU  ist  mit  den  dort  gebrauchten  bezeichnungen 

^  aan        ,9     /dR\    , 

iy=  — ^::,.^    /r  (-7-)  dt 


Es  war  aber 


U" 


J/*(x'-x)«+ty'-y)«+(^z'--z; 


wo  a^ÄXx'+yy'-J-zz' 


ist* 


Da  aber  x  y  z  gegen  x'  y^  wJ  sehr  klein  sind ,  so  ist 

<       -  1  r"         .   3u 


R=    ^.-(r«+r'»— 2u«)-5«— *•    + 


2r 


«3 


Bezeichnet  aber  1  und  1/  die  Lange  der  Sonne  und  des  Mondes > 
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so  ist,  weim  man  diese  beyden  Körper  in  der  Eb^e  der  Eklip- 
tik annimmt 

X  =rCosl     x^zsr'Cosl'  und  z  •==  o 

y  =  r  Sin  1     y^  =  r'  Sin  l'  a'  =s  o,  also  auch 

^=  Cos(i-iO.  ~r  =t+4Cos8(i-io 

Da  man  aber  hier  nnr  die  nicht  periodischen  Glieder  betrachtet, 
so  ist 

1  r* 

n^  =  jr*r''i  also  auchRss und 

'  r'         4r'* 

,  ,  /dR\  r» 

daner  r  f  —  I  =: ^  oder  endlich 


«  <  « 


^  an  rr*  At 

\/i~e»    •^     r'» 

Es  ist  aber  für  die  Ellipse 

(e*  e*  \ 

1+ — — eCa8nt+ -— Cos2  nt  j,  oder* 

/     ,    3e«\       1  3c'» 


^nd 


3 
4 


=  1  -j ,  also  ist  auch 


na»    ^/  .     3e'»\   ' 

i*t         na»    /./         .    3e'»\\ 


Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  ein  Theil  d^r  mittle* 
ren  Bewegung  selbst,  und  fällt  hier  aulscr  unserer  Betrachtung. 
Das  andere  Glied  /e'  dt  gäbe  eine  Gleichung,  welche  die  kur- 
ze Aenderung  der  Excentricität  dejr Mondesbahn^  von  etwa  sechs 
Monathen,  enthielte,  und  welches  daher  auch  jene  säkulare  Aen- 
derung  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes  nicht  erklären  kann. 
Es  bleibt  also  nur  noch  übrig* 

und  da  die  Excöntricität  e^  der  Erdbahn,  nach  demVorhergehenden, 


-  357 

Yerändemngen  yon  sehr  langen  Perioden  leidet ,  so  wollen  wir 
annehmen,  dafs  sich  e^*  durch -die  Reihe 

e'*  =  A-f.Ht4-Ct«  + 

darstellen  lasse.  Nehmen  wir  von  dieser  Beihe  nur  die  zwey  er- 
sten Glieder ,  so  ist 

^  3na» 

\ 

Das  Glied  dieses  Ausdruckes,  dessen  Faktor  A  t  ist ,  gehört 
wieder  zu  der  mittleren  Bewegung,  von  welcher  es  einen  Theil 
ausmacht,  welcher  in  der  heobachteten  mittleren  Bewegung  des 
Mondes  schon  enthalten  ist,  und  also  ebenfalls  nicht  hierher  ge- 
hört. Es  bleibt  daher  nur 

.  5na3 

4a'* 

und  in  diesem  Ausdrucke  soll  die  Gröfse  B  durch  Beobachtungen 
bestimmet  werden.  Für  die  Epoche  von  175a  ist  t  =0,  und 

de' 

—   =  —  0.00004557,  e'=  0.0 1681 /|  also  ist 

d.e'*         ae'de' 


dt  dt 


=  —  o.oooooi532«  £s  ist  aber  auch 


e'»  =  A+Bt,  also      '    ..  =:B,  und  daher 

dt 

r     ,  ,  B  s=  —  O.000OOl532 

Weiter  ist,  wenn  die  Sonnenparallaxe  8''. 65,  und  die  des  Mon- 
des 5jA  ^1^' gesetzt  wirdj 

*L  _.    (Q-^^)^    =  o.oooöoooiSSu 
a'^        (37'2i'0* 

•  also  auch   ! y.    =  20".  64788. 

Aa'  * 

Da  endlich  die  Sonnenmasse  fi  =  829630  ist,  so  hat  man 

wenn  t  die  Anzahl  jahrhunderte  seit  1750  bezeichnet.  Dieser  Aus- 
druck für  tnSv  stimmt  nahe  genug  mit  den  Beobachtungen  (§,  ii) 
überein.  Hätte  man  noch  das  dritte  Glied  Ct'  mitgenommen,  so 
würde  man  fiiir  mSi/  noch  ein  Glied  der  Form  D.t^  gefunden  ha- 
ben, wo  aber  D  noch  nicht  0^^.02  beträgt,  also  erst  nach  meh- 
reren Jahrhunderten  merklich  seyn  kann. 

Diese  säkulare  Gleichung  des  Mondes  hat  bekanntlich  zuerst 
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Haltey  Jorch  die  Vergletchung  der  alteren  Mondesbefibach* 
tungen  mU  denen  der  neueren  entdeckt.  Es  ist  merkwürdig,  dafs 
die  Wirkungen  der  Veränderung  der  Excentricität  der  Erdbahn 
nicht  in  der  Bewegung  der  Erde^  sondern  in  jener  des  Mondes 
sich  den  Beobachtern  zuerst  gezeigt  hat.  Diese  Aenderung  der 
Excentricität  hat  seit  den  ältesten  ßeobachtungen,  die  auf  uns 
gekommen  sind,  die  Mittelpunktsgleichung  der  Erde  nur  um  acht 
Minuten ,  die  Länge  des  Mondes  aber  fünfzehnmahl  mehr ,  oder 
um  volle  zwey  Grade  geändert« 

Dasselbe  wichtige  Resultat  würde  auch  unmittelbar  ans  den 
vorhergehenden  Berechnungen  der  Störungen  des  Mondes  von 
der  Sonne  hervorgegangen  seyn,  wenn  man  dort  die  höheren 
Potenzen  von  e^  nicht  weggelassen  bätte* 

Um  dieses  zu  zeigen  i  war  oben  eigentlich 

u  =  -  [i  +  e*  4-®Co8(ci» — w)]  ,  also  aueh 
a 

u'=  i-  [i  +  e'»  +  e'Cos(c'ir'  — wO] 
a' 

Man  hat  daher ,  nach  ^.  3.  L 

m'u'3   _    /ti    /i  +e^^  -He^Co8(cS^  — wpy 
ah»u*   ""  'ob  \i-t-e"    +0  Cos (c  v  — w)/ 

=:  ?L(  I  +ie'»— 3eCos(ci^— .tv)+3e'Cos(cV— wO) 
2b  V  ^ 

.     Daraus  folgt  (J.  4) ,  dafs  die  Glieder  ohne  Cosinus  und  ohne  A 
sind 

dv*  b        ab 

also  ist  auch  die  Gleichung. (B")  des   J.  4,    wenn  man  nur  auf 
die  nichtperiodischen  Glieder  dersefben  Bücksicht  nimmt 

o=  11^  +u- » +  ii(i+ie'«)-!f  (4-3m)  A«, 
dv"  b      ab  ,  4" 

und  deren  Integral 

b       2b  2b 

Allein  der  nichtperiodische  Theil  in  dem  ersten  AtisdruGk^  von 
II  ist,  wenn  man  e^  we| 


3«9 

^  * 

m  =  1 ,  also  üi 

a         .       ■         ' 

a      b      2b  4v 

und  da  die  EtÖentricität  e^  der  Erdbalm  ^iner  säkularen  Tariil. 
tion  unterworfen  ist,  s,o  isi  auch  a  oder  die  mittlere  Ehtfemung, 
oder  endlich  die  'mittlere  Bewegung  d,e8  Mond.es  einer  ähnlichen 
Variation  ausgesetzt 

Der  nichtperiodtsche  Theil  der  Gleichung  (A^')  des  §.b  ist 

cleich  i!^.  Da  aber  i  das  Glied  —  1  .  fÜ^Ü  enthält ,  so  Wird 
^  V/l^  ä  Hb 

'  a'  ein  Ton  e'  abhängiges  Glied  enthalten«  Es  ist  näinlieh 

« 

'  a       b       tisb       3        b 

a— »        Vb        sb       a         b    / 
oder  wenn  man  blofs  auf  jene»  i^^ed  Bück^icht  inmitti  ^ 

JL  SS  3/ütb«.e'*  * 


a~ 


a^dy 


Also  enthält  der  Ausdruck  1^  das  Gli^d  9  s 3fA\  e^* .dir.  Et 

yb 

ist  aber  di^assndt,  also  ^==3 /Ltnb^.e'*dt^  und  daher  enthält 
auch  der  Ausdruck  yon  ii  t  -f^  <  in  $•  9  das  rerlnderliche  Qlij&d 
3f*nb*/e'*dt  ü.  s.  W. 

In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  die  Gleichung  (C)  des      t  (^7 
Hap.  IL  für  die  ^Breite  des  MoiM^^  ganz  Änentirickelt  gelassen ,  / 

weil  diese  Entwicklung  nur  ^ine  Wiederhoiluttg  der  Arbeiten  ist, 
welche  wir  mit  der  Gleichung  (B)torgenoiniiien  halben.  —  Nimmt 
man  an ,  daft  ii  in  eine  Reihe  entwiekek  f  unti^i^  mehreren  an- 
deren auch  das  Glied 

6".  y .  Sin  [2.(v  —  m  j; j— (g V  —  SOl 

enthalte  ,  ao  wird  dies^  particulj^e  Entwicklung  der  Gleichung 
(C)  sehr  einfach,  wenn  man  die  Hoheiten  P^^ienäen  von  e  und  y 
und  selbst  alle  Glieder  Temachlässigt,  diie  nicht  in  den  §iiias 
oder  Cosinus  Tongi^— S  muliüplicirt  sind.  Es  ^ar  naiieUi^  (^j),, 

IIL  Aa 
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h»U    i^Kl+8*  3U'  J 

liüd  dieser  Ausdruck  ist  gleich 

3 m/y ^  s  ^  3m/u/3s  ^.^^  ^  ^^_^,j 

Es  wt  aber  u  =   1   [1  4-eCos(cv— w)], 

ü'=   !_[i  +  e'Co8(c/v'  — wO]i  8=7Sin(gv— ») 


N 


^  =   l^^undhs  v/b, 


a'3 
also  gibt  die  E  ntwichlung  TOn 

i!!L?lll  das  Glied  iti?  Sin  (gv-5) 
3h*u*  ab 

Eben  so  erhält  man  ^^'^'    *  Cos  9(  (v— *')  / 

ah^u* 

^enh  man    die  in  §.  3.  IL  gegebene  Entwicklung  von 

^^'"''  Cos  2  (i^W)  durch  •., 
ah«tt*  u 

das  heifst  durch  a  7  Sin  (gv— d)  multiplicirt.  Es  ist  daher 

^"^'^'''  Cosali^— vO=  ?^-a «ySinCgi^—«  Cosfi(v—mv) 
2h«u*  ab 

nijd  dieser  Ausdruck  enthält  keines  der,  nach  der  ubigen  Vor- 
aüssetÄung,  hier  zu. betrachtenden  Glieder,  also  ist 

r    f^\  -  Ct+s>)    /^dQN  ^  3j^  s>„  ^yy_3^ 

h  uVdu/        h»u*        Vds-/  2b 

Die  Gleichung  C  enthält  überdiefs  noch  das  Glied 

-^.  r£$\  Es  ist  aber 

.,   ..     h«tt«4» .  M^y 

D  "^  ~  1^"!'^  ^'^^  (»--?0 und f!  =  n7 Coa^gv-^A, 


37« 
«ho  ist  jenes  jG^ied 

-  ^S'^  Sin  a  (»-»0  C6s  (8»^»)^ 

oder  jenes  Glied  ist  für  unsere  Absicht  ebenfalls  gleich  Null» 
Ein  fernerem  Clied  der  Gleichung  (C)  ist » 


V  d;;^  "^  V  h^/^v  drJ  •  ^* 


d  II 

Es  ist  aber  —  s  *^gCes(giHi^;») 

^+s  =  y(i-g»)Sin(gy-5) 

und  da  g  schon  sehr  nahe  die  Einheit  ist,  &ö  hönnen  wil^  auch 
dieses  Glied,  unserem  Zwecke  gemäfs^  übergeben,  . 

Von  den  so  erhaltenen  Gliedern  sind  nun  die  Diff erentialien 
zu  suchen. 

Das  Glied  ?°^'  ^'^  ^  gibt  das  Diffei*entiai 

ah*  u4     ^ 

Sm^u'^i^s        6m*u*>s3'ii 

ahiu*     ""  '     h»u5 

und  davon  ist  der  erste  Theil    ^^  ?  oder  J^^ygäv  Cos(gfr — »)^ 

sb  ab 

und  der  sweyte  Theil  ist 

_  6^a*  s^u  ^  _  6^^  AoCosa(i/-mv)6iii(g^-i5):s.o 
b  b 

Das  Glied  ^'?..^.   i^  Coea  (v-^W)  gibt  eben. to  dasbifferentiale 
ah*  u* 

■■f.  i  Cos  3  (f—^0  •*-**-*—— •  Cos  3  (v — »0  + 

3h*u*  '  h*u* 

Sm^u'^sJy 


^ .  • ' 


•  Sin  3  (i'— »0 


h«ü* 
und  darön  ist  das  erste  Glied 

?ifi  *sCos  a(ir— 1^0 
ab 

s.  ifil.Bo  «y«in  i:a(iH-mir)  ^  (g#--»)3  Cos  a  (f-^O 
ab"' 

=x  -.^B^'vSiiiCgF^Ä) 

Aa  a 
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Das  zweylc  Glied  aber  folgt  unmittelbar  aus  iem  TorBitibetrÄch* 

tcten  6m^q'*s^u^  ^^  ist  »aunlich  dieses  GUed  gleich 
h*u5 

_  ^J^ ,  ^  Ä^  Cos  a  (y— my)  Sin  (gy—  i^)  Cos  2  (y  -  mv) 
b 

«_^cy.A-SinCgir-5) 

Das  dritte  Glied  endlick  kana  bier ,  uaseJrer  Absicht  genäfs, 
ganz  übergangen  werden,  so  dafs  daher  das  gesuchte  Differential 
des  letzten  Ausdruckes  ist 

-  ^  (iB*  +  aA«)cySin(gy-3) 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  endlich  Yon  dem  GKede 

3m/u'3  Ss  ^.      ,'. 
ah*  u*  dy  ^        '' 

das  entwidielte  Difibrential 

I  .  ,  ■ 

-I^.B^.SinCfey-^). 
Sammelt  znaü  alles  Tothergehende, ^ so  ist  dSe  Gleichung  (C). 

Es  ivar  abersssiy^8in(gy — ^9),  al^o  ist  * 


^a  ciy   . 

d's 
Wenn  man  «laher  die  Glieder  beyder  Ausdrücke*  yon  —  +  s, 

dy* 
fvelche  den  Sinus,  und  die,  ir eiche  den  Cosinus  ron  (gy— i)  ent- 
halten ,  jede  für  sich  gleich  Mvül  setzt ,  so  erhält  man  folgende 
zYrej  Gleichungen 

ud*5        ^^^  /  dSv         . 

^*  d;T-^irv'^5;^ 

d*y  /        M\^ 
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SD 

Das  Integral  der  ersten  dieser  bejden  Gleichungen  ist 


"    1 


*     ♦ 


=  C.«y 


g 


«  • 

Die  lEwejte  aber  ^l&tf,  Venn  'man  d«  7=0  setet, 

alsov  wenn  man  p  als  beständig  betradbt«! ,  was  man  hier  ^ne 

merhKehen  Fehler  thnn  kann,  3  =  gi'  — >•  (i+p)^.  Daraus  folgt 
datier  die  jährliche  rückgän^ge  Bewegung  der  Mondsknoten 

Um  die  Gröfse  p  zu  erhalten,  mufs  nian  zuerst  B*  suchen. 
Es  war  s  ss  cyjSin  (gv^— ^)  also  auch  ,  >  '  ^ 

-i  Ä  g  Y  Cos  (gf — '^) »  5I!.  «  —  g  •  7  Sin  (gv— ») 
^,  dv» 


s    — 


also  ist  auch 

otk,~^«cySin(gi^— 53-|-«ySinfev— 3)  +— -Kl-«  A  •-B').7Sin(gi^f ), 


2b 

und  daher 

B<^  =  i— aA«>—  ^.  (g«  — 1) 

Sfia 

Es  ist  aber  g  =  1 « 0040351 ,  —=:  o  •  ooSSvg,    . 

b 

A®  s  o « 00716;  also  ist  auch  B'*  »  o .  otfao, 

3tfa 
und  daraus  p  =  -\—  (1  —  3  A*  — B®)  =so  •  00806» 
'^        ab. 

Ferner  ist  ys=  i^SiSySS^'  die  jährliche  mittlere  Bewegung 
des  Mondes ,  also 

P  =  69631'' 
oder  die  tägliche  Bewegung  der  Mondshnoten  ist 

JL^  »  3'id'/-639. 
365.ä5  ^ 

Nach  den  Beobachtungen  ist  sie  3'  10'' »776« 
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t 

\.  Nach  dem  Yorh^rgehenden  $•  ist  die  Tangente  y  der  Nei- 
gung der  l^ondsbahn 


ly  = 


'■(«-£■)   «*•(•+')' 


also  cönstant,  so  fem  die  Gröfse  p  als  constant  betrachtet  wird. 
Diese  Beständig1i<ut  dar  mittleren  N^iguQg  wird  i^ei^EüdU  durch, 
die  Beobachtungen  bestätigt* 

§•  i5. 

Ein  dem  yorhergebendan  ähnlicihes  V^rSdinen  Ia£it  fieh  auoh 
auf  die  Gleiphupg*  (ß)  ^n'^enden. 


I  4 


l 

Es  war  u  a=  -[i-|reCos(cy — ^w)],  also  ist,  wenn  man  d*e 

a 

verAiichlässiget, 

d'u  ade  ed«w 

^  +u=  — -j^,  (cdi^dw)Sin(cir— w)+-;;3;;7  Sin  (er— w) 

-JL-  (cdi^— dw)»Cos(cy — w)4 — [i+eCos(cj^— w)] 

ndv»  a 

Ist  aber 
q=»!?fCa+C._c)A«-.^[(i6--cM^,^  ,a-3cH-c»     ^, 
4  4 — c«  1 — m 

so  gibt  die  Gleichung  (P) 

^  +  u  =  3?  Cos  (er— w). 

Wenn  man  also  wieder  di^  Glieder  der  beyden  Ausdrücke 

ron  mm^  +  1^^.  welcha  c|ie  Sinus   o^er   Cosinus  des  Winkels 
dv^ 

(c  tr  —  w)  enthalten ,  yergloicht ,  so  ist 

dwN      de 
d*-/      dv      . 


ed*w         fi  / 
o  =s  —  -  (  c  — 

^^v^         a  V 


weil  schon  sehr  nahe  a  =  b  ist   Das  Integral  der  ersten  Glei- ' 
chung  ist 

1                    e* 
—  =  C  • ,    und  die  «weyte  gibt 


c  —  z^l  * 


d 


V 
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Sieht  man  also,  was  hier  erlaubt  ist ,  Jie  Giöfse  q   als  constant 
an ,  so  hat  man 

oder  die  jährliche  Bewegang  des  Mondsperigeums  ist 

Q=;y  — V,  J/l— q- 

Es.  i*t  aber  q  =  ovoit»U49  >^  i73i37U5 ,    also  die  tägliche 
BoMregung  d^s  Perigeums 

'365.25 
Nach  den  Beobachtungen  ist  diese  GrÖfse  6^  40'^. 93 2. 

1.  Endlich  ist  diQ.  Excenfricität  dei^  llfl!ondesbahn  aus  dem 
ersten  der  vorgehende^  Integrale 

e  =  ^        :    a  ■       '-         ••        a    • 


c'(.-=)'     CM.^,A 


also  beständig,  so  wie  die  Neigung  (§.  14.  IJ,  was  ebenfalls  durch 
die  Beobachtungen  bestätiget  wird. 


*       k 


*     \    '  '  5.  16. 
Der  Ausdruck  von  (     ^  j  des  J.  1  ist,  wenn  man  der  Kürze 


^du 
wegen  8=  o  setzt , 


(^^  «  1  -  "-'^  [ .  +i  Co»  2  (r-W)]. 

VduX  s    2U3 


I  .  I 


Es  ist  aber  u  •=      ,  u'  =  _  ,  und  daher 

r  r'    • 

und  dieses  ist  die  Kraft,  welche  auf  den  Mond  in  der  Rieh* 
tung  der  Entfernung  r  des  Mondes  von  der  Erde  wirkt.  Da  oh- 
ne die  Wirkung  der  Sonne  die  auf  den  Mond  >virkcnde  Kraft  K 

der  Erde  gleich  —  wäre ,  so  folgt  aus  dem  letzten  Ausdrucke  , 


// 
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dafs  Ale  Sonne  im  AUgenieioen  eine  Verminderang  der  Schwe- 
re des  Mondes  g^gen  die  Erde  herrorbringt,  und  dafs  diese  Ver- 
minderung f  wenn  m^n  Ton  ihren  periodischen  Aenderungen  ab« 

strahirt ,  im  Mittel  gleich  fc  s    ^  ist.   Das  VerhaUnifs  dieser 

ap/s 

beyden  auf  den  Mond  wirkenden  Kräfte  ist  also 

k         m'r»   KT    u  ^  /  •  *    u        #       «'•n'» 
—  Ä  •  Nach  g.  b,  ist  aber  m' » 

K          3r'*              ^                                 a*n« 
also  ist  auch,  wenn  man  a's=  i ,  und  rs»a  set9t|  oder  die  EKcentri-» 
cität  der  Mondsbahn  Temachlässigt  --  =  i.  — Nach  fi. 8  ist 

n' 
aber  ..  ss  0.Q748  das  Yerhältnifs  der  mittleren  Bewegungen  der 
n 

Spnne  und  des  Hondes ,  also  ist  ^  s  ',  ,.,  .  oder  die  Wir- 

ff      357. SW« 

kung  der  Sonne  Termindert  die  Schwere  des  Mondes  gegen  die 
Erde  um  ihren  357 . 5«*««  TheiL  Man  sieht  leicht ,  dafs  die  Ent- 
fernung r  des  Mondes  ron  der  Erde  durch  die  Wirkung  derSon» 
ne  in  demselben  Verhältnisse  vergrofsert  wird «  so  dafs  man  hat 

dr        k 

—  =  -r9  luid  dafs  daher  die  Bahn  des  Mondes  durch  die  Wir- 
r         K 

kung  der  Sonne  im  Allgemeinen  yergröfsert  wird« 

Da  beyde  Kräfte  k  und  K  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde 
gerichtet  sind ,  so  hat  man  nach  dem  Princip  der  Erhaltung  dei^ 
FJächen  (Kap.  IIL  J.  2) 

d .  [r •  d  (v — y')]  a=s  o,  oder  srdrd  (y— ^0  +  r •  d«  (v — fO  =»  o 
oder 

d"  (V — v')  adr        .^  ^k *, 

d.(i; — v')  "T"  K^  i79r'* 

Vernachlässiget  man  aberi  wie,  zu  vor,  die  Excentricität  der 
Uondsbahn  ,  so  ist  d.(v — v')  =ndt.  Ferner  ist,  wenn  e'  die  Ex- 
centricität der  Erdbahn,  und  a'  die  mittlere  Anomalie  der Sonno 
bezeichnet , 

r'=si+  I—  — e^Cosa^ — Je'»  Cosaa'  + 
2 


öder-—  =:i+|e^<+3e'Cosa^+l6''  Cos 2a' 


also  die  letzte  Gleichung,  da  d*  y' =30  ist  ' 

ndt  Se'ndt 

d«,v=3 Ci+le'*)—  •- — "—  (Co8a/.fHe'Cos»ttO 

179  ^  '179 


5?? 

Da  aber  (i^ach  J.  8)  m  ss=  — ti  oaeriiÄ  —  ist,  wöm=:o:o740,, 

«t  Dl 

%o  hattn  man   in  dem  letzten  Oliede  dier  vorigen   Gleicbung^ 

n'  Aaf  '  '  •  .1 

ndt  s  ^  «dt  das  heifst  —  setzen.  Inteorirt  man  danp  diese  Glei" 
mm'' 

chnng ,  so  erhalt  man : 

nt  3n  3e^ 

dr  =  -  ^  -  ^/e/.  dt-,j^  (Sin«/+Je/Sm3«0 

» 

Das  erste  Glied  dieses  JkasdrubkeS'  ist  ein  Theil  .der  mittle«i 
ren  Bewegung  nt  des  Mondes ,  nfimlich  der  constante  Theil  der 
Yerzogernng  dieser  mittleren  Bewegung,  welbh^,  durch  die  Wir* 
kuug  der  Sonne  entsteht,  und  die  also  den  i7i)sten  TheiJ  de4 
Ganzen  beträgt.  Das  letzte  Glied  enthält  die  jährliche  Glei- 
chung dcb  Mondes  ($.  9)'.  Da  nach  S.  8  e' sss  0.01681-  und 
m  SS  0.0748  ist  y  so  ist  diese  jährliche  Gleichung  gleich 

—  ifl'  67''  Sio  a'  —  c)'^  8  Sin  •  ä'.     '  • 

3n 
Das  zweyte  Glied  jener  Gleichung  endlich,  oder  ^7^/^*  ^^^^ 

würde  ebenfalls ,  so  wie  das  erste,  einen  Theil  der  mittleren 
Bewegung  ausmachen ,  wenn  die  Exoentricität  e^  der  Erdbahn 
constant  wäre.  Da  sie  aber  ^urch  die  Wirkung  der  Planeten  T^r- 
änderlich  ist  (Kap.  X.  fi»  3.  XI.  $.  5.)  so  entstdit  aus  diesem  Glie- 
de  eine  säkulare  Gleichung  der  mittleren  Bewegung ,  dieselbe  / 
welche  wir  schon  §•  la  und  i3  betrachtet  haben. 

Diese  auf  den  Mend  nach  der  Richtung  der  r  wirkende  Kraftf 
oder  die  NormalkrafiN  =1  —  ^  [i4-3Cos»(i»--yO]wid«rt 

ihren  Werth  mit  derSfeUung  des  llConde^  gegen.die.^onne*  Für 
Cosa  (y — yO  =  — i >  ^*  b.  nahe  zehn  Grade  Tor  oder  nach  dem. 
Octanten  (woafr— ^»'O  jfleicli  einem,,  oder  drey  r^d^tenliyinkehii, 

ist,)  wird  jene  Kraft  N  SS  JL,'  wie  in  der  un|;estörten  Ellipse. 
In  den  Quadraturen  (wo  a  (y— y^  gleich  zwey  rechten  Winkeln 

1  JX 

ist)  ist  sie  N  s=-^  +  ~»   i«d  in  den  Syzjgien,  (woa(y— W) 
gleich  Null  ist)  ist  sie  N  =»  —  ~    ,  >  ^^  ^^f  Küi:'ze  wegen 

ft  SB  . — L-  SS  . — 1.  s  o.oo56  (€.  6  und  8) 
gesetzt  wurde,  und  wo  also  /i  eine  gegen  die  Einheit  siehr  klesnfeGrö*' 


37« 

«  I 

r$e^  ist.  Daraus  fqlgt ,-  dafs  die  den  Mond  bewegende  NormaUiraft 
durch  die  Wirkung  der  Sonne  in  den  Quadrataren  vermehrt, 
und  in  den  S^^zjgien  um  4^6  doppelte  jener  Vermehrung  rer«. 
mindert,  also  im  Allgemeinen  yermindert  wird.  Die  Störung 
dieser  Kriift »  oder  der  Theil  '  ^ 

^  [i+3Cosa(y-yO] 

derselben ,  welcher  der  Wirbung  der  Sonne  angehöi*t ,  ist  über- 
haupt «in  Grö£itli8^  undgleich  -Ji  in  den  Sjzygyen,  aberd:erab- 
.  ,  r*  . 

aolute  Werth  .dieser  gröfsten  Störung  hängt  Ton  der  Lage  der 
Apsiden  gegen  djle, Sonne  ab.  Nennt  man  nämlich  N/  und  N//  die 
Normalkr^ft^  (n  den  Sjzygien ,  welche  zu  den  Distanzen  v,  und 

U       -.u ^ ^Y    ^,         I— 9m'r,3      1 — 2m/r/|3 

Tff  gehören ,  so  ist  N^ :  N,,  = -: : ,  wenn  man 

die  Distanz  r'  =r  a^  «der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheit  annimmt« 
Dieses  Voji^J^ältnifs  würde  genau  das  yerhehrte  der  Quadrate  der 
Entfernungen 'seyn 4  wie  in  der' reinen  Ellipse,  wenn  r/  ==i  t„ 
wäre ,  ^Iso  wird  sich  auch  dieses  Yerhältnifä  der  Kräfte  N/  N// 


M    ,  ^ 


von  dem:  -r^,  -—.der  reinen  Ellipse  desto  mehr   entfernen ,  je 

mehr  diq  Gröfsen  r^  und  r,,  verschieden  sind.  Die  letzten  Grö- 
fsensind  aber  ^ann  am  meisten,  verschieden,  wenn  die  eine  der- 
selben für  das  Perigeum ,  u|id  di^  andere  für  das  Apogeum  ge- 
hört, woraus  fols^t ,  dafs  die  auf  den  Mond  wirkende  Normal- 
kraft sich  am  meisten  von  der  elliptischen  Kraft  entfernt,  dafs 
also  auch  die  ursprünglich  elliptische  Mondsbahn  die  gröfste  Aen- 
,derang  ihr^r  Gestalt  leidet,*  weno^die  Apsiden  mit  den  Syzygien 
zusammen  fallen,  und  umgekehrt:  die  geringste  Aenderung  , 
V^ehn  die  Apsiden  mit  den  Quadraturen  zusammenfallen. 

So  wie  die^Normalkraft  N  ==  r-*T  ^  J  ,   die  in  der  Richtung 
dterr  wirkt,  den  Werth  röhr  oder  Äie  Gestalt  der  Ellipse  an-* 
dort,  eben  so  wird 'die  Kraft  T  ==.  -  (  V-^J  j  o^er  nach  §.   i ,' 

3  m'r 
.  T  =  -.  -~-  Sirf  z(v—  W), 
.  5r" 

weichein  der,Itiehtung  der  Tangente  der  Bahn  wirkt,  die  Ge-. 
schwindigkeit  des  Mondes  in  seiner  Bahn  ändern  ,  ohne  auf  die 
Entfernung  r  desselben  von  der  Erde  zu  wirken.  Diese  Tan- 
gentialkraf:^t  T  iat  ein  positives  Gröfstes  in  den  Getauten, 
welche  vor  den  Syzygien  liegen,  und  ein  negatives  Gröfstes  in 
den  Oetanxeni, -weiche  vor 'den   Quadraturen  hergehen.  .In  den 


>7<Ü 

Sjsjgten  und  in  detiQaadratürcfn  seibat  Ter8chwiit<Iet*ffieae  Kraft 
gänzlich.  Diese  Kraft  ist  positiv  yom  ersten  Viertel  bis  zum  Yoll- 
mond,  und  yom  letzten  Viertel  bis  zum  Nenn^ond,  und  aie  be- 
ifGblemiigt  daher  die  Geschwihdiglteit  des  Mond<^s ;  vöih  Neu- 
mond bis  zum  ersten  Viertel,  und  vom  Vollmond  bis  ±dm  letzten 
Viertel  aber  ist  diese  Kraft  negativ,  und  verzögert  die  Geschwin- 
digkeit des  Mondes ,  woraus  also  folgt ,  dafs  die  Geschwindig- 
keit des  Mondes  ein  Gröfstes  in  den  Syzjgien «  und  ein  Klein* 
ates  in  den  Quadraturen  ist ,  un^  dafs  daher  die  stündliche^  Be- 
wegung des  Mondes  Ton  den  Quadraturen  zu  den  Syzjgien 
wächst,  md TOA-den  Syzygienzu  den  Quadraturen  abnimmt« 

•  Da ,  ttabh  deM  Torhergehd^den ;  in  den  Syzygien  die  Nor- 
malkraft ein  Kleinstes ,  und  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ein 
Grölstes  ist,-so  wird  sich  der  Mond  Ton  der  Tangent^'  seiner 
hier  als  kreisförmig  angenjammenen  Bahn,  also  auch  von  der  Er- 
de ,  in  den  Syzygien  an^ wenigsten ,  und  in  den  Quadraturen  am 
meisten  entfernen ;  oder  der  Mopd  fangt  immer  an  in  den  Syzy- 
gien sich  von  der  Erdd  zu  entfernen ,  und  in  den  Quadraturen 
s^ch  der  Erde  zu  näherii,  oder  endlieh  seine  Distanz  von  der  Er- 
de ist  in  den  Syzygien  eih  Kleinstes-,  urtd  in  den  Quadraturen 
ein  Gröfstes ;  eine  Bemerkung ,  wodurch  die  Gleichung  24^'  «5 
Cos  i  (»— v')  der  Parallaxe -QJ.  9)  erklärt  wird. 

Wenn  man  die  yorhergeliendenEntwicklimgen  für  die  Länge 
und  Breite  des  Mondes  weiter  fortsetzt,  so  erhält  man  noch 
mehrere  kleine  Gliederi  yonwelchen  besonders  die  drey  folgen- 
den merkwürdig  sind. 

I*  Wenn  man  die  Störung  des  Mondes  untersucht,  die  ans 
der  Voraussetzung  entspringt,  da&ndieErde  keine  Tollkommene 
Kugel  ist,  so  erhält  man  eine  Störung  der  Breite  des  Mondes, 
welche  den  Ausdruck  hat 

.  — -   Sm  9  e .  Sm  v 

wo  B  der  Halbmesser  der  Erde,  a  ihre  Abplattung/  ß  das  Ver- 
hältnifs  der  Centrifugalkraft  der  Erde  zu  ihrer  Schwere  ,am  Ae- 
.quator,  und- e  die  Schiefe  dei  Ekliptik  ist^  Diese  Ungleichheit 
ist  also  dem  Sinus  der  Länge  v  des  Mondes  proportional.  Es  ist 
aber,  wenn  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes 5^^  ii>^  ist,   - 

R 

—  SS  Sin 57'  n''  5=r  0.01663,  g — 1 2=o.oo4ofl  tV») 

ca 

ß  s  JL   (Kap.  VI«  i  11)  und  es  %V  38^  also  ist  der  Faktor 
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Ton  Sin  r ,  oder  der  gröfste  Werth  jener  Störung         . 


30^ 

Napk  4cn /Beobachtangen^ist  aber  dieser  Faktcir;  x».6^^.5y  alio 
hat  map  |.  wemi  man  beyde  Werthe  von  X  gleich  s^t^t|  ^ 


Wäre  die  Abplattung,  wie. Eiiiige  wellen,  ^^Vyfo'frärde die 


r        il 


Torbei^gehende  Gleichting  ie  «ss  i3^^.  6.,  «iav  im»  f  abtor  ron  x 
z wejrmabl  gröraer  geben ,  waa .  mit  den  Hon^eobachtviigeii 
nicht  überetnatimmtf 

IT.  Eine  andere  Ungleichheit  der  Lfinge  des  Mondes  fand 
(1  an II ace  gleich 

-^ .  ^        ^'^^  .  .^-.  •  «y  Sin  !S  e .  Sin  9 

•       "    ••     '4        g-i  a*  .      •        .     , 

die  also  von  dem  Sinns  der  Ijänge  5  dea  i^nfsteigenden  Knotens 
der  MondsbalMi  abhängt«  I^aeh  den  Beobachtung^  .ist  der  Fahtor 
Ton  Sin  5  oder  der  gröfste  Werjl,h  dieser  StöfCMig  der  Länge  des 
Mondes 

.    "4      g— «  ••«••■. 
Es  is(  aber.die  SFeignng  der  Mandsbahn  7  «9  iSSQa  $ui  1^'  (f.  8) 
und  |3 ,  g,  ^  ,  e  wie  suvor«  also 

(  k  *  * 

X  Ä  4456  («-^o .  00^78)  «s  5'' .  6 , 

.     ;  .      »  .  ■  •     I  » 

woraus  folgt  a  ea   ^^  wie  in  I. 


Wäre  die  Abplattung  -|-,  so  hätte  lAa«  »  «  11".  6,  also 
doppelt  gTjofser  als  nach  den  Beobachtungen« 

Difese  Abplattung  ron  — j-   hatte  New  ton  ams  dop  Vopäus-- 

•  900  "* 

setn^  einer  durehaoa  gleiehConnigen  Dichte  der  Erde  gefun- 
den, eine  Voraussetzung,  die  nicht  zugelassen  werden  kann, 
da  höch^l  wahrscheinlich  die  Dichte  der  Erdst  mit  der  Nähe  zu 
ihrem  Mittelpunkte  wächst ,    daher  auch  jene  Abplattung  yon 

—  weder  mit  den  Gradmessnngen ,  noch  mit  den  beobachteten 
33o  . 

P^dellängen  übereinitimmt. 
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ni.  Noeh  ^bt  es  eine  DderUwüfdige  Stul*nng^dl«r  Lahge  des 
Moudes,  die  nahe  gleich  

—  • — om  (y— my) 

'.         .  35     a'  ., 

ist.  Nach  den  Beobachtungen  i$t  -v: «  «^  ss  i2s'^ 

Nennt  man  aber  w  und  i7  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne 
und  des  Mondes ,  so  ist 

R  Ha..9r.  -»«ri 

-r  t=  —   und  Jlass— ,  also—    ==  — *  und  daher 
a'  a'  a'        /7 

Ist  daher,  (.wie-in  I),  JItso«oi663f  so  gibt  die  leticte  Glei- 
ehuiig  n  =.  8''' .45  sehr  nahe  mit  dem  Q^suUate  der  beyden  leu-' 
ten  Dur^Agänge  der  Venus  übereinstimn^end. 

Wäre  die  Sonnenparallaxe  jo'^j,    po  würde   jener  Ealuor 

6     a 
*^.*  ~7  gleich  144^^  seyn,  was  mit  di^n  Mondsbeobachtungen  nicht 

übereinstimmte 

.  ■    '•\  •    ■       '  . 

.  lY*  Die  yorhergehenden  Bestimmungen  der  Sonnenparal- 
laxe und  der  Abplattung  der  Erde  setzen  die  Horizontalparallaxe 
IJ  des  Mondes  als  bekannt  roraus.  Im  L  Th«  p.  aSi  ist  aber  ge- 
zeigt worden,  wie  ein  einziger  Beobachter,  ohne  seinen  Qrt  auf 
der  £rde  zu  verändern ,  diese  Gröfse  H  bestimmen  kann« 

Ist  t  SS  2360591''  die  siderische  Revolution  des  Mondes,  R 

der  Halbmesser  der  Erde»  und  17  die  noch  unbekannte: UoriBtm« 

talparallaxe  des  Monges  für  seine  mittlere  Entfernung  yon  (der 

R 
Erde ,  so  ist  diese  mittlere  Entfernung  selbst  gleich  r: — ji.  Sub« 

st^uirt  nUn  also  in  dem  Ausdrucke  r.^*  Sin  i*'  desKap.YlI«  5*8» 

für  r  die  G^öfse  ^. — -  ,  und  für  «  die  Grofse  — r pdw  die 

oin/7  t 

siderische  Bewegung  des  Mondea  während  einer  Zeitsekunde . 

so  erhält  man  die  doppelte  Fallhöhe  A  des  Mondes  für  seine  lgf^\{k 

lere  Entfernung  während  einer  Sekunde 


i 


R     /36o,6o«\< 

A=r««  8ini/'=  .gr^  \~T~J  •  *^^'  *^'  ^^^*  ** 
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-ff  eiche  GroCie  wegen  der  durch  diieAnziebnng  der  Soiine  beidrkten 
Verminderung  (J.  16)  noch  um  ihren  SSy.ö»'**  Theil  zu  klein  ist, 

also  durch  ^-  *  -  «=  i,oo3  multiplicirt  werden  mufs.  Die  so  ver- 
mehrte Fallhöhe  ist  aber  eigentlich  dieSumtaie  der  Räume,  durch 
welche  der  Mond  gegen  die  Erde,  und  die  Erde  gegen  den  Mond 
in  einer  Sekunde  fallen  würde,<  und  diese  letzten  zwej  Fallhöhen 
sind  den  Massen  der  Erde  und  des  Mondes  proportional.  Ist  also 
M  und  m  die  Masse  der  Erd^  und  die  des  Mondes ,  so  mufs  jene 

M  ...  * 

Fallhöhe  noch  durch  ^7— —  multiplicirt  werden,  so  dafs  man  al- 

M-f-*ni 

so  für  die  doppelte  Fallhöhe  des  Mondes  hat 


4(i.oo3)R3c« 


M 


taSinil  M+m 

Ist  aber  i  die  Länge  tles  einfachen  Sehundenpendels.,  so  ist 
die  doppelte  Fallhöhe  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
in  der  ersten  Sekunde  r=  sr*  1 ,  und  diese  Gröfse  muls  noch  we* 

i 
gen  der  Schwungkraft  ider  Erde  um  ihren  -rTröStenTheil  vergrö- 

fsert  werden,  «o  dafs  wenn  (  »  +  ^^  J  l==>t  ist,  die  Geschwin- 
digkeit, welche  die  Erde  auf  ihrer  Oberfläche  dem  Körper  in 
einer  Sekunde  mittheilt,  gleich  ir'*^  seyn  wird.  Wenn  nun  die. 
Schwere  der  Erdkörper  einerley  ist  mit.  dei*  Kraft,  welche  den 
Mond  bewegt,  so  mufs,  da  sich  diese  Kraft  wie  verkehrt  das 
Quadrat  ihrer  Entfernung  r^rhält,  und  da  R  die  Entfernung  des  . 

Pendels,  und .die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  yon  dem 

»     :    .         Sinil  ^ 

Mittelpunkte- jder  Erde  ist,  so  mufs  man  haben 

«  ■• 

Sin«  n 

A 

oder  Sin*  ETä  _^'  ,  oder  endlich,  wenn  man  den  vorhergeheA- 

den  Werthvon  A  subsiituirt  • 

«_t^x8m»J7     M+m 
4.012  M 

Es  ist  aber  1  =  o.SotjS  Toisen,  X  =  o.5io49  H  s=  6'j'  n" 

uft,d  ^-  =  69.75., . 
m 

also  gibt  die  letzte  Gl^ie^Hung  d^n  Halbmesser  der  Erde 

H  =  3309000  Toiften. 


I 
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Da  also  iie  P«raHa»»dctMliJhls^  aos  den  Beobachtungen  des 
Mondes  in  rerschiedenen  Höhen  gefunden  werden  kann  j  ohne 
dafs  es  nöthig  wäre  j  den  Bcobachtnngsort  zu  rerändern ,  und 
da  es  sich  eben  so  mit  der  Bestimmung  der  Länge  des  Sekunden- 
pendels Tcrhält ,  so  könnte  der  Astronom,  ohne  seine  Sternwar- 
te zu  yerlassen ,  durch  die  blofse  Yergleichung  seiner  Beobach- 
tungen mit  der  Theorie  die  Gröfsen  der  Erde  nach  lY,  und  ihre 
Abplattung  nach  1  oder  II ,  und  endlich  auch  ihre  Entfernung 
von  der  Sonne  nach  III  bestimmen ,  welche. dr^j  Gröfsen  man 
erst  dnrch  weite  und  beschwerliche  Reisen  in  die  andere  Hämi- 
sphär^  und  durch  sehr  kostspielige  Meridianmessungen  ken- 
nen gelernt  >  hat.  Die  Uebereinstimmung  der  auf  so  yerschie» 
denen  Wegen  erhaltenen  Werthe  der  Gröfse  und  Abplat- 
tung ,  und  endlich  der  Entfernung  der  Erde  von  der  SonAe 
ist  einer  der  schönsten  und  auffallendsten  Beweise  für  die  allge- 
meine Schwere, 


■« 


I         ■ 
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II    iil'Ul 


D  R  E  Y  Z  E  H  N  T  E  S    KAPITEL. 

Theorie  der  Satelliten  Jupiters. 


ff.  >• 

i-iine  vollständige  Theorie  der  Satelliten  Jupiters  erfordert  nicht 
minder  umständliche  Rechnungen,  als  die  del:  Haüptplaneten  un- 
seres Sonnensvstemes«  Da  wir  aber  hier  die  Methode,  zu  diesem 
Zwecke  zu  gelangen ,  mehr  anzeigen ,  als  vollständig  ausführen 
wollen  ,  so  werden  wir  uns  mehrere ,  die  Rechnung  sehr  abkür« 
zende  Voraussetzungen  erlauben ,  die ,  da  sie  in  der  Matur  des 
Gegenstandes  gegründet  sind ,  der  Wcihrheit  der  Endresultate 
nur  einen  geringen  Eintrag  thun  können. 

Da  die  Beobachtungen  blofs  von  den  zwej  äufsersten  Satel- 
liten ,  und  zwar  auf  eine  sehr  unvollkommene  Weise,  eine  klei- 
ne ,  von  den  b^yden  andern  aber  gar  keine  £xcentricität  gezeigt 
haben,  so  werden  wir  bej  den  folgenden  Untersuchungen  die 
Bahndn  dieser  Satelliten  als  vollkommen  kreisförmig  voraussetzen. 
Da  ferner  die  Masse  des  Hauptplaneten  so  grofs  gegen  die  Mas- 
sen seiner  Satelliten,  und  da  seine  Entfernung  von  der  Sonne  so 
bedeutend  ist,  so  wird  die  Störung,  welche  die  Anziehung  der 
4  Sonne  in  den  Satelliten  verursacht,  nur  sehr  klein  seyn,  daher 
wir  auch  diese ,  so  wie  die  noch  geringeren  Störungen  Saturns^ 
als  unbeträchtlich  vernachlässigen  werden. 

Sey  r  di^  Entfernung  des  ersten  Satelliten  Ton  d^m  Mittel- 
punkte Jupiters,  nt-f-t  sl  die  mittlere,  und  y  diä  ^^ahre  jovi- 
centrische  Länge  des  Satelliten ,  und  m  seine  Maise ,  die  Masse 
Jupiters  als-  Einheit  vorausgesetzt« 

Für  den  zwejten  ^  dritten  und  rieften  Sätlflliteii  wollen  wir 
diese  Gröfsen  mit  einem,  zwey  und  drey  8tri<;hen  bezeichnen, 
Diefs  vorausgesetzt  4  hat  man  für  die  Siöfung  ^r  und  iv  des  Ra« 
dius  Yector  und  der  Länge  des  drst^ii  Satelliten  durch  den  zwey- 
ten,  nach  den  Gleichungen  (L)  und  (M)  des  IX.  Kapitels,  wenn 
man  die  dort  aufgenommenen  Bezeichnungen  bey behält,  und  wenn 
a ,  a^  .  .  •  die  Halbmesser  ihrer  ungestörten  kreisförmigen  Bah- 
nen anzeigen ,  folgende  Ausdrücke :      , 


\ 
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m'n*  f      /dA«\         öu    .        1 

4(n— n')>— n*  |      \  da  /    '   n— ü'      ,    J  ^        ^ 

I 

und 

I  (n— nO  •  .      (n— n')  [(n— n')  •  —  n  •  ] 

^  l  a  (n— nO  «  ^  (n  -  n')  [4(n— nO  •  — n  ^  J 

(/dA»N         an  i\ 

/     m'n*  üm'n' 

+  1  ^T— :rT-aA»  +  ; 


(m'n« 
3(n— nO* 


3(n— n';  [9(n-nO' — n»] 

+  etc» 


(-(^)+a7-^'))«'"'"-" 


Um  die  Störungen  des  ersten  Satelliten  durch  den  dritten 
und  yierten  zu  erhalten ,  >7ird.  man  in  den  Torhergehenden  Aus- 
drücken die  Gröfsen  ni'  und  1'  in  ni"  1"  und  m'"  1'"  verwandeln. 

Das  mi^rkwürdiige  Yerhältnifs ,  welches  nach  L  Th.  p.  235 
zwischen  den  mittleren  Bewegungen  und  zwischen  den  mittleren 
Längen  der  drej  ersteh  Satelliten  Statt  hat ,  gibt  den  zweiten 
Gliedern  der  vorhergehenden  Ausdrücke  von  ^r  und  dV  sehr  be- 
trächtliche Werthe  ,  indem  durch  jene  Yerhältnisse  die  Diviso- 
ren jener  Glieder  sehr  klein  werden« 

Es  haben  nämlich  nach  den  Beobachtungen  für  die  mittle- 
ren siderischen  Bewegungen  sehr  nahe  die  Gleichungen  Statt: 

n  s  s  n^,  und  n'  c=s  a  n" ,  also  auch  n  —  3 n^^^a  ii^'  =  6, 

und  eben  ao  für  die  mittleren  Langen 

l--.31/+2l'/Äi8o* 
IIL  '  .  Bb 


f 
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alMi  ist  auch  sehr  nahe 

i\  (n— n')"  — n*  =  (3n —  2  ji')  (n  —  3  n')  ==  2  n  (n  —  2  n') 
und    (n  —  n'Y  — ^'^  =n(nT-2n')» 
ferner  2.{\' —  Vi)fz\^V —  i^o"" . 

Wenn  man  blofs  auf  diese  Glieder  sieht,  so  gibt  die  letzte 
Gleichung  des  §.  i  . 

in'n»FSin2(l/— 1) 


(n— nO  [fv  (n—nO^— n«] 


wo  F  =  —  a 


dA*  2n 

~ -aA«  ist, 

da  n — n'  ' 


also  auch ,  nach  dem  Vorhergehenden, 

m/nF 


di;  = 


-Sin  2  (1  —  1'). 


n — an/ 

Dieser  Theil  von  bv  ist  bey  weitem  die  gröfste  Störung  des 
ersten  Satelliten,  und  zugleich  die  einzige,  welche  die  Beob- 
achtungen zu  erkennen  gegeben  haben. 

Nennt  man  eben  so  in  der  Störung  des  zweyten  Satelliten 
durch  den  ersten,  den  in  Klammern  eingeschlossenen  Theil  des 
ersten  Gliedes  G ,  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  des  §.  1 , ' 

2m/n^ 


dv'  =  — 


-  GSin(l/  — 1) 


(n — n')  [(n — n')* — n'«] 
oier  da,  nach  dem  Vorhergehenden, 

n — n'=n'  und  (n — n')' — n'*=n(n  —  2  n')  ist, 

m'n'  ^ 

Avi=i'\ ^ 7 .  G  Sin  (1  —1/;. 

n  —  2n' 

Heifsl  F>  der  ähnliche  Theil  des  zweyten  Gliedes  jener  Glei- 
chung in  der  Störung  des  sweyten  Satelliten  durch  den  dritten, 
so  erhält  man  |  >rie  zuvor , 

m"  n^ 

jy/\-- -F'SinaO'  — l'O 

B'  —  2n"  ■ 

odef  da  2<1'— 1'0  =  ^  — 1'— ^80°,  und 

li/_2n/'  =  n  —  2n'ist,  ^ 

m"n' 

av'= -F'Sin(l  — 1')* 

*  n — an' 

Man  hat  daher  für  die  vereinigte  Störung  des  ersten  und  dritten 
Satelliten  auf  den  zweyten  * 


3f7 


J  v/  = -•  (in  G  —  m"  FO  Sin  (1  —  1'). 


Heifst  man  endlich  G^  den  ähnlichen  Theil  des  ersten  Glie- 
^'des  jener  Gleichung  in  der  Störung  des  dritten  Satelliten  durch 
den  zweyten ,  so  ist : 

m'n''  ^  '  m'n'' 

dW'=-- TT*  G'Sinri'— 1")=' -;  G'8in(l'— l/'). 

n' — 2n"  ^  n — ßn^  ^  ' 

Die  Störungen  de»  dritten  Satelliten  durch  den  vierten  sind  ge- 
gen die  vorhergehenden  sehr  klein,  daher  sie  hier  weggelassen 
werden. 

I.  Die  Werthe  von  ^v,  Sv'  ^  Sv*'  enthalten  die  vorzüglich- 
sten Störungen  der  drey  Ersten  Satelliten.  Wir  wollen  sie ,  der 
Kürze  wegen,  so  ausdrücken: 

Sv  =1  Sina  (1—1')^ 
Svf  =11   Sin  (1-.1')  \ 
5v//  =  IlI  Sin(P— 1")  J 

und  wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dafs  die  Werthe  der  Fak- 
toren I ,  II)  In  ,  positiv  sind. 

Um  zu  untersuchen ,  welche  Werthe  diese  drej  Ausdrücke 
zur  Zeit  der  Finsternisse  der  Satelliten  erhalten,  zu  welcher  Zeit 
man  sie  nämlich  vorzüglich  heobaehtet ,  können  wir  die  Winkel 
l  =  nt-}-£  .••*  welche  wir  bisher  auf  die  fixe  Linie  der  Nacht- 
gleichen.bezogen ,  auch  in  d^r  gegenwärtigen  Betrachtung  auf 
irgend  eme  bewegliche  Linie  beziehen ,  weil  die  Lage  dieser 
Linie  ganz  aus  den  Ausdrübken  1 — 1',  1' — 1",  die  wir  hier  allein 
betrachten ,  verschwindet.  Ist  also  die  Entfernung  Jupiters  von 
der  Sonne ,  oder  s^in  Radius  vector  diese  Linie,  so  sind  n  n^  n'^ 
die  täglichen  synödischen  Bewegungen  der  Satelliten,  und  es  ist 
klar,  (Th.  I.  p.  2i35^  dafs  auch  bey  dieser  Bedeutung  der  GrÖfsen 
n  n^  n'^  die  obei^  gegebenen  Verhältnisse  noch  immer  Statt  ha- 
ben werden.  Ninunt  man  ^überdiefs  an ,  dafs  die  zwey  ersten 
GrÖfsen  £  und  t'  gleich  Null  sind,  das  heifst,  dafs  im  Anfange 
der  Zeit  t  die  zwey  ersten  Satelliten  in  ihrer  Conjunction  waren, 
so  ist 

oder,  dal  =  nt +2  ssnt,  1'  =s  n't -f- e' =  n't,  P'^n'^t+e"  ist , 

(n—Ziii  -|-  an")  t  -{-  ^t"  =180 

oder  endlich ,  da  n  —  3n'  +'2n''  »=  o  ist , 

£//  =  90*». 


Wir  haben  dahm 


l-.l'5a(n— nOt,  und 
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]/  —  1//  =  (n'  —  n")  t  —  £"  r=  (n'  — n'')  t  —  90 
und  jene  clrey  Gleichungen  gehen  in  folgende  üb^ r 

^p   =rL  Sin  s  (n — nO  t 


ffp   srLSin  s  (n— nO  t> 

Sv'  =— II.Sin(n— nOt  > 
iv'^  =  IlL  Cos  (n' — n'O  t  J 


I^  den  Finsternissen  des  ersten  Satelliten  ist  für  den  Augen- 
blick seine  mittlere  Conjunction  nt  si  o.  Es  sey  n — 2n'  =^  a>,  also 
a^ch  an  —  an'  ss  n  -|-  « «  und  daher 

*i^  =  L  Sin  •  t* 

Eben  so  ist  für  die  Finstemifs  des  zwejten  n^tso,  also  (n — ^n'^t 
ss(n'-|~M)t=i«>t  und  daher 

•  ^W=:  — llSinoit. 

Endlich  ist  für  die  Finsternisse  des  dritten  n'^  t-^i'^  =  o,  aber 
nach  dem  obenangefahrten  Verhältnisse  der  mittleren  Bewegun- 
gen ist 

ii'  —  n"  s=  n  —  «n^  -f-  n",  also  auch 

(n'  — n'')t+«''s=(n— 3n'+n")t4-«'' 

oder  da  n — an'  =  «  und  t"  =  90  ist ,  (n' — n'')  t+90  =  •  t ,  also 
auch 

^W'z=nL  Stn«t« 

Diese  drey  Gleichnngeü  zeigen ,  dafs  die  Wei*the  von  j'v  9 
f  W,  ^v^'  in  den  Finsternissen  yon  demselben  Winkel  w  abhängen. 
Um  die  Periode  T  dieser  Ungleichheit  der  Verfinsterungen  der 
drej  ersten  Satelliten  zli  bestimmen ,  so  i$t  sie  nach  jeder  der 
drey  vorhergeh  enden  Gleichungen 

^       36o  _      36o 


n  — an' 


uro  n  und  n'  die  täglichen  synodischen  Bewegungen  der  beyden 
ersten  Satelliten  bezeichnen»  Nennt  man  aber  ^  und  s'  die  syno- 
dischen Revolutionen  dieser  Satelliten ,  so  ist 

36o       ,  36o 

n  =i  —  und  n'  t=  — ^— 

s  s'        • 

also  auch  die  vorhergehende  Gleichung 

8S' 


Tss 


Ä' 2S 


Es  is  aber  s«  1^.76986 1  und  s' =  3*^ . 554094  ,'also 

T=  437*^.6  ^ 

oder  die  Unregelmäfsigkeiten  der  Verfinsterungen  kommen  bey 
jedem  der  drey  Satelliten  in  437.6 Tagen  wieder.  Bradley  hat 
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,  ^er  erste  cliese  merkwürdige  Periode  von  437*6  Ta^en  aus  den 
beobachteten  Ungleichheiten, der  Yeriinsterungen,  aber  bloi's  bej 
dem  ersten  und  zweyten  Satelliten  erkannt.  Wargent  in,  wel- 
cher die  ersten  genaueren  Tafeln  der  Verfinsterungen  dieser  Sa- 
telliten lieferte,  dehnte  diese  Periode  auch  auf  den)  dritten^ Sa-  ' 
telliten  aus,  und  schrieb  sie  den  Einwirkungen  dieser  drey  Kör- 
per aufeinander  zu,  aber  ohne  diese  Yermuthung  durch  dieAoa- 
lysis  beweisen  zu  können»  Bailly  und  Lagrange,  welche  sich 
in  dem  Jahre  1766  mit  der  analitischen  Entwicklung  der  Störun- 
gen der  Jupitersmonde  beschäftigten,  fanden  diese  Ungleichhei- 
ten durch  die  Theorie  zuerst,    sowie  sie  jiich  auch  zuerst  den 
Beobachtern  gezeigt  haben.  L  aplace,  der  in  dem  vierten  Buche 
der  Mec.  cel.  diese  Theorie  am  rollstandigsten  entwickelte,  zeig- 
te,   dafs  diese  Ungleichheit,    als  eine  Folge  der  gegenseitigen 
Störungen  der  drey  ersten  Satelliten,  darauf  gegründet  sey«,  dafs 
die  beyden  oben  erwähnten  Verhältnisse  zwischen  ihren  mittle- 
ren Bewegungen  und  zwischen  ihren  mittleren  Längen  nicht  blofs, 
wie  die  Beobachtungen   anzeigten ,    beynahe ,    sondern  in    aller 
Schärfe  richtig  sey*  Wenn  jene  Verhältnisse  nicht  genau  Statt 
hälteji,  so  würden  auch  die.  zwey  Ungleichheiten  des  zweyten. 
Satelliten ,  welche  wir  oben  in  der   Gleichung ,    die  G  und   F' 
enthält ,  gefunden  haben,  nicht  mehr  in  eine  einzige  zusammcn- 
fliefsen ,  sondern  diese  zwey  Ungleichheiten  würden   sich  sehr 
bald  von  einander  trennen ,    und  man  müfste  dann   ganz  andere 
und  beträchtliche  Ungleichheiten  finden,  was  gegen  die  Keobach- 
tungen  ist.    Die  Voraussetzung,     dafs   ein  blofser   Zufall  diese, 
drey  Monde  ursprünglich  in  die  zu  diesen  Verhältnissen    erfor- 
derliche Lage  gesetzt  habe,    war  sehr   unwahrscheinlich,    und 
La  place  fand,   dafs  es  hinreichend  war,  wenn  diese  beyden 
Verhältnisse  anfänglich  nur  beynahe  Statt  hatten ,  und  dafs  dann 
die  gegenseitige  Anziehung  der  drey  ersten  Satelliten  hinreichend 

war,  jene  Verhältnisse  in  alier  Schärfe  hervorzubringen,  und  auch, 
solange  keine  fremden  äufseren  Wirkungen  ihr  System  stören, 

für  alle  Zeiten  zu  erhalten* 

5.3. 

Um  die  beyden  Gleichungen  des  ^.  1  numerisch  zu  entwi- 
ckeln, nehmen  wir  folgende  siderische  Revolutionen  der  Satelli- 
ten an : 

des  ersten   1^.769137787 

zweyten     3.  55 1181017 

dritten     7  .  1 54552808 

vierten  16.689019396. 

Da  die  täglichen  mittleren  siderischen  Bewegungen  sich  verkehrt, 
wie  diese  Revolutionen  verhalten ,  seist 


11    =  9.43341(1  n'" 

n    ==  4.6<)95()9  n''' 

,  n"  =  2  .  332643  n''' 

Ddraus  findet  man  die  synodischen  Kevolu,tionen  nach  Th.  IL 
S.  23*2.  Ist  nämlich  &  die  siderische  Bevolution  Jupiters,  S  di^« 
synodische  i^nd  T  die  siderische  Revolution  der  Satelliten,  so  ist 

Es- ist  aber  S  =  4332"?  •  5^63076 ,  also  hat  man,  wenn  man  in  der 
letseien  Gleichung  fürT  die  eben  gegebenen  siderischea  Umlaufs- 
zeiten der  Satelliten  substituirt^  für  die  synodischen  Umlaufs* 
Zeiten  derselben:       / 

des  ersten :  1^ .  769861 

zweyten     3 .  554094 

dritten    7.1 66386 

yierten  i6.75864^» 

Daraus  folgt,  dafs  in  der  Periode  von  43^ .  6  Tagen  der  erste  Sa- 
tellit nahe  247,  der  zweyte  i23  und  der  dritte  61  ganze  synodi- 
sche l'evolution  vollendet,  und  dafs  daher  diese  drey  Satelliten 
am  Ende  dieser  Periode  wieder  sehr  nahe  dieselbe  Lage  gegen 
die  Sonne  haben,  die  sie  im  Anfange  derselben  hatten,  in  weicher 
Zeit  daher  auch  ihre  vorzüglichsten  Störungen  wieder  zurück« 
kommen.  Vergl.  §.3. 

Um  die  Halbmesser  ihrer  Bahnen  zu  erhalten,  beobachtete 
Po bnd  mit  grofser  Schärfe  zu  der  Zeit,  als  Jupiter  in  seiner 
mittleren  Distanz  von  der  Erde  war ,  die  grofste  Digression  des 
vierten  Satelliten  von  demMittelpunkte  Jupiters  gleich  o°.i37777Ö, 
und  zu  derselben  Zeit  den  Halbmesser  des  Jupiteräquators  gleich 
ü®.oo54i67.  Da  sich  hier  diese  scheinbaren  GrÖfsen  wie  die  wah- 
ren verhalten,  so  ist,  wenn  man  den  Halbmesser  des  Jupiter- 
äquators zur  Einheit  annimmt,  der  Halbmesser  der  Bahn  des 
vierten  Satelliten  ^ 

0.0054167 

Die  drey  anderen  Halbmesser  wird  man  am  besten  aus  dem 
Torhergehenden  Werthe  von  a"'  und  den  gegebenen  siderischen 
Revolutionen' durch  das  dritte  Gesetz  Keplers  ableiten.  Man 
findet  so : 

a"=   14.461893 

a'  SS.     ,9,066548 

a    =     5.698491. 

Mit  diesen  Werthen  erhält  man  nun  nach  den  Gleichungen 


i 


\ 

« 


3^1 

de&  Kapitell  Till  folgende  Ausdrücke,  yv^na  man  dieSutellitan 
Ton  dem,  dem  Jupiter  nächsten  anzufangen ,  durch  I,  II,  III,  IV 
bezeichnet :  (Mec.  cel.  IV.  p.  85.) 
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I  und  n 


I  und  III 


I  uud  IV 


11 u.  III 


II  u.  IV 


III  u.  IV 


h 


hl. 


bl. 


b'. 

3 


b'. 
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^'i 
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i 


^'i 


da 
dbi 

du 

dbl 

da 

db| 
da 

dbi 


da 


0.62862 


2*20297 


-o.5*)572 


2.25ft84 


0.754*^1 


o.  56521 


o.i923d 


o.io6rii 


1.09992 


1.70001 


1.40276 


1.08460 


0.77325 


0.59405 


2.0784*2 


-  0.38623 


2.08524 


0.41949 


o.  12485 


0.04114 


0.01421 


0.47609 


1.20823 


0.68137 
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o.  1 49^0 


0.224o5 


2.02617 


-  0.22262 


2.02683 


0.22859 


0.05846 


0.00719 


o*ooi4i 


0.23758 


i.o5cp8 


o.35üR3 


0.09773 


0. 02520 


-  0.59439 


2.2D710 


O.G2693 


2.20191 


.25y 


0.76153 


o.5()09i 


0.19064 


o*  10629 


1.09316 


1.74365 


1. «14401 


1.07629 


0.76662 


0.35645 


2>ü6405 


0.^6069 


2.06861 


0.^7492 


0.10080 


o.o5oo5 


0.00938 


o.4i5i4 


1.16467 


0.69939 


0.26552 


o.  10854 


o.  56866 


2.16620; 


-Oiö4455 


2.19966 


0.656Ö4 


0.2(3437 


0.15597 


0.00812 


0.87893 


.54588 


1.19029 


0.81242 


0.62652 
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Mit  diesen  Gröfsen  können  nun   die   Gleichungen  des  J.   1 
entwickelt  werden.  Vor  dieser  Entwicklung  niuis   man  bemcr- 


^ 


ben,  daCs  Laplac^  a.  «•  O.  in  je^e  bejd^n  Oleichungen  noch 
einige  andei«  Betrachtungen  aufgenommen  l^at,  die  hierr,  wo 
mehr  das  Verfahren,  als  die  Ausführung  demselben  gegeben  wer- 
den soll ,  als  minder  beträchtlich  übergangen  werden.  Er  findet 
so ,  wenn  man  alle  Störungen ,  die  unter  5  Sekunden  sin<{,  weg- 
läfst ,  und  wenn  man  dtirch  m'  in'  m^'  m^'^  die  Massen  der  ?ier 
ßatelliten,  jede  durch  loboo  mültiplicirt,  bezeichnet: 

Ar  =  m«  [o.ooo  1  +  p.oooS  Cos  ( 1' — 1) — 0*0976  Cos  2  (1' — l) 

—  0.0004  Cos  3  (1'— 1)1 
+  m"  [0.0001  Cos  (1"— 1)  --  0.0001  Cos  a  (1'' — ^1)] 

^w  =m/[o^.oi7Sin(l'— 1>-  i^.<)66Sin2(l'— 1)— oVoo6Sin3(l'— 1)] 
+  m''  [0*^.00«  Sin  (W— 1)  —  0^.003  Sin  2  (1''— 1)] 

Jr'sz  m  [ — 0.0004  +  o.*o5o7  Cos  (1 — 1')  +  0.0006  Cos  s  (1-^1')] 
+.m"  [0.0007  Cos  (1'/— 1')— 0.0Ö67  Cos  (1'/— 1/) 

—  o.ooo6  Cos  3(V'— 1)] 

Sv^  =  m  [— o\626  Sin  (1—1')  —  o*.oo5  Sin  2  (1—103 
+  m/'  [o'.o  1 7  Sin  (1''— 1/)—  1  «>.o90  Sin  2  (1''— P) 

— o\oo6Sin3(l'/-^10] 
^r"Ä  m  [ —  o  ooo5  4-  0.0006  Cos  (1 — 1'')] 

+  m'  [—0.0007  +  0.0414  Cos  (1' — 1")  -^  o.ooo9Cos2(l'-T-l//)] 
4-  m/'/[o.ooo7  Cos  (l///— 1//)  —  0.0045  Cos  3  (1///_1//) 

—0.0004  Cos  3  (1/'/— 1//)] 

^  W'=:  m  [o*.oo2  Sin  (1— l")]  +m'  [—  o°3i3  Sin  (1'— 1") 

— o<».op4  Sin  2  (l'-^l'/)] 
+  m''/  [o"  009  Sin  (1'/'— l")  —  o*.o33  Sin  3  (1'/'— l'O 

— o''.oo2  Sin  3  (iw— 1//)] 
Är"'=  m  [ — 0.0009  -Jr  0.0006  Cos  (1 — l'^O] 
4-  m/  [ — 0.0009  4"  0.0009  Cos  (!' — V'Ol 
+m''[— 0.00 1 1+0.  oo33Cos^l"—l''0+o.ooo6Cos2Cl"—lW)] 

iv^^^zrzm  [o\ooiSin  (1— 1"0]  +  m'  [o*.oo2  Sii^(l'— W)] 

+  m;'  [—0  •  oo3  Sin  (1''— 1'")  —  o  ^»oo  1  Sin  2  (1//^1///)] 


5- 
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Tn  den  vorhergehenden  Ausdrücken  müssen  nun  noch  die 
Werthe  der  Massen  der  yier  Satelliten  bestimmt;  werden. 

Die  Ton  Sin  2  (}' — ^1)  abhängende  gröfste  Ungleichheit  des 
ersten  Satelliten  fand  Delambre  ausblofsen  Beobach- 
tungen in  ihrem  Maximum  gleich  0.00228471  Tage,  d.h.  um  diese 
Zeit  können  durch  jene  Ungleichheit  die  Finsternisse  des  ersten 
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Mondes  verzögert  o4^r  heschtepniget  ^erdpn*  Um  diese  Zeit  in 
Bogen  zu  verwandeln ,  mufs  man  sie  durch  36o**  multipliciren, 
und  das  Product  durch  die  synodische  Bevointion  i^  •  76986  divi- 
diren,  wodurch  man  erhalt 

(p.oo.a347.^  36o  ^ 

.   1  ♦70900 

Naich  der  vorhergehenden  Theorie  ah^v  ißt  diese  Ungjeiohheit 
(i.956)mS  also,  hat  man,  wenn  man  beyde  ÄHsdrüiqke  gleich  setzt, 

o.45/|553  o  oir 

1,950 

AuC  eine  ähnliche  Art  fand  man  m^' ss  0.88497 9' ' m'f' sfcs  0.42659 
und  m  SS  04173^8,,  so  dafs  man  also  für  die  Massen  der  Satelliten 
eihält 

I    Satellit    0.000017328 

II  -  O.OOOQ33235 

ni     -       0^.090088497 

1  .  ,      IV      -         o • 000042659  - 

die  Masse  Jupiters  als  Einheit  vorausgesetzt.  \ 

'  Mit'dtbse&Werthen  von  mm^m'/m^^''  gibt  der. vorhergehen^ 
de  Ausdruck  von  S^v 

Jy  =  o • .  004  Sin  (1'— I)  —  0.454  Sin  2  (P— 1)  —  0,00 1  Sin  3(1'— l) 

'       +  9.002  Sin  (1''  —  1)  —  0.002  Sin  2  (1'^— 1) 

Es  ist  aber  1*-31'  -f*  2W  ss  180 ,  alsto 

•l'/— 1  =  90  — 1(1— 10,  und 

•      a  (1/'— 1)  =  1 80  --  3  (1—10 ,  also  ist  auch 

Jt»  =  _  0.004  Sin  (1—10  —  0.002  Cos  I  (1—10  -f  0.454  Sin  2  (l—V) 

für  die  Störung  der  Länge,  ^v^elche  der  erste  Satellit  von  den 
übrigen  leidet.  Laplace  entwickelte  a..  a.  0/ diese  Theorie 
umständlich ,  indem  er  auf  die  Excentricität  der  Bahnen  und  auf 
die  Wirkung  der  Sonne  Rücksicht  nahm*  Die  Bahnen  der  beydeh 
ersten  Satelliten  wurden  sehr  nahe  kreisförmig  gefunden«  Nennt 
man  t  die  Anzahl  julianischer. J^ahre,  die  seit  der  Mitternacht  des 
ersten  Januars  1750  verflossen  sind,  und  sind  i,  1%  1'^  1^''  die 
mittleren  jovicentrischen  Längen  dieser  S«ktellite;i  in  Beziehung 
auf  die  Frühlingsnachtgleiche  der  Erde ,  so  ist 

1    =     150.  012844  +  (74324\  3546781 5)  t 

1'  =  3ii  .    84o38  +  (37027  «  i323i4Ö8)t 

P'ss     10  .    25414  +  (18378  .  52ii36oo)t 

1/"=    73  •  55i24i  +  (  7Q78  •  84713604)  t 

und  ebenso  ist  die  mittlere  Länge  des  Ferijovioins,  in  Beziehung 
auf  dieselbe  Frühlingsnachtgleiche  .   . 


* 

für  den  dritten  Satelliten 

.  w''  ^  3o9*  .  4386a  +  (2* .  6'j47*)B7)  t 

und  für  den  vierten 

w'"=:  180.341149  4- (0.7802361)1. 

Die  Excentricität  der  Bahn  des  dritten  Satelliten  fand  schon 
.Wargentiii  aus  denBeobachtnngen  reranderlidh.  Um  das 
Jahr  i68s   hatte  nämlich  die  Mittelpunkt sgleichung  dieser  Bahn 
ihren  ^röfsten  Werth  o^.S3i,  und  im  Jahre  1777  ihren  kleinsten 
o^ « o85.  Die  Ursache  dieser  Aenderungen  entdeckte  L  a  p  1  a  c  e 
durch  die  Theorie;  erfand,    dofs  sie  ron  zwey  verschiedenen 
lliltelpiinkt^gleiGbun^en  abhängen,  deren  die  erste  der  Bahn  die- 
ses Satelliten  eigen  ist,  und  sich  daher  auf  das  Pei*ijovium  -w** 
bezieht,    während  die  andere  von  der  Excentricität  der  Bahn 
des  vierten  Satelliten  abhängt,  und  sich  also  auf  das  Perijoium 
w'''  bezieht«  Diese  Excentricität  der  Bahn  des  vierten  Satelliten 
ist  beträchtlich  gröfser,  als  die  des  dritten,   und  sie  beträgt  in 
ihrem  Maximum  o^,834«  Eine  andere  Mittelpunktsgleichung  des 
Tierten  Satelliten,  die  aber  nur  auf  0^.020  steigt,  bezieht  sich 
auf  das  Perijovium  des  dritten  Satelliten ,  so  dafs  also  die  Bahn 
des  vierten,  eigentlich  auch  eine  veränderliche  Excentricität  hat. 
Indem  L  a  p  1  a  c  e  a.  a.  O.    auf  die  Störungen  Bucksiobt  nahm  , 
welche  durch  die  Excentrici täten  dieser  Bahnen  und  durch   die 
Anziehung  der  Sonne  entstehen ,  fand  er  für  die  Zeit  der  Fin- 
sternisse ,  wo  mehrere  Ungleichheiten   verschwibden ,   folgende 
Ausdrücke,  in  welchen  v  die  wahre  jovitjentrische Länge  des  Sa* 
lelliten  in  seiner  Bahn,    von  dem  Frühlingsnachtgleichenpunkte 
der  Erde  gezählt,  und  A  die  mittlere  Anomalie  Jupiters  vomPe- 
rihelium  gezählt,  bezeichnet : 

f' = 1  —  o  ** .  004  Sin  (1—10 

—  9  .  003  Cos  }  (1— 10 
4*  o  .  454  Sin  3(1— 10 
-f-'  o  .  004  Sin  (v— w'') 
-j-  .0  .  00a  Sin  (y — w"0 

—  o  .  oi6Sin(l— alz  +  w'O 

—  o  •  007Sin(l— al'  +  WO 

Multiplicirt.^man  diese  Coeflicienien  durch  die  synodische 
Bevolution ,  und  dividiri  sie    durch  36o,  d.  h.  multij^licirt  man 

.      T      .    (i.76o86)'864oo  ^  . ..      '         1.    ,. 

sie  durch ■      ■  ■ =^  420,  so  erhalt  man  die  Correction 

36o 

(y — 1)  der  mittleren  Conjunclion  de*  ersten  Satelliten  in  Z  e  i  t- 

sek]unden  ausgedrückt,  tmd  eben  so  für   die  drey  feigenden 

Satelliten : 


-    3^5 


1/'  = 


y/#  — 


y4i0    «^ 


:  V  —   O». 

oi5  8ip  (P— 1") 

+  »  r 

073  Sin  2  (l'--l") 

+  o 

.  op5  Sin  3  (!'— l'O 

+  o. 

007  Sin40'— 1") 

+  o  . 

.  o33  Sin  (!'— w'O 

+   0. 

014  Sin  (I't-W") 

+  o  . 

.  o5i  SinO^al'+w'') 

+   0. 

oa3  Sin  (1'— 2 1"  +  w''0 

—  o  . 

,  010  Sin  A.      , 

l"  —  o» 

•  073  Sin  (!'— l'O 

.  001  Sina(l'— 1^0 

—  0   . 

.  004  Sin  (1"— iw) 

+  Ö 

014  Sin  2(1''— WO 

+    0. 

.  i53  Sin(l"-w") 

+   0   , 

.  068  Si^i  (1"— w''0 

+  o  , 

.  009  8in(r— aW+w'O 

+  ö  , 

»  004  Sin  (P— 2 1'' + W") 

—  o 

.  0 1 3  Sin  A*    V 

\tu  _  0^ 

.  oo3  Sin  (1''— l'^O 

—  o 

.001  Sin  2(1"^'") 

—  o  . 

020  Sin  (l//'_w") 

+  0, 

>  8i58  Sin  (P*'— w"0 

+   0 

.  004  Sin  2  (l'''~w''0 

—  o  , 

,  004  Sin (28^72G+o^  691t) 

—  o 

1  o3i  Sin  A* 

5.  5. 

Bisher  haben  wir  noch  auf  die  J^eigungen  dieser  Bahnen  hei- 
ne  Rücksicht  genommen.  Setzen  wir  zuerst  voraus ,  dafs  die  La- 
gen der  Satellitenbahnen  gegen  die  Ebene  der  Jupitersbabn  durch 
die  Beobachtungen  gegeben  seyen ,  und  suchen  ^ir  daraus  die 
Lage  der  Satellitenbahn  gegen  die  Ekliptik. 

Es  sey  (Vol.  U.  Fig.  i.)  Y  Xi'  ^^^  Ekliptäi,,  V  Sl  die  Ju- 
pitersbahn, und  SVSl^^^  die  Satellitenbahn.  Es  bezeichne  KundN 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Jupitersbahn  und  die 
Neigung  desselben  gegen  die  Ekliptik ; 

k^n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Satellitenbahn 
und  die  Neigung  derselben  gegen  die  Jupitersbahn ,  und 
endlich 
ii^v  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens    der  Satellitenbahn 
und  die  Neigung  derselben  gegen  die  Ekliptik, 


\ 
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so  lial  man  in  dem  sphärischen  Dreyecke  V*  A  A'  ^*^  ^^f 
Winkel  V  =  N,  f|  =  u,  und  O'  ==  180  —  y,  und  die  Seiten 
Vft=t  — R,  und  V  V'=«  — R.  Sind  also  die  GröfsenKN 
und  k  n  gegeben,  so  findet  man  xy  durch  folgende  Gleichungen, 
in  welchen  x  eine  Hülfsgröfse  bezeichnet , 

tg  *  =  tg  .  n  Cos  (k— K) 

Co»»=  -iA  Co«(N+x) 
Cosx 

tg(is-K>=tg(k-K)         ''''' 


Sin  (N  +  x) 


Diese  Ausdrücke  enthalten  die  strenge  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Da  aber  die  Winkel  N,  n  und  180  —  v  nur  klein  sind, 
so  läfst  sich  dieselbe  Auf^a|[>e  noeh  auf  folgende  einfachere  Weise 
auflösen. 

Es  sey  C  der  Ort  de$  Satelliten  in  seiner  Bahn.  Ein  durch 
C  auf  die  Jupitersbahn  V^^  senkrechter  Bogen  schneide  die  Ja- 
pitersbahn  in  D,  und  ein  durch  C  auf  die  Ekliptik  *Y^^ '  senkrechter 
Bogen  schneide  die  Ekliptik  in  D^  und  die  Jupitersbahn  in  d ; 
so  ist  CD'  die  joyicentrische  Breite  des  Satelliten  über  der  Eklip- 
tik, und  man  hat  sehr  nahe  CD^  =.  CD -)- dD'.  Bezeichnet  man 
aber  durch  v  die  joyicentrische  Länge  des  Satelliten  in  seiner 
Bahn ,  so  ist 

Sin  CD  =  Sin  n  Sin  (y  —  k)  oder  nahe  genug 

CD  =s  n  Sin  (u  —  k) ,  und  eben  so 

dD'  =  N  Sin  (ü— K) ,  also  auch 
CD'=snSin(ü— h)+NSin(v— K)  oder 
CD'  =  (n  Cosk+NCosR)  Sin  u—  (nSin  k+NSinR)  Cos  v. 

Allein  es  ist  auch 

CD'irri'SinCw — n)  sss  v Cosa  Sin  u  —  ySinnCosv« 

Setzt  man  daher  die  Cöeffi(iienten  von  8in  u  und  Cos  v  in 
diesen  beyden  Ausdrücken  von  CD/  einander  gleich ,  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen 

yCosx=nCosk+NCosR 

vSiniK  =:  p  Sin  k  4-  N  SinR, 

yvoraus  maii  also  die  Werthe  Ton  x  und  v  findet ,   ureiin  die  yon 
kn ,  und  Ton  RN  gegeben  sind» 

$.  6. 

Da  die  Bahnen  der  Satelliten  Jupiter«  nur  sehr  wenig^egen 
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die  Ebene  des  Aequators  dieses  Planeten  geneigt  sind,  so  wollen 
wir  zuerst  die  Lage  dieses  Aequators  festsetzen. 

Im  Anfange  des  Jahres  iBoi'  war  die  jovicentrische  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  dieses  Aequators  in  der  'Bahn  Jupi- 
ters gleich  3i/f''.4^5,  und  dieser  Knoten  tritt  jährlicfi^  gegen  die 
Fixsterne  um  die  GröIVte  o*'*ooi]io74  zurück«  Die  Neigung  des 
Aequators  gegen  die  Jupiter8b«ihn  ist  für  dieselbe  Epdcihe  8^.0920 
mit  der  jährlichen  Zunahme  von  o^.  000006 j.  Bezeiehnet  also  t 
die  Anzahl  Jahre,  die  seit  dem  Anfange  des  Jahres  180t  rerflos« 
sen  sind,  so  ist  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  de^  Aequa- 
tors JMpiters  in  seiner  Bahn 

.  3i4**.465o  — o*.oöoo')4t+d®oi39i7t 

s=  3i4\465o  +  o.  di3843  t 

und  die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Bahit  Jupiters  = 

3'.09*io+o°.ooooo63t; . 

Die  mittleren  Neigungen  der  rier  Satelliten  •  Bahnen  gegen 
die  Jttpitersbahn  sind  für  dieselbe  Epoche 


I. 

Satellit 

• 

-      3*. 

oqöd 

ü. 

m        •• 

2 

.    3  . 

0^36 

IIL 

-          - 

- 

-    3  . 

007Ü 

IV. 

. 

m 

-    3  . 

6838. 

Die  Knot^nlinie  dieser  mittleren  SatelliteftbahneDi  fsillt  bey 
allen  yier  Satelliten  mit  der  Hnotenlinie  des  Aequators  Jupiters 
in  der  Ekliptih  zusammen ,  und  daher  sind  die  Neigungen  der 
Satellitenbahnen  gegen  den  Jupitersäquator 


1.  s 

atellit 

-'     ^      0°.   002a 

H. 

•              w 

-      -      0   •   OIÖ4 

UI. 

r 

-      -      0   .    084a 

IV. 

»          '    w 

-      -      0   .    4092. 

Diese  letifeteren  Neigungen  der  Bahnen  gegen  den  Jupiters- 
äquator sind  constant,  also  ist  auch  die  mittlere  Lage  dieser 
Bahnen  derselben  Sä cular ander ung  unterworfen,  welche 
wir  oben  für  die  des  Jupiteräquators  angegeben  haben. 

Die  periodischen  Aenderungeh  dieser  Neigungen  aber 
lassen  sich  so  darstellen.  Die  Bahn  eines  jeden  Satelliten  bewegt 
sich  gleichförmig  uud  mh  einer  oonstanten  Neigung  gegen  seine 
mittlere  Bahn  so ,  dafs  die  wahre  Länge  der  Bahn  durch  ihren 
Neigungswinkel  gegen  die  mittlere  Bahn  und  durch  die  Länge  ih- 
res auf  diese  mittlere  Bahn  sich  beziehendem^  aufsteigenden  Kno- 
tens gegeben  ist*  Diese  Neigungen  und  Knotenlängen  der  wah- 
ren Bahnen  auf  ihren  mittleren  sind,  wann  t  wieder  die  Anzahl 
der  seit  1801  «oo  yerflossenen  Jahre  bezeichnet: 
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Der  wahren  Bahnen 

Knotenlänge  in  der 
mittleren  Bahn 

I,      -     -     -     -   unmerklich 


Neigung  gegen  die 
mittlere  Bahn 


n.  .  .  o^.  4636 
IIL  -  -  o  .  2o56 
IV.  -  -  e  .  «494 


i2\  08o5— ia\  o483t 

Äa2  .  9786—  fi  .  5638  t 

70  .  4792 —  o  .  6914  t 


und  zu  diesen  Knotenlängen  mufs  noch  die  Präoession  5o'K  1 1« 
0^.0139171  addirt  werden,  um  diese  Längen  von  daem  wahren 
Frühlingspünkte  der  Erde  zu  erhalten. 

Behält  man  also  die  Bezeichnung  der  Gröfsen  unk  wie  in 

?[•  5.  hey,  und  nennt  man  s  die  jovicentrische  Breite    de»  Satel- 
iten über  der  Jupitersbahn ,  so  hat  man 

Sin  8  s=  Sin  n  Sin  (u — k)  oder  nahe 

s  =  n  Sin  (y  —  jk). 

Es  ist  aber  für  t  julianische  Jahre  nach  ißoi  diä  Länge  des 
mittleren  Knotens  aller  Satellitenbahnen,  von  dem  Frühlingspunk- 
te der  Erde  gezählt,  nach  dem  Vorhergehenden  gleich  3 14^.4650 
-^o*, Ol 3843  t,  also  hat  man  für  den  ersten  Satelliten 

8  =  3\ooooSin(u— 3l4^465o  -  o^ol3843  t) 

und  eben  so  für  den  zweyten 

8/  =  3\  0736  Sin (ü'  — 3 14°.  465  —  o^.  01 3843 1). 

Aber  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  wahren  Bahn 
des  zwejten  Satelliten  auf  seiner  mittleren  Bahn  ist 

12*.  88o5  —  12^,     0483  t  +  o\  013917  t 

Ä  12  •  88o5  —  12  .03438  t 

also  die  Verbesserung  der  mittleren  Breite  (nach  §.  5.) 

oo.4636Sin(ü'— i2«.88o3+i2<>.o3438tj. 

Verfährt  man  eben  so  mit  den  übrigen  Satelliten,  so  erhält  man 
für  ihre  jovicentrischen  Breiten  über  die  Jupitersbahn 

8     =  3°^  090  Sin(ü  — 3i4°.  465— oo.oi384t) 

s'    =  3  •  074  Sin(u'— 3i4  465— o,oi304t) 

+  0.464  Sin  (u/  —  1 2 .  880  + 1 2  •  o3438  t) 
8''  =  3  •  008  Sin(ü''  — 3i4-465  — o.oi"384t) 

+  o,2o6  Sin  (u" — 222 .  979  +  2 ,  553ßo  t)  • 
8'"=r  2  .  683  Sin(u'//— 31/4.465— o.oi384t) 

-f-  0.249  Sin  (ü'"  —  70  .  479  -j-  o .  69 1 4*>  0 

Au8  diesen  Ausdrücken  kann  man  mit  Hülfe  der  beyden  letz- 
ten Gleichungen  des  §•  5  die  Neigungen  und  Knotenlängen  -der 
wahren  Satellitenbahnen  gegen  die  Jupitersbahn  berechnen« 


Die  tropischen  Umlaufszeiten  der  Knoten  der  wahren  Bah- 
nen <iuf  ihren  mittleren,  in  Beziehung  auf  den  Frühlingspunkt 
der  £rde,  erhält  man  aus  den  oben  angegebenen  jährlichen  Be- 
wegungen dieser  Knoten.  So  ist  für  den  zweyten  Satelliten  die 
jährliche  si^erische  Bewegung  12^^.04839  also  die  jährliche  tropi-» 
sehe . Bewegung  12  •  0483  +  0.  0139=3  i2.o344i    und  daher  die 

gesuchte  tropische  Umlaufszeit  dieses  Knotens  —  a  -     =s  29.1)14 

juh  Jahre,  und  ebenso  für  den  «dritten  i4''739  und  für  den  vier- 
ten 53i.35o  Jahre. 

Die  Neigungen  werden  am  gröfsten  ,  wenn  diese-aufsteigen- 
den  Knoten  mit  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Jupiter äquators 
zusammenfallen,  und  am  kleinsten,  wenn  sie  mit  dem  nieder- 
stf  igenden  Knoten  des  Jupiteräquators  zusammenfallen.  Um  die 
Periode  dieser  Aenderungen  der  Neigungen  zu  finden ,  hat  man 
z.  B.  für  den  zweyten  Satelliten  die  jährliche  tropische  Bewe- 
gung der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  gleich 
—  i3**.oS44<>»  und  die  jährliche  tropische  Bewegung  der  Knoten 
des  Jnpiteräquators  gleich  -j- o .  oii)84  >  also  ist  die  jährliche 
Bewegung  der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  in  Be- 
ziehung auf  den  Knoten  des  Jupiteräquators  gleich  12^,  048:4  9 
und  daher  die  Periode  der  Aenderung  der  Neigung  des  zweyten 
Satejliten 

—^ —  =  29 .  880  Jahre  , 
12.0/1824 

und  eben  so  für  den  dritten    140.971,    und    für  den  vierten 
'110.712  Jahre» 

Die  Zeit  der  gröfsten  Pfeigungen  der  Satellitenbahnen  hat 
nach  den  yorhergehenden  dann  Statt,  wenn  der  aufsteigende  Kno« 
t.en  der  Satellitenbahn  z.  ß.  für  den  zweyten  i2®.88oßi  — 
i2®.o3438  t  mit  dem  aufsteigen<len  Knoten  des  Jupiteräquators > 
oder  mit  3i4«  465o-h^  *^i3843  t  zusammenfällt.  Setzt  man  al- 
ao  diese  beyden  Ausdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man 
t  =^  —  25.o3i5  Jahre,  und  da  nach  den  vorhergehenden  die  Pe- 
riode der  gröfsten  Neigungen  bey  diesem  Sateflliten  29.880  Jah- 
re beträgt,  so  sind  die  Epochen  der  gröfsten  Neigungen 

1835.728;  1805.Ö48;  1770.908}  i746.ofl8;  1716.208;  i()86.3a8u.  f., 

und  eben  so  für  den  dritten  1906.14^»;  1765^175;  1624.204,  und 
für  den  vierten  1968.« 8o5  und  1448.093.  Maraldi  fand  diese 
gröfstea  Neigungen  aus  unmitte.lbaren  Beobachtungen  für  den 
zwejten  SateIHten  in  dem  Jahre  1747»  '7i7)  "687,  und  für  den 
dritten  in  dem  Jahre  1765  und  i633.  Die  Epochen  der  kleinsten 
Neigungen  liegen  zwisclien  den  angegebenen  Zahlen  in  der  Mitte, 
und  fallen  daher  z.  B.  für  den  zweyten  Satelliten  in  die  Jahre 
1820,788;  1790/908  u,  t 


4oo 

5.  7. 

Die  Bewegungen  dieser  Satelliten  um  ihren  Hauptplaneten 
können  nicht  gut  unmittelbar  von  der  Erde  beobachtet  werden  , 
da  ihre  geocentrische  Elongation  vom  Jupiter  so  Uein  ist ,  dais 
der  geringste  Fehlet  der  Beobachtung  derselben  schon  Irrthü- 
mer  von  mehreren  Graden  in  ihren  jovicentrischen  Bewegungen 
zur  Folge  haben  würde.  Ihre  Finsternisse  iin  Gegentheile  ble- 
iben uns  ein  viel  genaueres  Mittel  an^  diese  Bewegungen  su  be- 
obachten, und  wir  verdanken  auch  in  der  That  der  Beobachtung 
dieser  Phönomene  unsere  Kenntnisse  der  vorzüglichsten  Ungleich- 
heiten dieser  Körper.  Die  Neigungen  der  Bahnen  der  ersten  dre^ 
Satelliten  gegen  die  Jupitersbahn  uiid  ihre  geringen  Entfernun- 
gen sind  die  Ursache ,  dafs  sie  in  jeder  Bevolution  einmal  ver- 
düstert werden:  der  vierte  aber  geht  in  seiner  Opposition  oft 
über  oder  unter  dem  Schatten  Jupiters  vorbej,  dabei'  seine  Fin- 
siemisse  seltener  sind. 

Ein  Satellit  verschwindet  für  unsere  Augen  noch  vor  seinem 
gänzlichen  Eintritte  in  den  Schatten  Jupiters ,    weil  sein  Licht 
schon  durch  den  Halbschatten  geschwächt  wird ,  dessen  Dichte 
mit  seiner  Nähe  an  der  Gränze  des  vollen    Schattens  zunimmt« 
Der  Umkreis  des  Schattenschnittes ,  welcher  durch  eine  auf  die^ 
Schattenachse  senkrechte  Ebene  entsteht,  und  durch  welche  der 
Anfang,  das  Ende  und  die  Dauer  der  Finsternisse  bestimmt  wird, 
ist  nicht  für  alle  Satelliten  derselbe :  er  hängt  nicht  blols  von  der 
Entfernung  vom  Jupiter  ab,  mit  welcher  er  M'egen  seiner  kegel- 
förmigen Gestalt  immer  kleiner  wird,  sondern  er  wird  auch  durch 
die  scheinbare  Distanz  des  Satelliten  vom  Jupiter,  dessen  leb- 
hafter Glanz  das  viel  mattere  Licht  des  Satelliten  schwächt,  be- 
stimmt, so  wie  durch  di^  grölsere  oder  geringere  Fähigkeit  der 
Oberfläche  dieser  Monde;  das  Licht  zu  reflectiren,  und  endlich 
durch   die  Refractioh  iind    durch  die  Schwächung  der  Sonnen* 
•ntrahlen  in^der  Atmosphäre  des  Hauptplaneten.  Die  gröfste  Dau- 
er der  Finsternisse  eines  dieser  vier  Satelliten ,    die  sonst  den 
'  Durchschnitt  jenes  Schattenschnittes  bestimmen  \^ürcle,  lehrt  uns 
also  noch  nicht  dieselbe  Dauef  für  die  andern  Satelliten  mit  Ge- 
nauigkeit kennen,  aber  die  Vergleichung  der  gröfsten  Dauer  die- 
ser Finsternisse  bejr  allen  Satelliten  wird  uns  vielleicht  über  den 
Einflufs  der  angegebenen  Ursachen  Aufklärung  geben  können. 
Die  Yeränderungen  der  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  und 
yon  der  Erde ,  welche  die  Intensität  des   Lichtes   der  Satelliten 
ändern ,  werden  ebenfalls  ihre  Wirkungen  auf  die  Dauer  dieser 
Finsternisse  äufsern ,  so  wie  die  Höhe  Jupiters  über  dem  Hori- 
.  zonte  des  Beobachters  ,    die'  Reinheit  unserer  Atmosphäre  und 
die. Güte  unserer  Instrumente.    Alle   diese   Ursachen  verbreiten 
mehrere  Uiisicherneiten  über  die  Beobachtungen  dieser  Finster- 
nisse ,  besonders  über  die  der  beyden  letzten  Satelliten ,  und  es 
ist  daher  ein  sehr  vortheilhafter  Umstand ,  dafs  man  bey  diesen 
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beyden  Monden  in  derselben  Fin^ternifs  oft  zugleich  den  Eintritt 
und  den  Austritt  derselben  beobachten,  tind  dadurch  den  Augen- 
blick ihrer  Opposition  mit  .grofser  Schärfe  und  unabhängig  von 
den  meisten  der  angeführten  Störungen  bestimmen  kann. 

Um  die  Gestalt  des  Schattens ,  welchen  Jupiter  auf  die  Ton 
der  Sonne  abgewendete  Seite  wirft,  zu  bestimmen,  wollen  wir 
zuerst  diese  beyden  Körper  als  sphärisch  annehmen«  Sey  a  der 
Halbmesser  der  Sonne ,  b  jener  des  Planeten,  und  c  die  Entfer- 
nung ihrer  Mittelpunkte,  in  weither  auch  die  Achse  der  x  Jiegt, 
so  ist  (ih  Th,  S.  dl 4)  die  Gleichung  für  die  Oberfläche  des  vol- 
len Schattens 

[ac— (a  — b)x]«  =  [c* -(a  — b)«].  (y» +z«) 

wo  der  Mittelpunkt  der  Sonne  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 

Für  den  Halbschatten  gilt  dieselbe  Gleichung,  wenn  man  in 
ihr  b  negativ,  oder  a^-h  statt  a  —  b  setzt.  Ist  der  Kürze  wegen 


so  hat  man  fär  die  Gleichung  des  Schattens 
(_£-.- «y«  ^  .  (y»  +  z«) 

wo  für  den  Halbschatten  die  Gröfse  A  negativ  ist.  DafürdieSpi» 
tze  dieses  Schattenkegels  y  =z  s=  o  ist,  so  hat. man  für  die  Ent- 
fernung dieser  Spitze  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 

'     t'  ' 

Z    s   ■ 

und  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters 


X  —  Czsz 


l—X 


Da  c  viel  gröfser  als  a  ist ,  so  kann  man  ohne  merklichen 
Fehler  annehmen 

f.  «_£: — 

•0  dafs  die  Gleichung  de*  Sch&ttens  ist 


i  c 


^'  (T=:3t-0*=>'+**- 


Betrachten  wir  einen  Schnitt  dieses  Schattens,   welcFe 
durch  eine  anf  die  Achse  desselben  senkrechte  Ebene ,  die  ^o 

111.  C  c 


' 
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dem  Mittclpunbte  des  Planeten  um  die  Grofse  r  entfpimt  iftt,  ge- 
bildet Vfird ,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  dieses  Schnittes , 
wenn  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x=  c-^r  setzt, 

c 
Die&er  Schnitt  ist  also  eiil  Kreis '^  dessen  Halbmesser 

»[c^-r(i^X)]=b  |i-^(i-\)j   ist. 

Nennt  man  a  diesen  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  die  Glei- 
chung dieses  Kreises  z*  s=sa*  —  y'i  yoräusgesetzt ,  dafs  ein  mit 
jenem  paralleler  Schnitt  durch  den  Mittelpunkt  Jupiters  diesen 
Planeten  selbst  in  einem  Kreise  schneidet. 

b  ^C■•"^r^  .        ap 

Ist  aber  a  = der  wahre  Halbmesser  des  Schat- 

c 

tens{;hnittes ,    so  ist  der  scheinbare '  joyicentrische   Halbmesser 

et 

dieses  Schnittes  gleich  — ,    und  der    scheinbare  •  heliocentrische 

a  * 

Halbmesser  desselben  gleich    -r-- »    der  Winkel    endlich,    wel- 

eben  die  Achse  des  Schattenkegels  mit  der  Seite  des  .Kegels  bil- 

a — b 

det ;  ist  gleich •  Nennt  man  q  den  Halbmesser  der  Erdbahn, 

c 

so  ist  (Vol.  n.  p.  488)  a  =  961".  f ,  b=93".4^  und  0=5.2028  <», 

a— b 
also  ist  jener  Winkel  an  dem  Scheitel  des  Schattenkegels :^= 

^    -^  =  0**  2'  47"«  Die  Länge  der  Schattenachse  vom  Jupiter 

-bc 

bis  zum  Scheitel  ist  (Yol.  \\,   S.  3i4)  gleich r-  =  o.56oif  , 

a— b 

und  der  Halbmesser  der  Bahn,  des  vierten  Satelliten  (§.3)  gleich 
25.4351)  b  5=  (25*4359)  (93.4)  ^  Sin.  1"  =  o«oii52^,  also  über 
48mul  kleiner  als  die  Schatlenachse ,  daher  die  Finsternisse  die- 
ser Satelliten  so  häuHgsind.  —  Allein  die  beträchtliche  Abplattung 
Jupiters  macht  diese  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig.  Wir 
wollen  also  noch  auf  diese  Abplattung  Jupiters  Rücksicht  neh'- 
men ,  und  dabey ,  was  hier  ohne  merklichen  Fehler  gesche- 
hen kann,  annehmen,  dafs  der  Aequator  dieses  Planeten  mit 
seiner  Bahn  zusammenfalle,  wodurch  also  jene  beyden  Schnit- 
te zu  zwey  ähnlichen  Ellipsen  werden,  deren  kleine  Achsen  auf 
der  Bahn  Jupiters  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung  eines  Krei- 
ses des  Halbmessers  a  ist  z*  ±=r  ä»  —  v*.  Wenn  man  aber  aus 
dcth  Mittelpunkte  dieses  Kreises  in  seiner  Ebene  eine  Ellipse  be- 


4«3 

schreibt ,  deren  ,lmll>e  g[rorse  »n^  kleine  Achse  «  imd  J3  »ind,  so 
ist  die  Gleichung  dieser  Ellipse  < 

Nennt  man  A   die  Abplattung  dieser  Ellipse ,    so  ist  A  =r 
a  ■—  p         et 
—ß-  *=  g  ~  * »  ®'®^  *"-^^  ^^^  Gleichung  der  Ellipse 

(i+A)«.z»  •=  Ä«  —  y».    .. 

Wenden  wir  dieses  auf  den  eil ip tischen  ^cimitt  ,des  Schattens  in, 
der  Entfernung  X  =  c  +  r  an,  so  hat  man,  wenn  (.'  die  Ab« 
plattung  dieser  Ellipse  bezeichnet,  für  die  Gleichung  des 
Schnittes 


'.  *' 


Um  noch  den  Werth  der  Gröfse^^  ^ür  jede  Entfernung  de» 
Schnittes  zu  bestimmen ,  sey  ^  die  Abplattung  Jupiters  selbst , 
«o  ist  c  i  ^  =  c  +  r  :  ^^ 

also  ist  f/  =  ^  (»  +  -•).   Es  ist   aber  die  Abplattung  Jupiter* 

^  =  o.  07i3a ,  wo  der  Halbmesser  seines  Aequators  die  Einheit  ^ 
und  die  halbe  Achse  des  Poles  gleich  (i  — 0=  Q.q^SjQ  ist, 

.  Daraus  folgt  zugleich,  dafs  die  grpfst^  l^reite'des  Halb- 
schattens in  der  Distanz  r  von  dem  ^WLittelp unkte  Jupiters 
gleich  der  Difi'erenz  der  zwey  Werthe  yon  a  für  den,  vollen  upd 
den  halben  Schatten  ist,  d.  h.  dafs  diese  gröfste Breite  desirialb- 
schattens  gleich 

*• .    ■  Aar  .  ■;      -■ '  ••■  ■        ■  •    •  '        -•■  •  .     •*.'■-';•■./ 

Oller  gleich  — ~ist,  wo  a  den  Halbmesser  der  Sonne  bezeichnet. 

c 

i  8. 

•         ...  *  .  ■    ,  •.  '    •  . 

Sey  Z  die  Hohe  eined  Satelliten  über  der  Jupitersbahn  Jm 
Augenblicke  »einer  Opposition.  Man  bezeichne  '  ferner  durch  r 
die  Distanz  des  Satelliten  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters  lind 
durch  ü;  den. Winkel,  weichender  Satellit  seit  dem  Augenblicke 
der  Opposition  in  seiner  synodi sehen  Bewegung. besphriebeH  hat. 
Nimmt  man  dann  für  die.  Achse  d^r  x  die  Projection  des  Badius 
Vectors  des  Satelliten  im  Augenblicke  seiner  Opposition,  d.  h.  die 
Yerlängerung  des  Badius  Vector^  vom-  Jupitpr  selbst;  furdieselb^e 
Zeit,,  so  hat  man,  wenn  A  die  Projection  von  r  auf  die  Ebene 
der  Bahn  bezeichnet, 

y  =  ASinü,,  und  A' ssi  r^  ^r^-z*  ,  also 

j»=.(r«— z»)  Sin*iv \; 

Cca 
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und  daher  wird  die  vorhergehende  Gleiehnng  der  Oberfläche 
des  Schattens 

(I  +^')«  z«==a«  —  (r«  -  «•)  Sin»  », , 

oder  wenn  man  die  Gröfse  x*  Sin*  v/  als  nngemein  Jilein  rer« 
nachlässig!, 

(i+f^yz*  a=  «•  —  r«Sin«w,. 

Es  ist  aber  nach  dem  T  a  y  1  o  r'schen  Lehrsätze 

^  .   dZ  ^.         .    d*Z    ^. 
'*^+ d3;  ®*""'  +  15:7  8m'u,  +  .... 

also  auch ,  wenn  man  diesen  Werth  Ton  z  in  der  yorhergehen- 
den  Gleichung  substituirt,  und  d*  Z  wegläfst, 

ZdZ 
(i+fO*Z*-^a(i+fO*8inü,-^—  =«•— r«8in»v,     * 

und  diese  für*  Sin*  Vf  quadratische  Gleichung  gibt 

oder,    wenn  wieder  s  die  Tangente  der  Breite  des   Satelliten 
über  der  Jupitersbahn  zur  Zeit  der  Opposition,  also  Z=rs  ist, 

Sds    .     •«    A/a\^  ■ 

und  diese  Gleichung,  mit  ihrem  oberen  Zeichen  genommen,  gibt 
den  Sinus  des  Bogens ,  welchen  der  Satellit  mit .  seiner  sjnodi- 
sehen  Bewegung  von  der  Opposition  bis  zur  Emersion  aus  dem 
Schatten  Jupiters  beschrieben  hat,  weil  «  den  Halbmesser  des 
Schattenschnittes  bezeichnet.  Dieselbe  Gleichung  mit  ihrem  un- 
teren Zeichen  gibt  denselben  negativen  Sinus  Yon  der  Immersion 
bis  zur  Opposition. 

L  Aas  der  letzten  Gleichung  folgt,  dafs  die  halbe  Sehne  des 
Schattens  ,  welche  der  Satellit  während  seiner  Verfinsterung  be* 
schreibt ,  gleich 


Um  diesen  Bogen  in  Zeit  zu  verhandeln,  wird  man  ihn  durch 

Ä  .  .  . 

rrr-  multipliciren ,  wo  ^  die  synodische  Revolution  des  Satelli« 
36o  *  ,  . 

ten  bezeichnet»  Man  hat  -daher  für  die  D  a  u  e  r  t'  der  ganzen  Fin- 

sternifs 


/f05 


^ I 


oder  da  ft  s=  -*  ist , 

r 


"  =  :l?Ve)'-''+'^-" 


welche  Ausdrücke  mit  denen  übereinstimmen,  die  wir  schon 
Vd.  IL  S«  33q  erhalten  haben«  Um  der  letzten  Gleichung  eine 
für  diis  Rechnung  bequemere  Form  zu  geben,  sey  n  die  Neigung 
der  Satellitenbahn  gegen  die  des  Jupiters,  und  u  sein  Argument 
der  Breite,  oder  die  jovicentrisohe  DisUnz  des  Satelliten  yon 
dem  aufsteigenden  Knoten  seiner  Bahn  in  der  Jupitersbahn ,  so 
isb,  nach  den  Gleiehungen  der  sphärischen  Trigonometrie 

Sin  s  =  Sin  u  Sin  n« 
SetKt  man  daher 

bCc  +  O  —  ar       ...  r   .    1    .'^,      4,. 

*     ÄÄ      •  und  Cos  i;^  SS-  (i+#08inuSinn , 

c  «       ■  * 

so  ist  die  Dauer  der  Finsternifs 

^        a  » 

iQo     r  ^ 

Ist  al^  der  Knoten  und  die  Neigung  der  Satellitenbahn  ge- 
geben ,  so  findet  maa  die  Dauer  der  Finsternisse  durch  die  drey 
letzten  Gleichungen.  Da  übrigens  z«ir  Zeit  der  Mitte  der  Fin- 
sternifs die  heliocentHsche  Länge  Jupiters  gleich  der  joyicentri- 
sehen  Länge  des  Satelliten  ist ,  so  ist  auch  u  die  heliocentrisohe 
Distanz  Jupiters  von  den  Knoten  der  Satellitenbahn.  Wenn  man 
darin  diesen  Werth  Von  \  t^  von  der  Zeit  der  wahren  Conjunction 
abzieht  oder  zu  ihr  addirt,  so  erhält  maii  den  Augenblick  der 
Immersion  und  der  £mersion  des  Satelliten ,  oder  den  Anfang 
und  das  Ende  der  Finsternifs. 

Da  aber  der  Halbschatten  und  die  Vernachlässigung  des  Halb- 
messers  des  Satelliten  den  letzten  Werih  von  t*  unsicher  ma- 
chen kann,  so  ist  es  besser,  aus  einer  grofsen  Anzahl  von  beob- 
achteten Finsternissen  diejenigen  auszuwählen,  deren  Dauer  die 
gröfste  ist,  und  die  daher  in  den  Knoten  der  Satellitenbahn  Statt 
gehabt  haben.  Nennt  man  T  die  auf  diese  Weise  durch  unmittel- 
bare Beobachtungen  bestimmte  gröfste  Dauer  der  FinstcrniTä, 
so  hat  man 

T  =  

180  r 
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und  man  wii'd  die  Dauer    einer  jeden  andern   Finstjernifs  durch 
die 'Gleichungen  bestiinmeh    '     -     *  *    ,  ' 

a 

t'  =  T  Sin  9* 

Dieselben  Gleichungen  werden  übrigens  auch  die  Neigung 
n ,  od^r  die  Länge  des  Knotens  der  Satellitenbahn  geben,  wenn 
die  übrigen  Gröfsen  durch  die  unmittelbare  Beobachtung  der 
Finsternirs^  bekannt  sind,  und  inan^bemeril^t  von  gelbst,  dals  die 
längsten  Finsternisse  ^ur  Bestimmung  der  Knoten,  und  die  kürze-* 
sten  zur  Bestimmung  der  INeig^ng  am  geschicfkte^en  sind.  (YoL 
H.  S.  2-36).  ...      -      • 

If.  Sey  überhaupt  T  die  Zeit ,  welche  d^r  Satellit  braucht , 
um  den  Halbimesser  «^  in  feiner  synodischen  Bewegung  zu  durch- 
laufen, und  t  die  Zeit,  in  Welcher  er  dqn  Bogen  «/  'zurücklegt.  »^ 

Sey  ferner  — r-=X,  und  a  die  mittlere  Entfernung  des  Satelliten 
^        .  ndt.  ■       ■      .      .       ^ 

vom  Jupiter,  so  ist  ß=:  —  der  Winkel,  unter  welchem  der  Halbmes- 

ser  a  des  Schattens  aus  dem  Jupiter  gesehen  lyird,  und  man  hat 
»ehr  nahe 

t         ü/(i — ^X)  aSintf/.(i — X) 

oder^wenn  man  den  vorhergehenden  Wevth  vQiiSin  v^  substitail^t 

■.  =  C,_x,'  (-(.-HO-  -^  ±  V(f)-(.-H.)-V) 

I  • 

:  -  •        .      • 

Sieht  man  aber  blofs  auf  die  Mittelpunktsgleichung  des  Satelliten, 
so  hat  man,'  wenn  man  die  zwey  ersten  Glieder   des  Ausdruckes 

für  -  und  y  vergleicht,  W0l<?he  Vol.  H.  ß.  6o  «nd  67  gegeben 

-  a  , 

wurden 


i  =  .-iX 


a 
also  ist  auch 


t 


=:T(.-x)  [-('+f)'  -pi^t  yc+W'-ct+f).«^;) 
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Heifsl  endli<;h  t' die  ganze  Dauer  der  FitisterniTs ,  oder  die 
Differenz  der  beyden  vorhergehenden  Werihe  von  t,  so- ist 

tv  =  2T(.-X).y(.^,X)»-(.+fO=-^ 

Kenpt  man  aber  aus  den  Beobachtungen  die  Werthe  von  T  imd 
t',  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  die  Breite  des  Satelliten 
im  Augenblicke  der  Opposition 

•  _  ßv/4T'^.Ci— X)'— 1^  = 


«T(i+fO('-X) 


Setzt  man  der  Kürze  wegen  ^=:  (i+^O  "ni  *l*o  auch 

und  vemabhlässiget  man  das  Quadrat  der  sehr  kleinen  Gi'öfse  X, 
so 'sind  die  beyden  vorfiergehenden  Gleichungen 

t  =T(.-X)  (-'^A±  v/i+X-C^)  und 
t'  =  aT  (i— X)  .  ^i+X  — ^ 

I 

Um  das  Vorhergehende  auf  die  einzelnen  Satelliten  anzu- 
wenden,  so  ist  für  den  ersten  nach  den  Beobachtungen  die 
grölste  Dauer  der  Fiiisternisse  oder  T^  =,  0.04718  Ta^e.  Die 
Gröfse  ß  ist  die  mittlere  synodische  Bewegung  dieses  Satelliten 
während  der  Zeit  T,  also  da  die  synodischc  Revolution  desselben 
1 ,  769Ö60  Tage  ist, 

T 

ß  ^    (36o)(6o)«.(o,o47i3)  ^  3^5^ ^,,    ' 

1.769Ü60 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  ^  =  o;  07180  und  wenn  man 

1*  ft 

-  =s  -  =s  o.  00S14  niii^int  9   80  ist  e'  ==  0.071666*   Femer  ist 
c        c 

d«,       .     ' 
der  Werth  von  X  gleich  >   ,  ■■;  sieht  man  also  nur  auf  den  gröfs- 

nd  t  " 

ten  Werth  von  t;,,  so  ist  nach  §.4 

-ü  =  o*,  454  Sin  2  (1  —  1')  =   1 634"  Sin  2(1  —  1'),  also  auch  ! 

X  =    — ^  =  1634  Sin  1 '%  Cos  a  (1  —  1')  =  o .  oo7()2  Cos  a  (1  —  1') 
ndt  ^  •  '  ^ 


4oO     ,  .  ^. 

(•-|-<f)  1.071666  •      •     ^ 

Weiter  war  ^  =  — —.  s  ä  -      ^        .  s,  oder  f  t^  (0.1 1179)  •» 

und  daher,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  denWerth  Ton  s  aus 
{.  6  flubstitnirt 

l  =  o*,  345  Sin  (11  —  3i4\465—  o*.  oi3n4 1) 

Die  zwey  letzten  Gleichungen  des  yorhergehenden  $•  sind  also 

tÄO^.o47i3(i— X)  ^34511  Sin  1 ''  ^  +  x/T+X— |;«  )  oder 

t  Ä  (oT  .  007885)  j^± oT .  04713  (1— X)V»+X— J« 
und  die  Dauer  der  ganzen  Finstemifs  ist 


I 


t'  =  o'f  .  09436  (i  — X).  J/i+X— ^»^ 
Eben  so  ist  für  den  z w  ej t  e  n  Satelliten  T  =s  0.059767  Tage , 

j3  =  21790'',  ^'=50,07189.  Um  den.Wertb  ron  X  «  -jj-  su  er- 
halten ,  wird  man  die  zwey  gröfsten  Glieder  Ton  v'  (§•  4)  i^^h- 
men,  und  so  erhalten 

X  s  0.000578  Sin  (1/— w'0+  O.Ol  8735  Sin  3  (l'^l'O* 
Eben  so  folgt  aus  §,  6 

l  s  o.Sio  Sin  (1;'— 314.465  — o.oi384t) 
+  0.077  Sin  (1;' — i  a»88o  + 1 3.o3438 1), 
woraus  folgt 

t  =  —  oT  .oo63i3  ^7  +  o*^  .059757  (I— X) . \/i-f-X— f« 


t'  =  o.ii95i4(i— X)  v/i+X— ^•. 

Für  den  dritten  Satelliten  ist  T  =  o**^  .  07419,  ß  ä  i34>7", 
f'  5=s  0.07324 ,  und  wenn  man  wieder  die  drey  gröfsten  Glieder 
Ton  v'^  im  $.  4  nimmt ,  <     .    , 

di;'' 

X  =  ---^  =  o  003684  Cos  (V'— w'O 

n"dt  **  V  y         .        y 

+  o.ooiiOaCos(l''-w"0 
—  o .  001269  Cos  '^1' — l'O« 
Eben  so  folgt  aus  §.6 

/=!0.866 Sin («/'— 314.465  «-  o.oi384t) 
+  o\  069  Sin  (^'' — 332 .  979  +  t  •  5538o  t) 


V 


■4«f 

woraus  fQlgjt  ■  :.{..        ,  ,      .:,■..:.: 

t=.-o-.  «05,74  ^ä:*:Ö74'.«(i-i).ym^         .' 

t'  =*  o» .  14838  (i— X)  y/TfX^: 
Für  den  t  i er  t  e  n  Satelliten  eadlücb  ist  T^o^  •o^)ß(i9x  ^«^7651  '^ 

f ^ Ao.«7t96 ,  Xr=  -jjjjj  tit  0.IM4M4  Cos  ?l<«u-.w*") ,  und' 


I  »;    ■  »  •  « 


4*  o«  1 86  Sin  (v'^'-r 70479  "h  ^'^9 '  4^  0 1  *^o  ^^^^^ 
t  =  — o. 003668  ^  +  0«. 09890(1— X)x/i+X—^* 


't 


V  =  oT.i978a(i— X)I/i+X~;-. 

Da  diese  Werthe  von  t  .die  Zeit  ausdrücken,  die  seit  dem 
Augenblicke  der  Opposition*  der'  auf  die  Jnpitersbahn  projecir« 
ten  Satelliten  yerflossen  ist,  efnen  Augenblick,  welchen  man 
durch  die  in  $.  4*  ^  gegebenen  Werthe  von  v  und  s ,  upd  durch 
die  gegebenen  Tafeln  Jupiters  selbst  bestimmen  wird ,  so  geben 
diese  Werthe  von  t  auch  die  Zeit  der  Immersion  und  der  Emer« 
sion  der  Satellitdit« 

.1;  Nach  der  Lage  der  Sdi^ttenöfoh^e^egen  die  Frde,  kand 
die  Seite  des'Schattens,  wodef-Eintritt  6där  AVistritt  des  Satel- 
liten Statt  hfeit,  iron  dem  K§r|>er  Japitert  iät  vint'  bed^ekt  wer^' 
den  9  und  dann  sieht  man  den  Satelliten  nicht  in  den  Schatten  v 
sondern  in  der  Scheibe  Jupiters  jein«  und  austreten.  Um  diese 
Umstände  näher  zu  bestimmeiiji  s^y  1  die  jovi  centrische  Länge 
des  Satelliten ,  und  L  die  Jbvicentrische  Länge  der  Erde ,   wo 

L=:  t8o^  +  g^o<^®i>^i^is<^c^^^i^g®**^pi^^i*^  i*^«  S^y  femer  a  der 
Halbmesser  der  Satellitenbahn^  und  A  die  Entfernung  Jupiters 

von  der  Erde 9   so  hat  man  in. dem  ebenen  Drejecko  zwischen 

der  Erde*;  'dem- Jupiter  tfnd  seinem  Saielliteii,    w^hn  man  die 

Breiten  vernai^hlässiget ,  den  Winkel  an  Jupiter  .==  1  -—  L,  und 

wenn  der  Winkel  an  der  Erde  durch  1"  bezeichnet  wird 

» 

a  ^.     ,     ^  ,-         ,,.,«,       a  f  Sin  (\  —  L) 

tg.  T  =  ~Sin(l— L),  oder  endlich  T  =  -^  ■    g^^  ^,, 

wo  also  T  die  EUmgation  (Vol.  IT,  S.  76)  des  Satelliten  für  den. 
Miltelp^^kt.der  Erde  ist.  [st  T  grofser  als  der  von  de^Erdege-. 
scheue. Halbmesser  Jupiter^,  so  ist;  der  Satellit  sioMl^ar,  ist  i\ 
kleiner  ,  so  ist  der  Satellit .  entweder  voir  der  ;Scheibe  Jupiters- 


4TO 

sichtbar ,  oder  hinler  derselben  unsichtbar  ^  nachdem  (1  —  L  ) 
kleiner  oder  froUer  plU  180  Grade  ist«  tat  endlich  T  gleich  je- 
nem Halbmesser^  so  ist  der  Satellit  an  dem  Bande  Jupiters 
selbst. 


*  * 


Es  ist  aber  der  scheinbare  Halbmesser  Jupiters  in  der  mitt- 
leren Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  gleich  <)3^A2,  also  ist  der 

TonderEr^egesehe^eHalbm0faer.gle«ch2lJL:?  ,  und  der  Satellit 

erscheint  daher  am  Bande  Jupiters, '  wenn  T  s  JzL. «  d« h.  Avenn 

o"    /   _       93.2  Sin 'i>/' 
8in(l-L)s=-2 i.t. 

a 
•     '    »      •  .  .  .  .       . 

Multiplicirt  man  die  in  ^«  3  gegebenen  Werthe  von  a  durch 
ny^.5  den  Halbmesser  Jupiters  Ir^  seiner  mittleren  Entfernung, 
so  erhält  man 


'  •        •  Jim  • 

*'     =     176    .;  Q 
^    .  ,  a''  *s:    fiOs   .    O 

.;    :'  .  a'"s=  496r  .6 

und  multiplicirt  man  die  Sinus  dieser  Winkel  duceh  5*  3o^,  der 
Entfernung  Jupiters,  von.  der  ^^ne.jii  .Theilen.  der  halben.*  gro- 
fsen  Achse  d^r.ßr4bfihn9  #p  lerhäll  m^in  die  Halbmesser  der  Sa- 
tellitenbatmoA  iii  Theilen  der  halben, {^ofsen  Achse,  dpr  Erdbahn, 
oder  .,.:...  :.   ,  ,  .  •     .    ,.  ..:. 

•   ^-*  -    a     =  o  ••  oo3ooft8 

a'  ;=  6'.  0044596 

.      ,    a"  i5s  o.  .  i>P7M3i 

.      .    i     a'^^ss  io»w  o<i^lio  ... 

Substitttirt  man  diesQ. letzten  .Werthf^;.Ypn  a  in  der  yprhergeheu« 

ii3  *'*  SU  /  ' 
den  Gleichung^  Sin  fl' — L)  :?=  ^  Sin  i'',  so  erhält  man 

1    —  L  =  8^39'  1*«*  öder  i7i°;5o'44" 
P  —  L  Ä  6   4Ö  54  '  *--?    174    »»     6 
j/i  —  D  =  .3  38  3i     -    -    176   31  39 
1"*' —  L  =  3     411     -^-    177  55  49 


und  diese  Winkel  sind  die  Grannen ,  'zwischen  welchen  der  Sa- 
tellit von  der  Erde  sichtbar  ist.  Mit  ihrer  Hülfe  wird  man  die 
Eintritte  dbr  Satelliten  in  den  Band  der  Jupitersscheibe  ,  oder 
ihre  Bedeckung  hinter  dieser  Scheibe  bestimmen.    So  ist  z«  B, 


für  den  ersten  Sateftiten  für  den  Ei^ntt  tind  4^1  tritt  auf  der 
Tordern  S^ite  der  Jüpitersseh^ibe  '^*       '     ?    *      ;•         ' 

1  =  joTic.  Länge  der  I^rd^  +  8*»  89'  ^6"  ■ 

und  für  den  Eintritt  und  Austritt  auf  der  von*  uns  abgewendeten 
Seite  Jupiters 

l  =^  geoc.  L$ngfi  Jupiterff  4n  ^"^  3()'  16"»        .  »       ' 

welche  Ausdrücke  dazu  dienen  können,  sich  2u  derBeob^ichtong 
dieser  Erscheinungen  yprzubereiten*  Man  bemerke  noch ,  dafs  9 
da  98'^  2  der  Halbmesser  Jupiters  in  der  mittleren  Entfernung 
der  Erde  yon  der  Sonne,  öder  in  d^r  Entfernung  1  ist,  der 
Halbmesser  Jupiters  in  Theilen  der  mittleren  Bnifemung  der 
Erde  Ton  der  Sqnne  gleich  ß^n  93'', 2  s=  93",.a  Si»  1''  ist,  und 
dafs  daher  die  Torhergehienden  Gränzen  oder  die  Werthe  von 

' — ' —  Sin  i"  die,.HorizontalparaUa):e  der  Satelliten  inBezieihuAg 

auf  ihren  Hauptplanet^n  ausdrucl^en.  ,    r 


C~.  t 


AnCser  dea  btihte'  betrachteten 'w a  h r e n  Ungleichheiten, 
welchen  die  Satelliten  durch  ihre  eigenen  gegenseitigen  Stdrärfi- 
g<en  und  durch  die  Wirkungder  «Sbiine  unterworfen  sind-,  gibt 
es  andere,  welche  'l>lors  yon  deAürigieichheiteii  J^pitlers'  und 
der  Erde  abhängen,  <ond  daher,  da  sie  mit  die«eil\  Tervch  winden 
wurden,  blöfs  scheinbar  sind»  G^kt  «an  «. B.  yon<^einer  Böbb* 
achteten  Finsternifs  aus,  die  zu  der  Zeit,  als  Jupiter* >in "seinem 
Perihelium  war,  Statthatte,  so,  würfle  man,  die  Zeiten,  ,^Il^y  fol- 
genden Finsternisse  diirch  eine  blofse  Additioa  der  synodischen 
Revolution  des 'Satplliten  finden,  '^nn  die. Bewejgung\,l\ipiters 
iii  seiner  Bahn  gleichförmig  wäre*  Da  aber  die  Be^^egung  dieses 
Planeten  in  seiner  Sonnennähe  gröfser  ist ,  als  die  nuttlere  ,  so 
wird  die  nächstfolgende  wahre  Finsternifs  spater  eintreten,  und 
zwar  um  die  Zeit  3,  welcl^e  derSatenii  braucht,,  ^it  seiner  mitt- 
leren sjnodischen  Bewegung  einen  Bogen  zu  durchlaufen,  wel- 
cher der  Mittelpunktsgleichuug,  ^Hpit^r.^  für  di^sen«fOj:*t.  »einer 
Bahn  gleich  ist.  Ist  nsknlicb  t  die  periodische ,  und  T  die  sjno- 
dische  Umlaufszeit  des  Satelliteis ,  und  a>  der  Bogen,  welchen 
Jupiter  in  seiner  Bahn  während  der  Zeit  T  zurücklegti,  «so  be- 
Bchreibt  der  Satellit  während   der  Zeit  t  den  Bogen   36o°,   und 

während  der  Zeit  T  den  Bogen  36o^-|-Ä*t  also  ist  T  =  ( -^^7 )    t, 

oder  T  desto  gröfser  ^  je  gröfser  m  ist. 

'■•""'  '    .        ■ 

Ist  also  dd0  die  Mittelpunktsgleichung  Jupiters ,  so  ist 

T 


\. 


Iit  aber  •  die  ExfiOttiohKt  dar  JvpütfsWhn,   und  m-  Mine 
raiulere  Anoaulie  Tom  Perihelism  gesutit ,  m>  wt  (VpL  11.  S.  fyjt 


Substitnirt  man  daher  für  T  die  in  $.  3  gegebenen  lynodi- 
sehen  Bevolutioiien,  so  erhält  man  für  di«  gesuchte  Correction 
jeder  :nicbstfolgcnd«a  Finstwnifa. 

.1.  Satellit    -    -  S  =  o^  .  65o  Sin  ra 

.,,11 I    .  5o5  Sin  m 

UL    ••    -      •    •  a   .  640  Sin  m 

IV.    .    .      .     .  6   .  i56  Sin  m. 

I.  Allein  auch  nach  diesen  Verbesserungen  stimmten  die  so 
r«raua  bereübneten  Finsiemiase  noch  nicht  genau  mit  den  Ke- 

obach tu ngen  überein  ,  und  man  fand  bald,  dnfs  die  wahren  Fin- 
sternisse sich  Tersfigertea,  wenn  die  Entfernung  Japiters  von 
der  Erde  wuchs,  und  früher  eintreten,  wenn  jene  Enfemang  ab- 
nahm ,  und  dafs  sie  überhaupt  znr  Zeit  der  Opposition  Jupiters 
mit  Jer  Sonne  uUi  nahe  <i^  ,  «74  frAher  Statt  hatten,  alianr  Zeit  der 
C«BJqnetion.  Da  Jnpiter  in  seiner  Oj^oaition  uns  um  dm  ganzen 
Durchmesser  dm  Erdbahn  naher  ist,  als  in  der  Canjnnction,  so 
Aind  behanaaiofa  Bfimer  (  Vol.  L  S.  fi6.  u.  Vol.  II.  S.  «33)  die 
Ursache  jener  Eraehcinnng  inder  (^estibwindiglieit  des  Liebtet, 
welches  «I»o  o** .  174  brascte,  deb  Durebrnresser  der  Eidbahn  in 
darcUanfen. 

t,  welch«  daraus  für  die  Zeiten  der  Finster- 
also  Ton  der  Distanz  0  Jupiters  von  der 
nt  man  A  die  Länge  der  Sonne  weniger  der 
Ige  Jupiters  ,  and  rB  die  Entfernungen  Ju- 
Ton  der  Sontae,  so  ist 


oder  lireiin'ntan  die  dritten  Fdterieen  von  --  rernachlässiget 

D  55r-f*—  — aCos  A  { l-^-r  )— --CflSS  A— v^  Coi3A. 
4r  V.  ,.    Sit*''      4r       ,  .         .  Or» 

.Ist  aber  a  <  die  halbe  grt^e  Achse  und  die  ExcentricitSt , 
der  J^pitersbahn,  iinJ  m  die  mittlere  Anomalie  dieses  Planeten 
Tom  Perihelium  gezählt,  undlieaeiohnei  moD  f|lr  die  Erde  die- 
selben Gröfsen  durch  »  ,  E  und  M ,  so  ist  (Vol.  11.  p.  Oo) 

r  =  a(i  — f  Cosm}und  R=:  1  — E  CosM, 

also  der  Torh^gehende  Ausdruck. 


4 « 3 

^    —  JLCos3A-f  ECosMCosA 

und  dieser  Ausdruck  mit  der  Zeit ,  welche  das  Licht  braucht , 
den  Irjalbmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen ,  das  heifst ,  mit 
ö''  •  187  multiplicirt,  wird  die  Zeit  geben,  um  welche  die  Fin- 
sternisse in  der  Entfernung  D  später  gesehen  werden,  als  wenn 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  unendlich  grofs  wäre.  Substi- 
tuirt  man  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  a  s  und  E  aus  , 
YoL  iL  S«3^37,  so  erhält  man  für  die  sogenannte  Lichtglei- 
chung den  Ausdruck 

o  .1370=0^.719—0^  .o34Cosm — o^  .idbCosA — o^  .oo7CosaA 

— o^  •  001  Cos  3  A  -f-  o^  •  öo'i  Co^  M  Cos  A. 
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VIERZEHNTES    KAPITEL. 


Pracessioh  uiid  Nutiltion« 


5. 


1* 


VV  ir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Aenderungen  die  Anzie- 
hung der  I-iimmelskörper  in  der  Lage  der  Erdachse  und  in  der 
Geschwindigkeit  ihrer  Rotation  um  diese  Achse  hervorbringt , 
und  zu  diesem  Zweckt  die  Gleichungen  IL  des  Kap.  IV.  §.  3 
wieder  vornehmen. 

Diese  Gleichungen  sind 

Cdp  +  (B— A)  qrdt  =  dN  Cos  5  —  d  N'  Sin  3 

Apq+  (C--B)  prdt  =5  dN"  Cos  9  — (dN  Sin  S  +  dN'  Cos5)  Si 

Bdi'  +  (A— C)  pqdt  =  —  dN^^Siny— (dNSin^^-  dN'  Cos»)Cos 

wo  dN  Ä/dmdt  (Yx  — Xy> 
dN'=/dmdt  (Zt— Xz) 
dN"=/amdt  (Zy— Yz) 

und  pdt  s;.  d^  -^  d'4/  Cos 3 

qdt  =  dvj/  SinS  Sin^  —  d3  CösjEf 
t     r  dt  s  dv|/  Sin3Cos9-{-d3  Sin^ 

also  auch — .  =  rSin9  —  qCos^ 
dt  ^        ^  r 


« 


dvj/ r  Cos  9  +  q  Sin  9 

dt.  [      Siii3 


In  diesen  Ausdrücken  müssen  wir  vor  allem  die  Wcrthcder 
Grolsen  XYZ  bestimmen. 

Die  Lage  eines  Gestirns  gegen  den  Schwerpunkt  der  Erde, 
den  wir  zugleich  als  ihren  Mittelpunkt  annehmen,  werde  durch 
die  drey  rechlwinklichten  Coordinaten  xyz.  und  die  Lage  eines 
Elementes  dm  JcrErde  gegen  denselben  Schwerpunkt  werde  durch 
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die  den  Torigen  parallele  Ceordinateiif  x'  y^  2'  .gvj^en ,  und  es 
sey  ^  die  Entfernung^ des  Gestirns  Ton  dem.  Schwei^unkte  der 
r^rde,  so  wie  r'  die  Entfernung  des  Gestirns  Ton  dem  Elemente 
dm,  das  heilst  i  :. 

^V=x«4-y«  +  z*  undr'«a:;(x'— x)«rj-(y'-^y)«4-(«'— z)** 

Bezeichnet  K^  die  Kraft,  mit  welcher  das  Gestirn  auf  den 
Schwerpunkt  der  Erde ,  und  K^^  die  Kraft  i  ipt  welcher  es  auf 
das  Element  dm  wirkt,  so  hat  man,  Ivenn  M  die  Masse  des  Ge«» 
stirns  ist ,  .  ^ 

K'  =  5J  und  K'/  =  * 

Da  wir  aber  hier  nur  die  Rotation  betrachten  wollen,  so  ab- 
strahiren  wir  von  der  fortschreil[6ifden  Belegung  der  Erde,  und 
bringen  daher  n^r  die    Differenz  jener  beyden  Kräfte  (K''* — K')  ; 
in    Rechnung«     Diese    Differenz    der   Kräfte    oder  diese   Kraft 
(K" — K'),  nach  der  Richtung  der  Achseh  dir  X  y  z  zerlegt,  sey 

---« o- c-^;>  -  o- 

f.  Diese  drey  Ausdrucke  sowohl  als  auch  die  GrdCse  V^  selbst 
mufs  nun  zuerst  naher  bestimmt  werden«  Es  ist  aber 

Vdx'/         V  dx'/         Vdx'/.' 

und  die  Kraft  K'  nach  der  Richthilg  der  x^  xerlegf ,  ist  gleich  dem 
l^rodukte  Ton  K^  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  x  mit^  bil« 

det,  oder,  da  dieser  Cosinus  gleich  -?  ist,  so  hat  ihan 

dK'A         Mx       . 

5 


(S)  = 


€' 


und  ganz  eben  so       .  > 

/dK'\  My         ^  /'1K'\         Mz 

iäV')  ^  IS  """^  (^')  "  ~^' 

Auf  dieselbe  Art  erhält  man  atfch 

/dK''\  _  MCx'—x)      /dK^>\  ^  M(y/^y)    /A»^\  ^ 
\dj7J       ""7'"5        '  VTy^/  r'5      '  V  dzf  /  * 

.     ^  /dV\       /dK/'\        /dK'\      ^.    , 

Die  Gleichung (j^J  =  (  ^;)  -  {^)    gibt  also 

riI)  =  -?«l-*L<^ia,  und  eben 
Vdx'/  (^  r'* 


so 


s 
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r    »      .    >      1 


/dY\  ^  _  Mz  _  M(z'— 2) 

"  '     Die  GrSfse'T  selbst  aho,  deren  partielle  Differentialien  die 
fto  eben  angezeigten  Werthe  baben ,  ist  daber 

^  4 

M  M 

Nimmt  man  von  diesem  Aosdruclte  der  Gröfse  Y  anch  die  partiel- 
len Differentialien  in  Beziehung  auf  die  Goordinaten  x  j  z,  se  ist 

II.   Aus  der  Yergleichung  beyder  Systeme  der  partiellen 
r  ifferentialgleicbongen  erhält  man  sofort 

Vd«'/  Vdx'/  Vdx/  Vdzy 

« 

Durch  die  Torhergehenden  Bestimmungen  lassen  sich  die 
Werthe  Ton  N  N^  N^^  bequemer  ausdrücken.  Es  sind  nämlich  die 

Gröfsen  T— )  »  (— ^  '  (— ")  dieselben,  welche  in  den  obi- 

gen  Ausdrücken  für  N,  N',  N"  durch  X,  Y,   Z  bezeichnet  wur- 
den I  so  dafs  man  also  hat 


dN 

d 


^--KS-C^l 
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d 
d 


dN« 

V 

d 

I.  Um  diese  Ausdrücke  von  AVf ;  dN/,  dN^^  noch  weiter  «ü 
redu^ren,  wollen  wir  in  ihiien  die  Werthe  tön   f j   •  •  ,  . 

des  §.  !•  N«  I.  substitüiren«  £s  ist  iiämlich 

* 

Da  abet  die  Gröfsen  z^  y^  z'  gegen  x  7  z  sehr  kleih  sind ,  so  ist 

1 

Also  hüt  man 


dN       3M  ^ ,     ,  ,  ,  .    ,     .   , 

j-=  TT  /^"™  (y^'— 3^yO  (xx'+yy'+220 
dt         c 

Und  eben  ^Ö 

dN'       3M 

j-  =  — 5-  7  dm  (zx' — xz')  (xx'+yy'4"^^0 

dN"       3M  , 

•j^  =  jffi^  (zy'—y^O  (xx'+yy'+zzO; 


•      *!, 


FüÜjht  man  aber  wieder  die  in  Kap.  IT«  §.  3  gebranchten.  GrÖ- 
Isen  ein 

A=/dmCy>«+z'*),  B=/dm(x' •+«'•)»  C  «/dm  (x^«+y'«), 

tthd  setzt,  wie  dort,  /x'y'dm=/x'2'dm=:/y^2'din=söi  so  ist 

dN       3M    .       .  ,        ..  .^.,' 

—  =  —  /dnK(t'«— y'Oxy ,  oder 


dN 

d 


-=_(B-A)xy  I 


lind  eben  so 


I 

dN'      3M  ' 

dN"       3M  ^      ' 


III. 


i)d 
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5.  i. 

Die  zuletzt  gefundenen  Werthe  Ton  dN ,  dN%  dN"  sollen 
nun  in  Jen  Gleichungen-  (I)  des  $•  1  substituirt  i^erden.  Vor 
dieser  Substitution  aber  bemerke  man  Folgendes: 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Erde  ein  durch  Umdrehung  einer 

Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  entstandenes  Sphäroid  ist,  so  ist 

dN  ... 

bekanntlich  A  =  B  ^  also  auch  -r—  =  o.  Ferner  sind  die  Coordi* 

'  dl 

naten  x  y  z  der  Gleichtanjgen  (I)  gane  willkührlich  genommen , 
und  dadurch  diese  Gleichungen  selbst  in  ihrer  ganzen  Allgemein- 
heit dargestellt.  Wollen  wir  uns  t*  JB.  vorstellen,  die  Ebene  der 
X  j  sey  die  Ebene  der  Ekliptik ,  so  ist  ^  die  Neigung  der  Eklip- 
tik gegen  Jen  Aequator,  und  f  der  Winkel  der  x  mit  Jer  ersten, 
freyen  Achse.  Nehmen  wir  aber  statt  der  Ekliptik  deii  Aequator 
selbst,  in  welchem  zwey  der  freyen  Achsen  liegen,  und  nehmen 
wir  ferner  die  neue  Achse  der  x  als  die  erste  freye  Achse  an, 
so  ist  5  ==  o,  und  9  =  0.  Die  ersten  der  Gleichungen  (l)  ist  dann 
dp  =  o,  oderpssD,  wo  D  eine  constante  Grofse  ist ,  und  die 
be)  Jen  andern  Gleichungen  (I)  sind 

dN'' 
Adq  +  (C— zV)rD.dt  = 


Adr  +  (A— C)qD.dt  = 


dt 

dN' 
"ST 


.  dN'     dN" 

oder  wenn  man  die  Werthe  von  -:; — ,   -  ,     ■  aus  S.  i*  Substituirt 

d  t   '     d  t  ^ 

Adq  +  (C— A)  rDdt  =  l^fll  (C—A) 
Adr  +  (A— C)  qDdt  =       ^    *  (A— C) 

Ueberdiefs  war  pdt  =  dy  —  dvj/  Cos  5,  und  da  d  v}/  die  Verän- 
derung des  Winkelif  der  bcyden  Achsen  der  x>  einä  ftehr  gerin- 
ge Gröfse  ist,  so  ist  sehr  nahe  pdt  =  d 9  oder  d ^  =s  D.  d  t. 

Die  Gleichungen  (1)  enthalten  die  Störungen  der  Botation 
in  Beziehung  auf  den  Aequator.  Will  man  diese  Störungen  ,  dem 
astronomischen  Gebrauche  gemäfs ,  in  Beziehung  auf  die  Eklip- 
tik ,  als  feste  Ebene,  wofür  wir  die  Lage  der  Ekßptik  für  irgend 
eine  fixe  Epoche  nehmen  wollen ,  erhalten  ,  so  wird  man  drey 
neue  Coordinaten  f  j  ;  einführen ,  Ton  denen  |  w  in  der  Ebene 
dieser  festen  Ekliptik,    und   f  in   der   Linie  der   NacVgleichen 


j 


4*9 

liegt  Es  sey  nun.  yriederd:'die  Neigung  der  Ebene  |'u  und  xj  , 
und  9  der  Winkel  der  x  mit  |,  so  ist  (Ka^p*  IV.  §♦  a) 

X  =s  I  Cos  9  -f*  ü  Cos  ^  Sin  9  —  ^  Sin  ^  Sin  9 
y  ==  ^  Cos  ^  Cos  9  —7  I  Sin  p' —  (  Sin  S  Cos  9 
z  .s=  1;  Sin  3^  +  ^  C08  Ä  .         .      : 

und  wenn  man  diese  Werlhe  von  x  y  z  in  (i)  substituirt 


>    1  I 


Adq+CC— A)rDdt  =  (C— A)  dt  (PCosy  — P'Siny)  1     ^  ^ 
Adr  +  (A-C)qDdt  p  (A— C)  dt  (P'Co8  9>  +  PSin9)  J  ^*^*^ 

•  ■'•■•'-..'•  3  M     -   ■  * 

vo  der  Kürze  wegen  P' =   — ^  (|i;Sin5-j-f^Cos5) 

3  ML  :  •  '\        •  r 

und  P  =  -*-^  C^i;«— ^•)8in5CosS4.i;^(Cos^3  — Sin»S>]   ' 

^  ■  I 

gesetzt  worden  ist. 

Piese  , Gleichungen  (J)  drücken.. die  Störungen  ^der  Dotation 
in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik  aus ,   und   aus  ihnen  werden 

sich  die  Werthe  -^  und  jr^-   durch  die   yorherffehenden  .  Glei- 

dt  dt  o 

chungen  de^.  ^«1 

-—  =rSin9  — qCo89 

dvj/        ji'Co^^-l-qSin^ 
dT   "^  Sin;»       ~" 

bestimmen  lassen,  wenn  man  zuerst- aus*  den  Gleichuirgen  .(a)die^ 
Weri:he,voA.  q,un^  r;  gefunden  hat*  Diese  Ausdrücke  von  q  und 
r  wollen  wir  daher  jetzt  suchen. 

•       ,   .  •  ■  i  .    .   .  ,        .•■.'»      <.....         '    ;.; 

Die  Gröfsen  P  und!  P'  des  J.  4  hängen:  allein  yon  iea  Grov 
fsen  ^  f  ^und^  ab^  diese  letzteren-  aber  hängen  von  >d«r  mittle- 
ren Länge  und  von  der  mittleren  Anomalie-,  und  diese  endlich 
wieder  unmittelbar  yon  der  »Zeit  ah,  so.  iab  also  die.  Grö£ae  P 
und  P^  seihst  Functionen  der  Zeit,  und  zwar  periodische  Func- 
tionen derselben  sind,'  weil  sich  die  Werthe  von  ^v  i  und  f  nwhc 
ohne  Ende  anhäufen^  sondern  in  bestimmten  Gränzen  wach$eu 
und  abnehmen^  Es  werden  sich  also  diese  Gröfsen  F  und  P^  in 
Reihen  entwickeln  lassen ,  derten  Gifeder,  da  die  Reihen  perio- 
disch sind,  trigonometrische  Functionen  der  Zeit  sej'u  werden. 
Zwar  Ist  die  Forai  dieser  Glied^er  unbekanjQt,  aber  eine  der  [Na- 
tur der  Sache  nicht* gemäfse   Annahme  derselben,  wird  im  Yer- 

Dd2 


folg  die  neclmuiig  a«f  unmögliche  oder  widersprechende  Resnl- 
tatc  führen,  und  sonach  von  selbst  auf  die  Annahme  der  gehö- 
rigen Form  leiten. 

Ich  setze  also  voraus ,  dafs  P  in  eine  Reihe  entwickelt  wer- 

den  könne,  deren  jedes  Glied,  die  Gestalte  Cos  (Ft-|-e)  hat^ 

und  dafs  P'  eine  ähnliche  Reihe  gebe,  deren  Gltederinsgesamnit 

.die  Form  x^  Sin  (FtH-0^^^^^-  Nimmt  roah  der  K0rze  wegen 

blols  auf  ein  einzelnes  dieser  Glieder  Rücksicht ,  30  i»t  aus  (2) 

Adq4.(C  — A)rDdt 

fc|(C— A)dt[(«+«0  Cos  (jB4-Ft+e)+(Ä— «OCos(^— Ft— e)] 

Adr  +  (A  — C)qDdt 

=  *  (A— C)dt[(Ä+iiOSin(^+Ft+e)+(Ä— «0Sin(9-  Ft— e;] 

Um  daraus  q  und  r  zu  finden ,  /wollen  wir  diesen  Gröfsen  die 
Form  geben 

q  =  P"  Sin  C9-f-Ft+e)  +  Q"  Sin(y--Ft— e)|     .3  v 
r  =a  P^'Cos  if+¥  i  -Hyh  9"Cot(9~Ft--e)J 

und  daraus  die  Werthe  Fon  P'',  <^"  suchen. 

Aus  dieser  Annahme  folgt  sofort 

dq  «  P"(D+F)  dt  Cos  (^+Ft-H)  +  Q"  (D— F)  dt  Cos(^— Ft  ^  e) 

also  auch 

m 

Adq+(C— A)rD  dt  =  P''[A(D+F)-4-(C— A)D]dtCos(;54.Ft+e) 

+  Q'/1;A(D— F) + (C— A)D}dtCo8(9»~  Ft—  e) 

imd  wenn  man  dieses  mit  dem  zuFor  gegebenen  Werthe  von 
A  dq  4-  iC- — A)r D  dt  vergleicht ,  so  erhält  man 

CD-t-AF  "  CD  — AF 

I 

und  dieselben  Ausdrücke  für  P^'  und  Q^/  findet  man  auch ,  wenn 
man  d  r  su4?ht ,  und  damit  auf  dieseibo  Art  Terfäbrt, 

Da  aber  die  Gröfsen  P  und  P^  nur  die  Entfernungen  I  t;  ^ 
und  f  enthalten,  die  sich  nur  sehr  langsam  ändern ,  so  ist  die 
GröfseF,  welche  in  den  Ausdrücken  P  ^  it'Cos<Ft  +  e)  und 
p/  =  js'  Sin  (F  t  +  e)  diese  der  Zeit  proportionalen  Aendernngen 
Ton  S  V  ^  ^  bezeichnet ,  eine  sehr  geringe  Gröfse  »  oder  es  ist 
sehr  nahe 

*^  SCI)  V    =  aCD 

Snbstituirt  man  diese  Werthe  von  P"  und  Q"  in  den  Glei- 
chungen (3^ ,  so  sind  die  Werthe  von  q  und  r  bestimmt.  > 


4'J  i 
$.6. 

Subslitiiirt  man  dann  die  in  ^.5  gefiinJenenWerthe  yonqund 
r  in  den  zwey  letzten  Gleichungen  des  ^\  4,  so  ist 

—  s  (Q//— P/')  Sin  (F  t  +  e) 


dt  ~ 

Stn* 

(Ft+e) 

Q*/^p//  s= 

3«P" 

«(C  — A) 
"*      CD 

Q//- 

-P«  = 

*'(A— 
CD 

— ,  also  ist 

anch 

ds 

at~ 

A— C 
CD 

.S.n'i 

»n  (!•  t  +  e) 

> 

<lt  fJU  ,  I 

dr=cDsT^-^--C"*<''^+^>J 


"ivenn  man  nämlich  durch  2  die  Summe  aller  Glieder  bezeich- 
net ,  in  welche  P  nnd  P'  entwickelt  werden  können ,  roii  \^el- 
chen  wir ,  da  sie  alle  von  derselben  Form  sind  ^  djdr  Kurxe  we- 
gen vorhin  nur  ein  einziges  betrachtet  haben. 

Stellen  wir  jetzt  die  frühere  Form  dieser  GrÖfsen  wieder 
her,  da  die  damit  vorgenommenen  Veränderungen,  nämlich  die 
Auflösung  in  Reihen ,  deren  Glieder  der  Zeit  proportional  sind, 
nun  zur  Auffindung  der  Werthe  von  q  und  r  gedient  haben  ,  «c» 
hat  mau ,  da  P'  =  -2^*'  Sin  (F  t -f  e)  und  P  =2 m  Cos (F  t+  e)  ist/ 
statt  den  zwey  vorhergehenden  Gleichungen 


d3= .   P'  dt 

CD 

C— A 


C4). 


CDSin^  * 

5-  7- 

Die  Gleichungen  (4)  sind  die  gesuchten.  Die  erste  gibt  die 
Veränderung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  die  zweyte  die  Ver- 
anderung  der  Lage  des  Aequinoctialpunktes  an,  vorausgesetzt, 
dafs  beyde  Veränderungen  blofs  dureh  die  Störungen  bewirkt 
werden ,  welche  von  den  äufseren  Kräften  in  der  Rotatioa  der 
Erde  erzeugt  werden. 

Für  die  Hagel  ist  A  s=  C ,  also  d»  =  dv)/  =r  o ,   oder  diese 


4^2 


s 
i 


heyden  Aenderungcn  verschwinden  für  die  Kagel ,   und  Können  ^ 

daher,  wenn  sie  existiren,  nnr  eine  Fplge   der  Abplattung  der 
Erde  seyn.    ,    '  * 

Jene  äufseren  Kräfte  aber,  welche  diese  Störungen  beyder 
ab p^e platteten  Erde 'hervorbringen,  können  allein  von. der  Sonne 
und  von  dem  Monde  kommen,  da  alle  andern  Gestirne  zu  schwach 
od«r  zu  weit  entfernt  sind  ^  um  in  der  Rotation  der  'Erde  eine 
merkliche  Veränderung  hervorzubringen.  Betrachten  wir  zuerst 
die  Wirkung  der  Sonne  und  sey  v  die  Länge  der  Sonne  von  dem 
beweglichen  Frühlingspunkt;  «yJie  Neigung  der  gegenwärtigen 
Ekliptik  gegen  die  für  eine  bestimmte  Epoche  als  fest  angenom- 
mene Erdbahn,  und  L  die  Länge' des  aufsteigenden  Knotens  des 
Aequators  auf  der  festen  F.bene  der  Ekliptik. 

Drückt  man  also  die  Lage  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt 
der  Erde  in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik  durch  die 
lechl winklichten  Ceordinaten  ?'  i;'^'  aus,  wo  S  i**  der  Linie  der 
veränderlichen  Nachtgleichenltnie  und  |' a;'  in  der  beweglichen 
Ekliptik  liegt,  so  iit  |'  =^  Cos  y ,  o;'  =  rSin  v  und  gl'  =  o.'  Sind 
dann  ^  v  ^  die  Coordinaten  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Erde  in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik,  so  hat  man,  wenn  man 
in  den  Gleichungen  des  (Kap.  IV.  §.  2)  ]^  ä  cy  und  y  =4*  =-7-L 
setzX ,      .       .       . 

|  =  f/(CosySin»L4.Co8«L)  +  i;'(SinLCosL-^CosySinLCosL) 
o;  =|'(^  Cos  ty  Cos  LSin  L-Sin  L  CosL)  +  i;'(Cos  ^Cos'L  +  Sin«L) 
^=1'  Sin  «y  Sin  L  —  1;' Sin  <y  Cos  L. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man 

C  f  ^  1 

,       |=^Co8v  laCos*  -  +  Co«2L  — Cos^CossL)! 

+  i  ^SinvSinaL — ^^Coscy  Sin  y  Sin  2  L 
oder  ^s=  ^Cos'  |  cy  Qos  v-j-f  Sin*  f'y^<^s(*'  —  ^^) 

T 

und  eben  so  findet  man 

V  =  f  Cos*f  cySinv  —  ^Sin*  j|7SIn(v — 2L)  und 
^  =  ^  Sin  ry  Sin  (v  •^— L). 

A'^ernachlässiget  man  die  höheren  Potenzen  von  <y,  so  ist 

1 1;  u=  j  ^2  Sin  2  V 

I  »;  =  j<ySin(2v— L)--i^«cySinL 

v^=  i^^  cyCosJj  —  i^''yCos(2y  —  L) 

1; •  —  «f^  =  i  ^»  (1  —Co*  2  V). 

Nimmt  man  die  Sonnenbahn  kreisförmig  an,  so  ist.  f  =  a  un4 
V  ~nit,  wo  a  die  halbe  grofse  Achse  der  Sonnenbahn  und  ml  die  mitt- 
lere Länge,  also  m  die  mittlere  tägliche  Bewegung  der  Sonne  ist. 


Es  ist  aber  (Kap.  VII  fi.  4)  l/^M  =   — .  a^,  wo  f  das  Slernjalir 

S  'ff 

der  Erde  bezeichnet ,  und  >»— •  £=:ni,a]soM=:a'm^.  Setzt  man  also 

T 

dv         ,  M 

prra,  dtss und  m*   =i  — r  , 

*  m  a* 

so  ist ,  wenn  man  die  letzten  Werthe  ron  f  t; ,  |  t  •  •  •  i"  den  zu 
Ende  des  §.  4  gegebenen  Werthen  ron  P  und  P^  aubstituirt, 


-0 


3ni*   /dv 

P/  d  t  Ä     ( — :  Sin  2  v  Sin  5  — 

m 


d 


7dtSinLCos9-|-^*  — .Sin(av — L)  Cos  d   1 

Vernachlässiget  man  das  letzte  dieser  Glieder  ^  da  es  gegen  die 
beyden  andern  sehr  klein  ist,  so  hat  man 

3  m 
/P'dt= SinSCüS  2  V  — Im'Cos^./tydt  Sin  L 

und  selbst  in  diesem  Ausdrucke  ist  das  letzte  Glied,  da  es  in  die 
sehr  kleine  GröUe  «y^  multipilicirt  ist,  gegen  das  erste  beynahe 
als  yerschwindend  zu  betrachten« 

5. ». 

Bezeichnet  man  die  Gröfse  v  cy  L  y  und  a  für  den  Mond 
mit  einem  Striche ,  so  ist,  wenn  — j  =s  Bm' gesetzt  wird,  ana- 
log  mit  dem  Vorhergehenden 

/P/dti= -.SinSCos2»^/— }m^«BCosS./ydt  SiuL' 

4  m'  ^  ' 

wo  <y'  die  Neigung  der  Mondsbahn  gegen  die  Ekliptik  und  \J 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knoten»  dieser  Bahn  in  der  Eklip- 
tik ist.  Ist  C^  die  Tangente  dieser  Neigung,  so  ist,  da  t^*  nur  klein 

ist,  c'  =  y',  wo  aber  cy' mit  Sin  i"  =  — - — -— - multiplicirt  wer- 

den  mufa.  Es  ist  aber  bekannt,  dafs  diese  Neigung  <y'  eine  bo^ 
ständige  Gröfse  ist,  so  wie  man  auch  die  Gröfse  5  als  constant 
annehmen  kann. 

Ist  ferner  i*  die  tägliche  Bewegung  des  Mondsknotens  ,  uml 
F^  die  Länge  des  Mondsknotens  für  irgend  eine  Epoche  ,  so  wird 
für  jede  andere  Zeit  die  Länge  desMondsknotens  oder  L'  durch 
(F'  +  f't)  ausgedrückt  werden  können,  oder  da  diö  Bewegun.:; 


der  Knofdn  rfickläuilg  ist,    «ö  i«t  L'  s  —  (F'+f'  t),  and  daher 
y  Sin  LM  t  =  —  C  d  t  Sin  (F^  -\-  Ct)  und  dessen  Integral 

/cy'  d  t .  Sin  L'  =  +  ^'  Cos  (f  t  +F0 

also  auch  der  vorhergehende  Ausdruck 

/P/dt== j-^Siin»Co%2v^  —  ^Bm*  .^^  Co8»Co»(F'-ff/i), 

fi-  9- 

Substituirt  man  jetzt  bey de  Wer the  vony' P'dtdes  J.  7  und 
8  in  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  so  ist 

3m(C— 
5  =  h+  -     "^ 


^ —  liSin»  rCosavH yCosav'J 


aC 

6mc' 


+  -7^  Cos5Coß(F'  +  f't)|  . 


wo  h  eine  beständige  Gröfse  ist. 

Ist  h  der  Werth ,  welchen  5  ohne  den  in  dieser  Gleichung 
angegebenen  Störungen  haben  würde ,  und  ist 


*"=  ^CC-A)(i  +  B)Cosh 


80  ist  auch  annähernd 

■    ■       ■        ■        • 

IBc' 


l.tgh      /^  Bm  \ 

5. 10. 

Substituirt  man  eben  $0  die  Werthe  ron  gi;,  |^«««  aus  §*  7 
in  dem  Werthe  T<m  P  des  j.  4 »  so  ist 

-, ,  3m*   /^  1 

Pdt= idtSindCos;» (SinSCos5d.Sina»+ 


• 

2      \                              am   " 

/ 

cydtCosL  (Cos»»  — Sin»3)^ 

für  die  Sonne  ist  «y  =  o«  also 

t^ 

Pdt=  -^  f'dtSinSCos» ^.  Sin5Cos>.d.Sin  2  v^ 

%     \          '                 am                                     y 

435 
und  für  den  Mond 


+  (Cos f  S ~  Sin«  S) .  y  d  t  Cos  LM 


Ist  wieder  y  =  c'  und  L'  =  — r  (F'  +  f' t) ,  so  ist 

ydtCosV  =c'Cos(F'+fn)dt 

und  beyde  Werthe  ron  Pdt  in  der  zweyten  der  Gleichungen  (4) 
«ubstituirty  geben 

d.^  ^  3-"(C-A)  r(.+B)mCosS~!l^/d.Sinav  + 
dt  «CD        [^  ^  ^  adt   V 


Bm 


d.Sin2v/'^  +  -^  (Cos«»  — Sin»5)Bc'Cos(F'+£/t)1 
y  ^  .  Sin»  J 

Ist  aber  wieder  1  =  i^  fC— A)  (i+B^  Cos  h ,  so  ist  das 

aCD  ^ 

erste  Glied  yon  — ^  gleich  1,  also  \(/  =1 1.  Setzt  man  dann  in  den 

andern  Gliedern  abkürzend  5  =h,  so  erhält  man  durch  ihre   In- 
tegration für  den  vollständigen  Werth  von  >)/  den  Ausdruck 

vL=lt+      ^^^^'     CotgahSin(r'  +  f't) 
^  ^  f'(i+B)        •«VT-/ 

___i__Y Sinay+li?Sina  vA...(6) 
am(i+B)    V  m'-  -/ 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  geben  die  Werthe  von  5  und 
•+ in  Beziehung  auf  eine  feste  Ekliptik ;  wir  bedürfen  sie  aber 
zu  dem  astronomischen  Gebrauche  in  Beziehung  auf  die  gegen- 
wärtige, oder  auf  die  bewegliche  Ekliptik,  Seyen  ^v^/'  diese  Wer^ 
the  von  »^  für  die  bewegliche  Ekliptik.  —  Denkt  man  sich  ein 
sphärisches Dreyeck  A  B C,  in  welchem  AC  die  feste,  AB  die 
beweglich^  Ekliptik  und  BC  den  Aequator  beseichuet,  so  rstdi^ 
Seite  ABs>^S  ACs%|/sL  und  der  Winkel  BAC=«y,  AflC=^' 
und  A CBs5i0a —  fr,  also  hat  man  nach  den  bekimoten  Ausdrü- 
cken  der  Trigonometrie 

Sin  i±d:  =  tg  ^'-('^--^^  tgi^Sin  t±± 


4^6 

Co*  1±=+ 
und  tg  tt'«^-^ 


*  Co»  4l!±i  tgly 

oder  abkürzend 

>)/^=s\|/  —  cySio  L  Cotg5,  und 
5'  a;^  -|-^Go.t  L. 

Setzt  man  wieder  ^ es c,  L  s  F  +f t,  so  ist 
9/c=54.cCos(Frf-ft)  =  »  +  cCoaF— cftSinFs^S— cftSinF 
und  eben  so  >)/'  =  4^— c  Cotg  S  •  Sin  (F+ft)  =  4^— cft  Cotg  3  CosF, 
also  ist 

;»/  ==  3  —  c  f  t  Sin  FH-  -i?^  Cos  (F'+f't) 

f'(i+B) 

+  -.-i!ii- rCos3^+5l?  Cosaw'^  ...  (7) 

>i  =  1 1— c ft Cotgh Cos F—  ^ L  ^Sin2y+  ^  Sin » v»\ 

®  öm  (i+B)\  n|^  J 

•     «  ^  ß  ^' ,  Cotg  2  h  Sin  (F'+f't)  .  • .  (8) 


i'(i+B) 

und  diese  Gleichungen  (7)  und  (ß)  geben  die  Störungen  der 
Schiefe  der  Ekliptik  und  dies  Aequinoctialpunktes  in  Beziehung  auf 
die  yeränderliche  Ekliptik« 

5.    13. 

Um  die  Torhergehenden  Gleichungen  numerisch  zu  entwi* 
.ekeln,  so  ist  die  siderische  BeFolution  der  Erde  365''^  •  256304 

und  des  Mondes  37^.32166,  also  m  =  - — — ^ sso'^.üOS^i  , 

365.356384 

und  m'  =  Ä  i3'.  17636 ,  wo  iir  und  m'  die  mittlere  Bc- 

ö7,;}2i66 

wegung  der  Erde  und  des  Mondes  in  einem  Stemtag  bezeichnen, 

und  —  SS  0.07480  ist. 
m' 

Ferner  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  die  Mitte  des  acht- 
zehhten  Jahrhunderts  h  =  33^  28'  i7'^9)  und  die  Neigung  der 
Mondsbahn  S**  8'  5o",  also  C  =  tg  5°  8'  5o''. 

Bezeichnet  T  ein  julianisches  Jahr,  oder  ist  T  =?=  365^.  35, 
so  ist  das  siderische  Zurückweichen  derMondsknoleninder  Zeit 


4«7 

T  gleich  fT  =  696S0'/,  als^=  190.773.  Weiter  war  in*  =  ^, 

a* 

"h/ff  mr/flS 

Bm«=fL,  alsoiat  B=r   __.  AberÄlÄ35i88ö,  M^=o.oi5i, 

a'^  Ma'» 

und  die  Horizontalparallaxe,  der  Sonne  Q'^9    und   des  Mondes 
56^  58'^  also  ist  . 

3  ^  Co,oi50Sin>.56^58--     ^^^^  nahe  B  =  3.     ' 
(35i886)Sina8''2 

In  der  Gleichung  (7)  ist  cf  Sin  F  die  jahrliche  Abnahme 
der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  diese  kann  wegen  den  sehr  gerin- 
gen Aenderungen  der  Gröfsen  c ,  f  und  F  durch  mehrere  Jahr- 
hunderte als  gleichförmig  angeschen  werden.  Nach  den  Beob^ 
achtungen  beträgt  sie  jetzt  0^^484,  — In  def  Gleichung  (8)  ist 
eben  so  (1 — cfCosSCosF)  das  jährliche  Vorrücken  der  Natht- 
gleichen,  welches  jetzt,  den  Beobachtungen  zu  Folge,  60^^176 
beträgt.  Da  das  Glied  ef  CosSCosF  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

annähernd  annehmen  IT  =  6ö'^i76,  oder  1  :=*  — iJL^  ==  0.1374. 

365.25 

Nach  dieser  Bestimmung  der  Gröfsen  m  m^  c^  P  B  und  1  hat 
man 

S         =;  o^^42,  wo  man  m:;;:3(o  98561)  36oo  setzen  mufs. 


3m(i+B) 

Ferner  —  =a  0.224 ,   =  0,07  , 

m'  2m(i+ß)  ^^ 

1 B  c'                       o     2  Cotff  2  h  «  B 1  c'         o  Ort 
=  io.ie8,  -, — -2 =  18.880, 

f'(i+B)Sini"  f/(i+B;  ' 

also  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 

5'=h— o''484t  +  lo^'.i  iCosL'4-o".42Cos2v+o".o9Co82i^O  ,jjv 
\j.'=5o''.i76 1—  i8".89  SinL'  — o''.97  Sin2v—  o'^22  Sin2jpJ 

Das  Glied  0^^484  ^8^  ^i®  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der 
Ekliptik,  das  Glied  50^^176  die  jährliche  Präcession  der  Nacht- 
gleichen^  und  He  übrigen  Glieder  der  beyden  letzten  Gleichun^ 
gen  enthalten  die  Nutation  der  Schiefe  der  Ekliptik  und  der 
Länge.  (Th.  I.  Kap.  n.) 

5-  i3. 

Wir  haben  oben  in  der  letzten  Gleichung  des  §•  7  ^«s  Glied 

dv 
«>••  —  ^in  (3  y  — L)  Cos  ü  yernachlässiget.   Für  die  Sonne  wird, 
m 

dieses  Glied  in  dier  That  gleich  Null,  da  <y  =  o  ist  Für  den  Mond 


4«« 

aber  tdieinet  dieses  Glied  in  dem  Integrale  dieselbe  Ordnnng 
mit  dem  nnmittelbar  yorhergehenden  zu  baben ,  un4  also  nicht 
weggelassen  werden  zn  dürfen*  Nimmt  man  es  mit  in  die  Rech- 
nung anf ,  so  ist  der  Ausdruck  für  fPiv  gleich 

/P'dt  =  — ??^Sin»Cos3v'  — l9m«Cos3/cy'dtSinL 

^m^ 

3BmV  Cos  »  Co.  (s  v*-h) 
4m' 

Nimmt  man  also  blofs  auf  dieses  Glied  Bücksicibt ,  so  wird 
man  in  der  letzten  Gleichung  des  ^.8  dem  dort  gegebenen  Wer- 
the  vonyP'dt  noch  die  Gröfse 

?^'"'^'Cos»Cosray/-LO 
4  m'  ^ 

hinzufügen  ,  und  in  der  ers^n  Gleichung  des  $•  9  «u  dem  Wer- 
the  Ton  9  noch  das  Glied 

3  m  (C-^ A)  Bn^  ^^^ ^ ^^^  (^/-LQ  . 

aCD         ^      m' 


yBi 


a(»+B)m' 


Cos  (2v'— LO 


addiren*  Da  aber  y^  =  0.090 1 ,  B  =:  3 »  —  ss  0.0748 ,  und 

m' 

^oAij  ist,  so  ist  das  letzte  GliedÄo".oü  Cos  (»i^'-^L'), 

2m(i-f-B) 

also  unmerklich« 

5.  14. 

.  Aber  in  der  letzten  Gleichung  des  §4  7  wurde  noch  das 
Glied — |m'CosS/<|^dt  Sin  L  weggelassen,  und  dieses  Glied 
Terdient  eine  nähere  Betrachtung. 

So  wie  wir  in  $•  8  für  den  Mond  angenommen  haben 

/ydtSinL'  «  £iCos(F'+f't), 
eben  so  können  wir  auch  für  die  Sonne  setzen 
/ydtSinL  =i5Cos(F-fft), 

und  dann  ist  jenes  Glied  gleich 

—  Im»  Cosh.  2Cos(F  +  ft). 


4«9 

Nimmt  man  dann  ffir  den  Mond  itatt.dem  «ben    erwähnten 
Ausdrucke  den  etwas  genauem 

/y'  d  t  Sin  L'  =  ^  Cos  (F'+f  t)  —  £  Cös  (F+ft), 

so  erhält  man,  wenn  man  blofs  auf  die  yoti(F-|-f  t)  abhängigen 
(jh'eder  sieht ,  in  ^\  7  für  die  Sonne 

/P'dt=:^*C08».f  Cos(F+ft)4 

«nd  eben  so  in  ^.  0  für  den  Mond 
/P'dtÄ— ^  BCosS  C^CosCF'+if  t)— f  Cos  (F+rt)^ 

oder  vielmehr,  da  das  in  Cos  (F^-j~^^^)  multiplicirte  Glied  schon 
oben* mitgenommen  wurde,  für  den  Mond 

/P'  d  t  =  *2u*  B  i  Cos  5  Cos  (F+ft). 
a        f 

Daher  wird  der  von  (F-J-ft)  abhängige  Theil  des  Werthes  von  d 
in  der  ersten  Gleichung  des  ^«  9 

»^—^—.  .I^=::^(i+B)CosS  JCos(F+ft)=—  -Cos(F+ft>..(9) 
2        CD  f  f 

I.  Um  eben  so  die  von  (F-j-ft)  abhängigen  Glieder  der  Grö- 
fse  Fdt  zu  erhalten,  so  ist. in  §."io  für  die  Sonne 

Fdta   ^«ydtCosL(CosVd—Sin«S) 
a 


=:l^dt.cCos(F+ft).(Cos*»~Sin«5), 
2  ' 


und  für  den  Mond 


Pdt «  12^*  .cCos(F+ft)  .  (Cos »S— Sin «3) 
2 

Man  hat  daher  auch 

^  =  ?i;i!  .  JEZ^  (,  +B)  (Cos«  9-  Sin» »).  c  C«s(F+f  t). 
dt  a        CDSmd 

Addirt  man  dieses  Glied  zu  dem  in  fi»  10  gegebenen  Werthe 

dO/ 
von  —Z. .  so  erhalt  man,  wenn  man  die  bereits  betrachteten  Glie* 

dt 

^er ,  welche  von  tot  (F^^i'i)  und  von  Sin  2  v  und  Sin  3  p*  ab.- 
h^pgen,  wegläfst 


43o  ' 

dvj/       ICosS   ,   l(Cos«5~Sin»5)       ^      ,f  .  r  n 

^^——+JL-—— _i.cCQs(F+ft)..,.Cio). 

de         Cosh         .SinhLosh 

In  dem  letzten  Gliede  dieses-^  Aü6dracks  i?.ii:d  man  ohne 
merklichen  FeTiler  d  =  h  setzen  können«  In  dem  ersten  aber  ^ird 
man ,  nach  der  letzten  Gleichung  (9) 

»  =  h— l£  C(i8(F-fft) 

■  '  I  IC         *       '  •       •     •  '  .  •     ■  •  vt 

setzen  y  weil  dieses  Glied —  Cos  (F+ft)  das  einzige  in  dem  Wer- 

the  Ton  1^  ist,  welches  in  der  Folge  der  Jadrbnhderte  noch  ei- 

nen  beträcHtlichen  Werth  erhalten  kann. '  Dies'es  Glied        ^^ 
•  •  .  V  ,  Cosh 

wird  daher  in  das  Folgende  übergehen 

lCös[h-'|Cos(F+ft)]   =:l+l^tghCos(F+ft), 
Cosh 


<        •■■ 


und  dalier  ist  das  liitegral  der  Gleichung  (10) 
^^  =  it +1^  tg  hSin(t+ft)-f  -J^ 


oder 


£»    °         '     ■     '  .  fsiihCosK 

(Cos»  h  —  Sirt*  fe)  Sin  (F-j-ft) 


+=^*+  f(f  —  »Jtgh-fCotghl  .  ~  Sin  (F+ft)  ...  Cii) 

11.  Behandelt  man  die  Gleichungen  (q]|  und  (1^)  wie  die 
Werthe  Ton  3  und  >^  in  ^«  11,  uA  die  Wel'tM  voA  S'  und  v^  zu 
erhalten,  so  findet  man 

.     .  3'  =i=  h  +  I^zil  c  C08  (F + f  i)  . . .  (9') 

>};/  =  It  +  U  +  Jtg« hl   ^i=!)  Cqtgh. c gin(F-f  ft) ...(11') 

Um  die  letzten  vier  Gleichungen  punierisch  zu^  entwiclfeln , 
bemerken-  wir,  d.afs  wir  in  Kap^«  XL  §f  4  'i^i*;  die  säkularen  Störun- 
gen der  Lage  der  Erdbahn  erhalten  haben 

p"  =:       0''.  0767  t  +  6'K  oooo3i5  <• 
<j//  Ä  — -o''.  ö6o()  t  +  o  •  Ö000067  t"** 

Nehmen  ^^rir  an ,   daifs   diese  Werlhc   TOn  p''  und  q'"  die  Form 
haben 


1 

I 


nFCosg'tl^ 
inFSing/tJ  ^**^ 


>3r 

p'/  =  c81nF  —  cCosF  Singt — c8mFCosg't 
q"  =  cCosF  —  cCosFf^osgt  +  cSin 

oder  ivenn  man  nttr  die  2weytcn  Potenzeti  tuü  t  berücksichtiget 

p"=— cgtCoäF  +  fcg'*t*SinF 
i['^±^+Cg'tSiftF  +  Jcg*  t'CosF 

Vergleicht  man  diesfe  beyden  Ausdrücke  ron.p"  und  q",  so  er-» 
hält  man 

cgC68F  =  — ö".  0767  cg'«  SihF  =.  Q«odoo43o 

cg'SinF=— o  .  5009  cg»  CoaiF  =  b.ooooi34 

und  aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt 

g=^30".a7         g'=  — i7''*7S 

c  Sin  F  =  5821'/.?         cCosF=436.2 

also  Axxth  F=:85\'  715,  c  =  58?7/'  und  C  Cötg  h=i36'4^'^ 

Man  crtält  aber  die  Werthe  >bn  c  •  Sin  (F  +f  t)  und  Yöh 
c.Cos(F+ft),  -wenn  man  in  deii  durch  die  Gleichungen  (11) 
gegebenen  Werthen  von  p"  und  von  q"  die  Gröfse  F  sowohl  als  die 
Gröfse  gt  um  It  vergröfsert,  so  dals  man  hat  f  =g-|<  I  und 

c.Sin(F+ft)=:cSin(;F+lt)~  tCos  FSin(g+l)t— cSin  F  CosCg'+l)t 

und 

c.Cos^F+ft)=cCos(F+R)— cGosFCos(g+i)t+cSinFSin(g/+l)t* 

Substituirt  mlin  diese  Ausdrücke' in  den  Gleichungetir  9,    11  und 
y  11/  des  §.  14  j  so  erhält  man 

*|/=lt+cCotghSin(F+lt)-i-r-.cCo8FrCotgh--7|^tgh^Sin(6+l)t 

■- iZ^-C Sin  FCcotgh^  j^^  tgh^  CoJ(g>+l)  t 
S  =  h - c Cos (F+It)  +  _i_  .  c CösF Co» (g'+I) t 

—  _L. .  c  Sin  F  Sirf  (g'+l)  t 

•  ■ 

^'  =  lt+    £-cCo*F.  CCotgh^^-I-t'gh")  SinXg+Ot 
1+g  >«■  »+g        ^ 

+  _^  .cSinF  f Cotg h  + -J_  t g h  \ Co« (g'+l) t 
1+8'  ^  1+8'         ^ 

y  -  h 6_ .  c  Cos  F  Co»  (g-f  l)t  +  -i^  .cSinFSin(g'+l)t 

1+8  1+6' 


KU 

und  überdiefs ,  wenn  man  die  rorletzle  dieser  Gleichnngen  diffe« 
rentürt 

li.'=?I+cgCo8FfCotgh+  JL  tgh^Co8(g-fl)t 

dt  "        \  1+g       y 

-cg-  SinF  ^Cotgh  +  jX  tg  h>8in(g'+l)t. 

Nach  den  Beobachtungen  hat  man  für  die  Epoche  1*^50  die 
jährliche  Präcession  _Z:  s=£o^^  lo,  also  ist  die  letzte  Gleich img, 

da  füi^  diese  Epoche  ts^o  ist  '' 

1  +  c  g  Cos  F  (  Cotg  h  -f  — .  l  g  h^=:  So",  lo. 

^  1+g         y 

Niiümt  man  in  diesei:  Gleichung  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  1760 
gleich  h  =33^  28'  ao^'  und  für  c  g  Cos  F,  so  wie  für  g  die  oben 
gefundenen  Werthe,  so  erhält  man  1  =  5o'^  89. 

Eben  &o  gibt  der  Torherg^hende  Ausdruck  von  d'  für  1760 

5/  r=  h §-  c  Cos  F ,  bdtfr 

h  =  23*  28' 20''— 1121'/.  I=:23^47l6  — o\3ii4. 

Substituirt  man  nun  alle  diese >  erhaltenen  Werthe  ron 
1 9  b ,  g ,  gS  c,  F  •  • .  in  ,den  tier  vorhergehenden  Gleichungen , 
so  »erhält  man ,  wenn  man  alle  Zahlen  in  Graden  und  deren 'i*hei- 
len  ausdrückt , 

4/=o^ol4•f•3^79lSin(85••7l6+o^ol/|t)  ^ 

— 1 .487Sino.oo4t— 6«4 1 6C0S0.009 1  j 

5=a3^47i6— o*3ii4 — i.63iCos(85ö7i5-f.o  01.M)  I 

+o.432Coso.oo4t — 2496Sino.oo9ti 

>)/'=o^.oi4'^i«204  Sin  o«oo4t«^2;636Cos  0.009t  | 

I^'=5:23*.47i6— o.3ii4+o.3i  iCoso.oo4t— 0  879Sino.oo9t     J 

und  diese  Gleichungen  enthalten  die  säkularen  Aenderungen 
der  Länge  des  Aequinoctialpunkts  und  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
die  Ton  der  Wirkung  der  Sonne  und  des.  Mondes  auf  die  abge* 
plattete  Erde  entstehen.  Die  periodischen,  von  L,  v  und  v* 
abhängenden  Störungen,  oder  die  Nutationen  der  Länge  und  die 
Schiele  der  Ekliptik  sind  schon  oben  durch  die  Gleichungen  H« 
§.  12  gegeben  worden. 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  (III) «  die  L  ap  lace  Mec*  ceL 
Yol.  III.  p*  112  gegeben  hat,  wird  man  die  Präcession  und  die 
Schiefe  der  Ekliptik  eehn  bis  zwölf  Jahrhunderte  vor  und  nach 
der  Epoche  1780  bestimmen,  und  sie  selbst  bis   zu  der  ohnehin 
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nii«lr sehr  nttf oHkotttHieii^n Beobacbtutigen  Hipparo h^  attsdeh« 
neh^lköttnen.  Sollen' «ick  aber  diese  Aufdrücke  nur  auf  Zeiträtn»e 
Vdn  zwey  oder  drej  Jahrhunderten  erstrecken,  so  kann  man  ih-^ 
nen  durch  Auflösung  •Aer  trigofiometrtschen  Funktionen  in  tleU 
hen ,' die  nach  den  Potenzen -der  Zeit  fortgehen  i,  eine  zur  Hech* 
ntttig  bequemere  Gestalt  geben«  Man  findet  so,  mit  etwas  verän<>^ 
derteit  Massen  der  Yenus  und  des  Mars  (Meo.  cel.  Vol.  Uh  p.  168) 
nahe  die  Th.  I.  p«  89  gegebenen  Ausdrücke  ^  nämlich 

\)/  =  60"  34   t—  0^^000123   t* 

»   SB  33*   -18'  t8''  +  o..ooooo9ß  t» 

ypfss   So'U  176  t  -[•   0.OOO1321    t* 

ü*  =s  33®  a8'  iS'^o  -^  0,484  t  —  0.0000037  t** 

dv)^f 

I,  Vfenü'man  d^ü'yo'rhergeheiiden  Ausdruck  ron  -v--  von 
dem  Werthe  dieser  Gröfse  für  t  ss  o ,  4^^  heifst  von 

1+cgCosF  (cotgh+  j-p^tgh) 

subcrähirt,  so  erhält  man  die Tergröfserung  x  ded  tropischen 
Jahres,  die  seit  der  Epoche  von  1760  Statthat.  Diese  Yergrö« 
iseruug  ist  also 

xts-cgCosF  (Cotgh+qp-  tg  hj  [1  — Cos(g  +  i;t] 

•      +cg'SinF(cotgt+^;tgl)8in(g'-fit)' 

Suhstituirt  man  in  dieser  Gleichung  die  vorhin  gefundenen  Wer- 
the von  1  g  g'  F  *  •  «  so  ist 

x  =  — o''.a955(i  — Cosi4"iat)— i'^495Sin32''63t, 

und  um  diese  Haumsekunden  in  Theilen des Ta^es auszudrücken/' 

3{)5  25 
wird  man  sie  durch  r; — !    ;'/■  =  0.000282  multipliciren,  wodurch 

3oo.oo.oo 

man  für  die  gesuchte  Zunahme  des  Jahres  erhält 

xsc-^o^«c«.oooö833(t  —Cos  i4.iat)-*o'r««*iooo4a^8in33"63t* 

Für  die  Zeit  Hipparchp,  oder  100  Jahre  vor  Chr.  Q.  ist 
tss-:^i85o ,  und  damit  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  dastro- 

Sische  Jahr  zur  Zeit  Hipparchs  nahe  io^^6  gröfser  war,  als 
as  gegenwärtige.  Während  nämlich  das  wahre  Jahr  der  Erde^  ■ 
oder  die  siderische  Revolution  derselben  (nach  Kap*  Yll*  jS.  4) 
völlig  unveränderlich  ist,  wird  das  tropische  Jahr  um  die  Zeit, 
welche  die  Erde  braucht ,  mit  ihrer  mittleren  Bewegung  den 

HI.  is « 
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Bogea  >i*f  äev  Fr^eetsion  znrdiciuBidegc^f  i^ürz^r  ^e^rn^  als.  da» 
sidectiche  Jahr«  Da  abcir  dieser  BogeOt.  W.ßgen  der  WirJkung  deif 
Planeten  auf  die  Lage  der  £kliptik  veränderlich,  ist.,  ßo  i^t  aucb 
die' Länge  des  tropischen  Jahres  veränderlich»  Um  dieLänjg^d^es 
m.ittlQrei)  U'opischen  Jahres  zu  finden,  mufs  man  yon  äei^er 
wahren  oder  heohachteten^  Länge  den  Theil  der  Präcession  «^iifat? 
trahiren,  .welcher  blofs  von  der  Wirkung  der  Planeten  entspringt« 
Dieser  Theil  beträgt  jetxt  v)/ — v)/^=5Q'^.iO/|,  und  diese  Gröl'se  nii^ 
der  Torhergehenden  Zahl  0.000282  mal tipUcirt,  gibt  Q.000046248 
Tage  oder  nahe  4  ^icitsekanden,  oder  das  gegenwärtige  tropische 
Jahr  ist  4  Sekunden  gröfser,  als  das  mittlere. 

>  <  .     •    ■ 

Wir  haben  in  Kap,  lY.  ^.  4  gesehen,  dafs  der  Sinus  des 
yVinkels ,  weichen  .die .  augenblickliche  Rotationsaxe  der  Erde 
mit  der  dritten  freyen  Axe  macht,  gleich  ist 


Man  sieht  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  des  ^.  5 ,  dafs  die  Grö- 
Isen  q  und  r  immer  ungemein  klein  sind,  woraus  folgt,  dafs  }e- 
ner  Winkel  immer  sehr  n^he  gleich  Null  ist ,  d.  h.  dafs  die  ei- 
gentliche Rotationsaxe  der  Erde  immer  sehr  nahe  mit  der  dritten 
frejcn  Axe  derselben  zusammenfällt,  und  dafs  daher  die  Pole 
der  Erde  immer  sehr  nahe  durch  dieselben  Punkte  der  Ober- 
fläche  der  Erde  gehen,  was  auch  yollkommen  mit  d^n  Beobachtun- 
gen übereinstimmt,  nach  welchen  die  Polhöhe  jedes  Beobachtungs« 
curtes  keinen  merkbaren  Aenderungen  unterworfen  ist. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Rotationsaxe 
ist,  nach  Hap.lV,  ^.  4,  gleich 

« 

d«Ä^p*+q«-J-r* 

also  ^  da  nach  d^m  Vorhergehenden  q  und  r  sehr  nahe  gleich 
Null  sind,  d  U  =  p.  Wenn  aber  die  Erde  ein  durch  Umdrehung 
einer  ElKpse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenes  Sphäroid  ist,  so 
hat  man  na(^  $.' 3  p  ss  D,  wo  D  eine  constante  Gröfse  be-^ 
^zeichnet,  also  ist  auch  dB  eine  constante  GrÖfse,  d.  h.  die  Ro- 
tation der  Erde  uni  ihre  Axe  ist,  gleichförmig,  und  der' 
Stejrntag  der  Erde  ist  immer  von, derselben  Länge* 

*  Dafs  eben  so  die  Dauer  des  mittleren  Tages,  wie  dersel- 
be Vol.  L  Si  96  bestimmt  worden  ist ,  unveränderlich  sey ,  zei- 
gen die  durch  die  neueren  Beobachtungen  bestimmten  sideri- 
schen  .Umlaufszeiten  der  Planeten,  die  nach  demVorhergehenden. 
keineri  Veränderungen  unterworfen  sind, unddie,  in  mittleren  Ta- 
g^n' ausgedrückt ,  genau  mit  den  Bestimmungen  der  Alten  über- 
einkotbinen.  Einen  tioch  auffallenderen  Beweis  für  die  Unveran« 
derlichkeit  des  mittleren  'Pages  gibt  aber  die  Kap.  XU.-^.  1^  er*'^ 
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klärte  SactrlSkfgtdchung'  ai>»"lHi4l^^en-  Bewegung  des  Mondes,  de- 
ren erstes  Glied  M^ir  gleich  io"3t'  gefunden  haben  Es  ist  durch« 
aus  unwahrscheinlich ,  dais  dieser  Coeffiqient  von  t*  um  seinen 
fünften  Theil  oder  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  seyn  könne« 
Nehmen  wir  aber  an ,  dafs  die  Dauer  des  mittleren  Tages  jetzt 
um  eine  ganze  Zeitsekunde  gröfser  sej,  als  zur  Zeit  H  i  p  p  a  r  c  h  s, 
der  nahe  ein  Jahrhundert  vor  unserer  Zeitrechnung  lebte.  Di  er 
ses  Torausgesetzt,  würden  auch  hundert  juJianische  Jahre  oder 
36525  Tage  um  365^5''  =s  lo/'  8^  4^''  gröfser  sejn,  als  zur  Zeit 
Hipparchs;  und  da  in  "i  o**  8'  45"  der  Mond  in  seiner  mittleren 
Bewegung  einen  Bogen  von  5'  84'  i3"  =  2oo53"  beschreibt,  so" 
würde  bJofs  durch  jene  geringe  Aenderung  des  Tages  die  gegen' 
wärtige  Säkulargleichung  des  Monde»  um  20o53^'  gröfser  erschei- 
nen müssen,  als  zur  Zeit  Hipparchs.  Allein  nach  der  vorher« 
gehenden  Theorie  oder  nach  der  Gleichung  io^^3  t*  ist  diese 
Säkulargleichung  gegenwärtig  |im'io".3  (19*— i8*)  =  io",3(37) 
s=38i"  gröfser  als  in  jener  Epoche.  Sollte'sie  daher,  der  obigen 
Yorausset^qing  gemäfs,  um  Qoo53"  gröfser  seyn^-^i^/mülst^  ti^ 
Torhergehende  Ausdruck  io".3  (87)  in.  642"  (87)  =»  2oo5S  übei>» 
gehen,  oder  das  erste  un4  gröfste  Glied,  der  Säkulargleichung 
des  Mondes  müfste  nicht  10. 3  t',  sondern  über  52mal  gröfser^ 
oder  gleich  542  t*  seyn.  Da  aber  nach  dem  Yorhergehpnden  di(> 
Gröfse  10 '^3  gewifs  nicht  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  sejn 
kann,  so  ist  auch  die  Gröfse  54jS  gänzlich  unwahrscheinlich,  und 
wenigstens  266mal  gröfser,  als  sie  seyn  soll,  also  ist  auch  die^ 
Voraussetzung,  dafs  der  mittlere  Tag  gegenwärtig  um  eine  St^- 
künde  gröfser  seyn  soll^  als  zur  Zeit  Hipparchsr  um  .Weni^ 
stens  266mal  zu  grofs,-oder  man  darf  höchstens: annehmen,  dMs« 

die  Dauer  des  Tages  seit  Uipparchum  — ^|  alsonurUinrier 

266  '•  '- 

Tausendtheile  einer  Sekunde  sich  geändeH  hat,  d.  h.  mit  andern 
Worten ,  dafs  die  Ae«derung  der  Län^e  des  mittlem  Tages , 
wenn  sie  überhaupt  Statt  hat,  für  uns  gänzlich  unmerklich  ist. 

.  Theorie  und  Be<^bftchtung  vereinigen  sich  f Iso  1  die  Unver« 
änderlichkeit  der  Lage  der  Erdaxe  und  die  Gleichförmigkeit  der 
Bewegung  der  Erde  um  diese  Axe ,  diese  Grundpfeiler  der  ge- 
sammten  Sternkunde,  und  die  Unveränderlichkeit  der  Länge  des 
mittleren  Tages,  dieser  Basis  unserer  Chronologie,  zu  befesti- 
gen und  über  allen  Zweifel  zu  erheben. 


£e  • 


\ 

\ 
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FÜNFZEHNTES  KAPITEL. 

Anziehung    eine$   Ellipsoids* 


5.  I. 

VV  ir  babeii  bereit«  (Kap.  YIT«  ^»  1 1)  die  Aneiehnn^  einer  Ku- 
gel und  6iner  Kirgelichale  auf  eineil'  gegebenen  Punkt  gefunden* 
Sueben  wir  nun  aueb  die  Anziehung  eines  Körpers  yon  gegebe« 
ner  Gestalt  ^  und  yorzüglicb  die  eines  EUipsoidi  zu  bestimmen  , 
welohes  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  eine  «ihrer  bej- 
den  Axen  entstanden  ist* 

Sind  xy  z  die  drey  recbtwinklichten  Goordinaten  eines  Ele- 
mentes dM  des  £llipsoidS|  dessen  Dichte  hier  durchaus  gleichr 
förmig  angenommen  werden  soll;    sind  a  b  c  die  den  Torigen 

Sarallelen  Goordinaten »  welche  die  Lage  eines  gegebenen ,  von 
em  Eliipsoide  angeisogenen  Punktes ,  gegen  den  Ort  yon  A  M 
bestimmen  \  sind  endlich  X  Y  Z  die  Anziehungen  des  Ellipsoids 
auf  diesen  Punkt  parallel  mit  den  Axen  der  xy  z  zerlegt,  so   ist 

V  «  /yr(a— x)dM 

WO  i'«ss(a^x)*+(b— y)«  +  (c-i-z)«,  oder  da  dMsadxdydz  ist, 

X  Ä  rrr^^ — x)dxdydz 

und  eben  so 

Y  --   rPr^ — y)dxdydz 

„  _   pnrK!^ — z)dxdydz 

Um  diese  Ausdrücke  auf  Polarcoordinaten  zu  bringen ,  sey 

f>  der  Winkel,  welchen  die  Entfernung  v  mit  einer  der  x  paral- 
elen  durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Linie  macht ,  und 
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q  der  Winkel,  ivelchen  die  auf  der  Ebene  der  j  z  projicirte 
Entfernung  r  mit  der  Axe  der  y  bildet ,  so  ist 

a  —  X  =  r  Cosp 
b  —  y  =  r  Sin  p  Cos  q 
c  —  z  =  r  SihpSinq 
und  daj  (nach  Kap«  L  §*  i6.}  das  Element  de3  Körpers 

dM  =sr'  drdpdqSinp  ist,  so  hat  ma|i 

X  =:7yydrdpdq  Sin    p  Cos  p 

Y  r=ff/ArATpAq  Sin'pCos  g 

Z  =X(/'drdpdq  Sin'pSin  q 

"WO  die  dreyfachen  Integrale  dieser  Ausdrücke  auf  die  ganze  Mas- 
se des  ^llipsoids  sich  (»^strejcken  müssen. 

Ist  der  angezogene  Pjankt  innerhalb  des  !E^llipsoids ,  und 
diesen  Fall  wollen  wir  hier  ausschliefsend  näher  betrachten , 
so  wird  die  gerade  Linie  r ,  welche  durch  diesen  Punkt  geht , 
auch  durch  das  ganze  Ellipsoid  gehen,  und  von  demselben  in 
zwey  Theile  getheilt  werden,  die  wir  r  und  r'-  nennen  wollen i 
so  dafs  man,  nach  der  Integration  jener  Ausdrücke  in  Beziehung 
auf  r,  für  die  Anziehungen  des  ganzen  Ellipsoids  auf  einen  in- 
n er n  Punkt  desselben  hat 

X  =;=jy (r+r ')  d  p  d  q  Sin  p  Cos  p    • 
T  =5  jryCr-f-rO  d  p  d  q  Sin»  p  Cos  q 
Z  =yy(r+rO  d  p  d  q  Sin  •  p  Sin  q 

wo  die  Integralien  in  Beziehung  auf  p  und  q  Ton  p  =xq  =0  bis 
p  =  q=.i8o°  genpmmen  werden  müssen« 

Viel  verwickelter  ist  auf  diesem  Wege  die.  Bestimmung  der 
Attractionen  des  Sphäroids  auf  ein^m  aufs  er  ihm  gelegenen 
Punkt,  welche  wir  hier  übergeben ,  da  wir  sie  weiter  unten  auf 
einem  andern  Wege  vornehmen  werden* 

k  , 

j  Sind  k  und  — -=.  die  halben  Axen  einer  Ellipse ,   so  ist  die 

v/m 
Gleichung  des  Ellipsoids ,  welches  durch  die  Umdrehung  dieser 
Ellipse  um  seine  der  x  parallele  Axe  2  k  entsteht  ' 

k«  =  x«+m(y«+z«^ 

WQ  m  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  Rotationsaxe  k 
dieses  Ellipsoids  ist  mit  der  Abscissenaxe  a  parallel,  und  die  Ex« 
centrlcität  der  erzeugenden  Ellipse  ist 


=v'v--=Y' 


—  m 

,_      i 

m 
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>o  wie  die  Ma&se  des  ganzen  Ellipsoids  (Kap.  I.  §.  i6) 

M  =  -^ f 

wenn  «rssS.  14159. . .  und  ^  die  Dichte  des  Körpers  bezeichnet. 

Substituirt  manin  der  letzten  Gleichung  die  vorhergehenden 
Werthe  von  xyz  in  pqr,  und  setzt  man  der  Kürze  wegen 

J  =  a  Cosp-f-mSinp(bCosq  +  cSin<j) 
^  L  =  Cos«p  +  ihSin»  p 

R  =  J»  +  [k*  -a'— m(b«+c«)].L, 

so  erhält  man  .  . 

r^Li' — sr.Jss — 5 y  also  auch 

t 

L 

und  da  man  die  oben  erwähnten  zwey  Theile  von  r ,  nämlich  r 
und  r'  erhält,  wenn  ma^n  von  4er  Wurzelgröfse  +  y/R  den 
oberen  oder  den  unteren  Ausdruck  nimmt ,  so  ist 


L 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  r+r'  in  den  drey  letzten 
Gleichungen  des  §.  1 ,  so  erhält  man 

X^ajy— dpdqSinpCosp 
Y  =  2yy—  dpdqSin'pCosq 

Z  =  2//*  j-.d p  d  q  Sin"  p  Sin  q. 

Da  also ,  wie  man  sieht ,  die  halbe  Axe  k  in  den  Werthen 
von  J  und  L,  und  daher  auch  in  den  Werthen  von  X  T  Z  nicht 
enthalten  ist,  so  kann  man  die  Lagen  des  Ellipsoids,  welche  über 
oder  unter  dem  angezogenen  inneren  Punkt  sind  ,  nach  YViU- 
kühr  vermehren  oder  vermindern,  ohne  dafs  dadurch  die  Anzie- 
hung 4es  EtHpsoids  auf  diesen  Punkt  geändert  wird,  wenn  nur 
'm  immer  denselben  Werth  behält.  Daraus  folgt  also,  dafs 
ein  Punkt  innerhalb  einer  elliptischen  Schale,  deren  innere 
undäufsere  Fläche  ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist,  von  dieser 
Schale  nach  allen  Seiten  gleich  stark  angezogen  wird.  (Vergh 
Kap*  Vn,  g.  10.) 


k'icf 


Wenn  wir  den  Werth  YOn  X  wieder  rornehmen,  io  i«t 
dpd  qSinpCosp 


^-'ff-c 


Cos'  p-f-m  Sin*  p 


.  [a  Cos  p+mSittp(bCö8q4-cSinq)] 


Da  diese  Integralien  yon  p ,  q  gleich  Küll  bis  p ,  q  gleich 
iBo*  genommen  werden  sollen^  so  verschwindet  der  zweyte  Theil 
des  Zahlers ,  und  es  ist  '   ^' 

/yd  p  d  q  Sin  p  Cos  •  p 

^  —  ^^JJ    Cos«p-J-mSin«p 

f 

Also  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  q  integrirt 

dpSin^Cos^p         «a^  /»dp Sin p  Cos^p 


""^*Vcos*p+mSin 


m 


r  •»apainp  t 


Cos«p; 


m 


I — m    ,  1 

•Sey  Cosp=xundÄ.»=  —  oderm  =      , 


und  E  =  /' .     ^'   ' 


4'Ä-lt' 


und  die  Masse  des  ganzen  EIlipsoidB  M  =  —5 — •  für  eine  gleich- 

förmige  Dichte  desselben ,  oder  für  f  =  1 ,  so  ist  der  yorherge- 
hende  Ausdruck 


man 


X= •  und  eben  so  findet 

h» 

Y=  1^  riiH:^  und  z = ii^f l:2il\ 

k».  V  dx   /  k»    V   d;i  / 


Um  die  Gröfse  F  zu  entwickeln ,  ist 

1 


,    >     ■  =»— ax)*+(xx)*— -...also  auch 
und  dieses  Integral  yon  x  =  o,  bis  x=i  genommen,  gibt 


F  =  —  (Ä.— ArctgX). 


Weiter  ist  dF  =  ^i^f'i:^)  -aF  f^Y  oder 

A    V  d;i  /  vx^ 

/"^  V>^==i  3^-dF+FdX=  1.  d.;f  F  =*  1.  d  •  1  (X— Are  tg  X) 


1 


/i4P 


d^  r     (X— 4rctgx)  .1/  »     M 

lilso  sind  9C|ch  die  vorhergehenden  Werthe  von  X  Y  Z 

Y  =  i:^rArctgA-.JL-) 


52  ^ 


skk^X 


und  da  diese  Ausdrücke  der  Attractionen  eines  durch  Rotation 
um  die  Axe  der  x  entstandenen  Ellipsoids  auf  einen  inneren 
Punkt  desselben  streng  richtig  sind,  so  klein  auch  die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  seyn  mag,  so 
gelten  sie  ofFenbar  auch  für  jeden  Punkt,  der  in  der  Oberfläche 
dieses  Ellipsoids  selbst  liegt« 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  die  Gestalt  ei« 
ner  flüssigen  Masse  suchen ,  die  bey  ihrer  Umdrehung  um  eine 
ihrer  Axen  und  bey  der  "Wirkung  äufserer  auf  sie  wirkender 
Ki*äfte  im  Gleichgewichte  ist« 

Sind  a  b  c  die  reehtwinklichten  Coordiuaten  eines  Punktes 
der  Oberfläche  dieses  Körpers,  und  P  Q  R  die  Kräfte,  welche 
parallel  mit  diesen  Coordiuaten  auf  ein  Element  dieses  Körpers 
wirken ,  so  wird  man  (nach  Kap.  I.  g.  5)  fÄr  das  Gleichgewicht 
haben  , 

Pda  +  Qdb+Rdc=o...*(A).  * 

Nehmen  wir  an,,  dafs  die  gesuchte  Gestalt  des  flüssigen  Kör- 
pers die  eines  durch  Umdirehung  entstandenen  Ellipsoids  sey« 
Wenn  die  Kräfte  P  Q  R ,  welche  aus  dieser  Annahme  entsprin- 
gen ,  in  die  Gleichung  (A)  gesetzt,  die  Differentialgleichung  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  geben,  so  ist  die  obige  Voraussetzung 
richtig,  und  die  elliptische  Gestalt  thut  dem  Gleichgewichte  Ge- 
nüge. 

Ist  a  die  Umdrebungsaxe,  so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

k«  =a»  +m(b«  +  c*). 

Setzt  man  wieder  X*  =  IZZÜH,  so  ist  das  Differential  der  letzten 

m 
Gleichung  '' 
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• 

und  die  Masse  M  des  Körpers^  wenn  ^  die  Dichte  derselben  be- 
Sjeichnel  (nach  $•  a) 

ja  =  — — -.  f  =x  — 2—  (1  +  A"). 
o  m  o 

8eyX/:^^-^^^^\+^'>(;i~Arctg;i) 
und  T^  =  *^  [(i  +  Ä.  •)  Are  tg  X— 1], 

■ 

so  ist  P  ==  aXS  Q  =  b  Y'  und  R  =  c  T'* 

Nennt  man  aber  f  die  Centrifugalkraft  in  der  Entfernung  i 
von  der  Rotationsaxe ,  so  ist  f  \/b*  +  c"   diese   Centrifugalkraft 

in  der  Entfernung  (/"b'-l'C"  ^on  der  Rotationsaxe,  und  zerlegt 
man  diese  in  ihre  bejden  Seitenkräfte ,'  so  hat  man  für  die  Cen- 
trifugalkraft des  Punktes,  dessen  Entfernung  yon  der  Rotations- 
axe gleich    \/b«+c*  ist 

« 
—  fb  nach  der  Richtung  der  y,  und 

-— fc  nach  der  Richtung  der  z, 

so  dafs  alle  Hräfte,  welche  auf  das  Element  des  Ellipsoids  wir- 
ken, sind 

P  =  aX^  nach  der  Richtung  der  x 
Q=b(T'— f)    -         -     -  -      y 

R=c(T'— f) 

Substituirt  man  diese  Werthe  yon  P  Q  R  in  der  Gleichung  (A) 
des  Gleichgewichtes ,  so  hat  man 

o=a4a+ 5^-Y7-^  (bdb+cdc) 

und  dieser  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (6)*  des  Ellipsoids  .  vei- 
glichen,  gibt 

X'  =  (i  +  A,«).(Y'-0- 
Substituirt  man  hierin  die  vorhergehenden  Werthi^  von  X'  und 

3f 
Y^  und  setzt  man  der  Kürze  wegen  q  ss, ,  so  erhält  man 


»• 
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Durch  diese  yon  ah  c  unabhatisige  Gletchufig  wird  man  also 
die  Gröfse  X  so  za  befstimmen  .suchen ,  dafs  die  Gleichung  des 
Gleichgewichtes  mit  der  Gleichung  des  Ellipsoids  zusammen  fallt. 
Die  elliptische  Pignr  des  Körpers  wii^d  also  mit  dem  Gleichge- 
wichte bestehen,  wenn  die  Bewegung  der  Rotatioii  so  bieschaf- 
fen  ist ,  dafs  X  nicht  imaginär  ist« 

Von  unserem  Ellipsoid  x'-^- ™  (T*  "H  **)  ^  ^' »  welches 
durch  die  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  der  x  eutstanden 
ist,  ist  die  erzeugende  Ellipse  x* -j-my*  5=h«,-wo  der  Anfang 
der  Abscissen  von  dem  Hittelpunkte  der  Ellipse  genommen 
^  wurde.  "Nimmt  man  den  Anfang  der  Abscissen  x^  yon  einem  der 
Scheitel  der  grofsen  Axe,  so  ist  x^  =k — X|  und  die  Gleichung 
der  erzeugenden  Ellipse 

2I1  X'* 

^  m  ni 

....     ;. 

wo  die  eine  halbe  Axe ,  die  der  Axe  der  x  parallel  und  zugleich 
die  Rotationsaxe  ist ,  gleich  h  und  die  andere  gleich  ^ —  ist.  Die-- 

se  Ellipse  geht  in  eine  Parabel  über ,  wenn  m  u^iendliclv  grofs , 

1  — m 
d.  h.  wenn  Ä.«  =   ä  — 1  und  in  eine  Hyperbel,  wenn  m 

und  k'  negativ,  d.  h.  wenn  'X*  > —  1  ist.  Für  ein  Paräboloid  und 
für  ein  Hyperboloid  kann  also  kein  Gleich (»ewicbt  bestehen ,  da 
für  beyde  A,  imaginär ,  oder  da  für  das  erste  X^  =s.  —  i  und  für 
»das  zweyteX*> — 1  ist.  Ist  endlich  ?L«  negativ  und^  kleiner  als 
1 ,  so  gehört  die  Gleichung  für  ein  an  den  Polen  verlängertes 
Ellipsoid. 

J.  Löfst  man  Are  tg  X  in  die  bekannte  Reihe  Ä,  — •JÄ.^-f.-jX^  — 
auf,  so  gibt  die  Gleichung  (C),  wenn  man  die  höhern  Potenzen 
von  X  vernachlässigt , 

1  =  iX« -If  M  oder  X»  =  5  q+ 2£  ci«. 

o5  14 

5. 5. 

Nennt  man  p  die  Schwere  an  der  Oberfläche  de«f  Ellipsoids^ 

so  ist  p  =v/P'H-<^'+R*  od6t  p  =  \/ä'»X'»+(b«+c»)(y'— g)» 
oder  da  X'  =  (i  -f-'^*)  (T' — f)  war 


F 

oder  endlich ,  dfi  die  Gleichung  des  Ellipsoids 


5^!±£l=:k«-a 
l-t-X« 


•  ist,  p=sX%^/       ., :. — 
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Für  de«  Acquator  ist  a  =  o  alsop'  ?= 


-T-   ~  J  für   den  Pol  ist 

a  =  k  al80  p^'=XMi  und  daher  —^  »  V  »+^'  ä--—,  oder  die 
*  P    .  \/ni  . 

Schwere  am  Pol  yerhält  sich  zur  Schwere  am  Aequ^tor  wie   i 
zu  v/m  ,  das  heifst,  wie  der  Durchmesser  des  Aequators  zur  Ro^ 

tationsaxe« 

L  Die  Gleichung  der  erzeugenden  Ellipse  ist  k"— a*=mb*, 

Also  die  Normale  t  derselben  t  =  tY^-illti—,  oder  da  ada=, 

da 


—  mbdbist,  t=l/b.^  ^  =V^(i+X«)(a'^»+t")   ^*.^'' 

V  m". 


X'.t 


endlich,  da  y  a«  X« -f  k*  =  ^7.«  V  t+5l»  ist,  p  =  -   .  ^;  i 

welche  Gleichung  zeigt ,  dafs  die  Schwere  p  der  Normale  t  pro- 
portional ist. 

II.  Ist  90  ^  9  der  Winkel ,  den  t  mit  der  Botationsaxe  bil- 
det, also  9  die  geographische  Breite,  so  ist 


a  = 


kSin9> 


y^i+A,«Cos*9 


s-  und  daher  t  =  - 


Ci4.^ti)k 


woraus  folgt  p  =  —z. 


Y/'i+Ä,'*Cos*9 
X'.k 


V^7+X*Cos»9 

oder,  wenn  man  für  X'  seinen  Werth  aus  §.  4  substituirt , 

_  Airek(i+>^')(>^— ArctgA.)         ^^v 
P—  X»(i+Ä«Cos«9) 

und  diese  Gleichung  gibt  das  Verhältnifs  zwischen  der  Schwere 
und  der  geographischen  Breite. 

IIL  An  dem  Aequator  ist  9  s  o,  also 

p/  ==  \t     (Ä.-Ärctg;i) 

und  daher,  ^enn  man  die  vierten  und  hohem  Potenzen  der  sehr 
kleinen  Gröfse  \  Ternachlässiget, 

Ehe!  Ä  ix  «Sin«  9 

oder  der  Zuwachs  der  Schwere  von  dem  Aequator  gegen  den 
Pol  verhält  sichln  einem  von  der  Kugel  wenig  verschiedenem 
Ellipsoide ,  ^ie  das  Quadrat  des  Sinn«  der  Breitp. 
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Ist  elp  Punkt  im  Innern  det  Elliptoids  mit  einem  andern 
Punkt  in  der  Oberfläche  desselben  in  demselben  Halbmesser,  so 
ist  für  bejde  Punkte  der  Werth  yon  9  derselbe ,  also  folgt  aus 
der  Gleichung  D  det  Bap*  II «  dafs  sich  die  Schwere  dieser  bey- 
den  Punkte  yerhalte,  wie  ihre  Entfernungen  von  dem  Mittel- 
punkte des  ElHpsoids« 

IV.  Die  Centrifugalhraft  ist  (Kap.  VI«  ^.  11)  fs  --n* ,    wo 

T  die  Umdrehungsseit  des  EUipsoids  bezeichneti  also  ist  auch 

_    3f         3x 
'"^4ir^~TV* 

I^'erner  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  elliptischen  Meridians 

(Vol.  I.  Pag.  «76)  R  =  — — ^  ■ 5.  Bezeichnet  daher 7  die 

(1  -j-X*  Cos»  9)1 

R   TT 

Gröfse  eines  Meridiangrades  unter  der  Breite  91  so  ist  <y  = , 

also  auch 

■     I 

und  daher  die  Gleichung  (0) 

2i60(y^  ;, 

liit  aber  1  die  Länge  des  Secundenpendelsi  so  ist  (Kap.  VI.  §«  5) 
p  =s  91«  1,  und  diese  bey den  Ausdrücke  ron  p  einander  gleich  ge-  ' 
setzt,  geben 

Für  ^  =  45®  ist  Cos  9  CS  

1  I         1  3 

und  r7(i+Jl*  Cos«  9)rX  — ArctgX)  == —  ü^ A Ä,<  , 

A*  '    ^  3       3o  70 

also  die  Torletzte  Gleichung 

ai^O'y/i  1         \  5      . 

^  "*  "^Tt^  \3  ~  3^  ^ V  ^^^^  *^  ^^^  >^*  =  J  ^  "*• 

21607/1         1     \       7307/        •     \    ,  ,         , 
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Nach  den  (Beobachtungeii  ist 'für  die  Erde  c^  =  57008  Toisen, 
=;  o .  5097  Toisen,  (Vol.  L  Pag.  33 1  und  339)  und  T=  33*»  56'/|''.i 
=s86i6VM  mittlere  Zeit,  also  gibt  die  Gleichung  (F) 

q=s6.oo345,  und  daraus  folgt  (§,  4.  I.) 

X»5=^  q +—  q»  =  o*oo868. 
a  ^        i/f  ^ 

Die  Abplattung  der  Erde  ist 

A-  —  k  '  ^ 

V?? =ri— j/^m=iM=o.oo434  =  ~^* 

k  a  a3o.4 

Ist  so  <y  und  X  bekannt,  so  erhält  man  die  halb^'Axe  k  des 
Poles  durch  die  Gleichung  (E)*  Da  nämlich  Cos  \|/  =  — ^  upd 
^  q  ipi  =  3  ,P  ist ,  so  gibt  diese  Gleichung 

Snbstituirt  man  darin  die  vorhergehenden  Wertheron  «^  und  X% 
so  erhält  man 

k  =  32592 29  Toisen, 

und  diese  Werthe  Ton  X*  und  k  stimmen  nahe  genug  mit  äen 
i  Beobachtungen  (Vol.  I.  Kap.  X).  Sa  kann  man  also  die  Abplat- 
tung und  die  Gröfse  der  Erde  finden,    wenn  die   Gröisen  <yi   l 
und  T  bekannt  sind.  , 

ün^  die  Abhängigkeit-  dieser  Gröfsen  Xl  cy  T  einfacher  dar* 
zustellen ,  hatte  man  die  Gleichung 

q  —^  ^\  ^^^  (1+^*  Cos«9)(XT-Ar€  tgX).    Setzt  man  in  ihr 

a=n?X«— If  ;i*,  undA— ArctgXsol^«— ix? 
^      6  35  ®         3  5 

ai6o<y 
und  endlich  der  Kürze  wegen  h=»-— ---, 

80  erhält  man,  wenn  man  die  vierten-  und  hphern  Potenzen  tou 
X  wegläfst , 
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woraus  für  die  Abplattung  f  ^'  folgt 


< 
Setzt  man, 'Wie  zuvor,  <y  =  67008''^,  1  =  0.6097''',  T  =86164'^» 
und  ^  =  45,  80  ist  h  =s  o.oio358  und  daher  durch  die  letzte  Glei- 


chung 


|Ä.*  = ,  wie  zuvor. 

23 1 


kr  m 

V.  Die  Abplattung  des  Sphäroids  ist  also ix*=^q=—.  .^. 

a  4        4     T^f 

Ist  daher  a  T^  die  Abplattung,  Umdrehungszeit  und  Dichte  ei- 
nes gleichförmig  dichten  EUipsoids ,  und  werden  dieselben  Gror 
fsen  für  ein  anderes  Ellipspid  durch  V  T'  ^'  bezeichnet,  so  ist 

Für  die  Erde  ist  T=  86 164'',^  =  1 ,  und  (hach  IV)  ä  =  -L.  Pur 

Jupiter  ist  T'  =s=  39760  und  ^'  =^  o.dSi  ,~  also  nach  der  letzten 
Gleichung  die  Abplattung  Jupiters 

^,  _     1     /^86i64y ■_  _     1 

280  M5760/     0.  aSi         9.2 

übereinstimmend  mit  den  Beebaehtnngen. 

Für  die  Sonne' ist  T'=:2i96ooo'S  ^  =  0.^5,    also  die  Ab- 
plattung der  Sonne  a^rs  oder  unmerklich ,  was  ebenfalls 

37300 

mit  den  Beobachtungen  übereinstimmt« 

VI.  Nach  den  drej  letzten  Gleichungen  des  $.  3  hat  man,  da 


wenn  man  b  gleich  der  halben  .grofsen  Axe  oder  b  r:=  k  y/  i-^-X* 
setzt,  für  die  Anziehung  T  des  EUipsoids  auf  einen  Plfnkt  in 
dem  Acijuator 

,r  =  ^ZK  Are  tg  X  -  .JlJ). 

Setzt  man  aber  a^k,  so  erhält  man  eben  so  für  die  Anzie- 
hung X  des  EUipsoids  anf  einen  Punkt  im  Pol 


Hr 


X  :=:  4^^04-X-)  (K_ArcigA)  «  41^!  A  -  1  Are  tg  X  ) 

Es  sey  nun  a  die  Abplatlang,  odef  «=«-: —  ,    oder    wenn 


man  b  =  k  x/i+A.»  siibstituirt,  ä  t=  ^j-|-;\.«  .^  i,  woraus  folgt 
X«  1=  2a  +  a*, 

Substitiiirt  man  also  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken  von 

X  nnd  Y,  für  |):updX'  die  letzten  Werthekv/T^H^  »»^  2«+a«, 
fto  erhält  man 


••  \ 


3'rhCi4-^« 


it» 


oder 


>i 


M      6  i4o       ^ 


^        43rk   /  3a  <l         'N  ,     , 

^  =  "T  V '  + 1  -  35  •  7 '  ""*  *'^*" 


SO 


4^k 


(■+ f + ?  -) 


'  •  W|  f  I 


und  diese  Ausdrücke  von  X  und  T  bestimmen  die  Attraction  un- 
,  ter  dem  Pol  und  unter  dem  Aequator  bej  der  ruhenden  Er- 
de« Wir  wollen  nun  dieselben  Attractionen  bej  der  rot ir en- 
den Erde;  oder  nachdem  jene  durch  die  Oentrifugalfrräft  ver- 
mindert wurden,  durch  X'  und  T^  bezeichnen  ^  «o  hat  man 
nach  J.  5  . .    V 


X'  b 

_  =   ^1  -j^A.*^    =  r  ,  oder  da  die  Centrifugall|raft  iinPolver- 

b  X 

schwindet ,  also  X'  =  x  ist ,  r-  =s  —•  Ist  aber  f  die  Centrifugal- 

kraft  am  Aequator,  und  g  die   Schwere^  so  ist 

Y.=Y(.-p,  .1,0  a«ch  ^  =1  .  (i  +  p. 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ^  z=z   \/i  -f-  ^'^  :?£  &  +<k,  undsub- 

'k 


t  ^. 


atituirt  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  X  und  Y^  so  erhält 
man,  wenn  man  die  höheren  Putenzen  von  a  vernachlässiget. 


%  -|-ai 


^        g-'  *  +  !**  g  >       g/ 


448 

V 

oder  endlkh  ,  Ja  auch  ^  eine  sehr  ^iileine  Grobe  ist  a^^  •  ^  • 

6  6 

f         1 
Nach  Kap«  VI«  $•  ii.  U*  ist  für  die  Erde  —  "= ^  also    nach 

g       aqo' 
der  let2ten  Gleichnng  )tt  « .2^ . 

Für  Jupiter  ist  die  Rotationsiseit  T=9^  56^  =  35760",  also 
der  Bogen  «,  welchen  ein  Punkt  des  Aequators  iii  einer  Sekua- 

de  zurücklegt  • = .^^  J?—  Sin  1 ''  =  o .  000 1 757. 

t  ■ 

Femer  ist  der  Halbmesser  Jupiters  r  =^216000000  Fufs,  al-< 

r«* 
so  die  Centrifugalkraftf  =— -  =  3.334  Fufs.  Nach  Kap.  YIl*  $•  9 

ist  aber  die  Schwere  auf  der  Oberfläche  Jupiters  g 3540.71  Fnfs, 
also  ist  seine  Abplattung 

• '  5     f  t  ^        i 

*T  g    "^  ^8 

sehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinstimmend.^*'- 

YVenn  die  Gleichung  (C)  des  §•  ,4  mehrere. ;Xi[iogUQhe  Wur- 
zeln l^^te»  so^;M'4irden  derselben  Umdrehungaz^t  mehrere  £1* 
lipsoiden  c^ntsprecbea  köxoien ,  bej  welchen  da^  .  Gleichgewicht 
möglich  wäre« 

Sejjr  y.=s — ■  ,  u'\i  *^ArctgX^  so  mufs,  wenn  das  Gleich- 
gewicht bestehen  soll ,  y  =  o  sejn»  Man  denke  sich  eine  Cnrye^ 
deren. 4bscis§e  X  und  Ordinate  y  ist,  so  wird,  da  y  9  o  für  X^-o 
ist,  die  Gurre  die  Abscissenaxe  schneiden ,  wenn  X  =  o  ist.  Ton 
diesem  Anfangspunkte  an  werden  die  Ordinateti  säuerst  positV 
sejn ,  und  bis  zu  isiner  gewissen  Gränze  wachsen  ^  hierauf  ab- 
nehmen und  n  egatiy  werden  ^  so  dafs  die  Abscissenaxe  yon 
der  Curye  noch  einfioiahl  in  einem  Punkte  geschnitten  wird ,  der 
also  einen  Werth  to^  ä  für  das  Gleichgewicht  gibt»  Da  aber  für 
X  =  00  die  Ordinate  y  wieder  p^sitir.wird,  so  mdfs  die  Ab- 
scissenaxe Ton  der  Curve  noch  in  einem  dritten  Punkte  geschnit- 
ten werden ,  wodurch  also  ein  ZM'eyter  Werth  von  X  für  da^ 
Gleichgewicht  bestimmt  wird.  Man  sieht  daraus,  dafs  für  einen 
gegebenen  Werth  von  q,  das  heilst  für  eipe  gegebene  Umlaufs« 
zeit,  wenigstens  zwey  Etlipsoid^n  möglich  sind,  bey  welchen 
das  Gleichgewicht  b^.stehen.kann^ 
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Um  di^  AUsiaU'flieber  Ellipdoiden  nähi^t*  zu  bestimmen,  so 
hat  man,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  dl flcrentiirt 

Die  Voraussetzung  d  y  =  o  gibt  daher 

o  ÄqX*  +  (ioq — 6)^»4-9qi 
MToraus  folgt,  weni\  pian  nur  auf  die  positiven  Werthe  von  ^  sieht 

«  I  • 

Diese  Werthe  Ton  x -gehören  also  zu  den  gröfsten  oder  klein- 
sten  Ordinalen  y,  und  da  es,  nach  derietzien  Gleichung,,  auf 
der  Seite  der  positiven  Abscissen  nur^zwey  solche  Werthe 
gibt,  so  wird  also  auch  die  Abscissenaxe  von  der  Gurre  auf  der 
Seite  der  positiyen. Abscissen,  aufser  dem  Punkte  Xso,  nur  noch 
in  zwey  ändern  Purtktön  geschnitten,  d.  h;  es  gibt  nur  zwey 
Ellipsoiden,  für  welche  bey  derselben  Umlaüfszeit  das  Gleichge-< 
wicht  möglich  ist. 

Da  diese  Curre  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  einen 
ganz  ähnlichen  Ast  nat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  hier  die 
Ordinaten  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  schneidet  sie 
auch  die  negative  Abscissenaxe  aufser  dem  Anfangspunkte  ^2=0 
in  noch  zwey  andern  Punkten,  für  welche  die  beyden  Werthe 
von^,  bis  auf  die  deichen,  dieselben  wie  vorher  sind,  so  geben 
,  sie  auch  wieder  dieselben  zwey  Ellipsoiden,  so  dafs  es  ünnöthig 
ist ,  diesen  zweyten  ,Ast  der  Curve  besonders  zu  betrachten« 

J»  Wenn  man  qsehr  klein  voraussetzt,  wie  dieses  z.  ß«  bey 
der  Erde  der  Fall  ist ,  so  kann  maü  der  Gleichung  (  C  )  durch 
zwey  Werthe  yon  ^^  genug  thun,  ron  welchen  dei^  eine  sehr 
klein  und  der  ;|ndere  sehr  grofs  isti  Für  den  ersten  hat  man 
(nach  $.  4«  1.) 

3l»=-q+2^q^ 

Um  den  zweyten  Werth  TOh  x  zu  erhalten»  sey  X  ==  tätig  ( — i-x  1, 
also  iE  seht^  klein*  Es  ist  abei*  X  =  Gotgx 

t,nd.=  Arctg^  =  i  ^^+S.  ^  .  .  .  . 

also  auch  Are  tgX  ==  | ir-^  x  =  f  ir -^  ^  -4-  ttj  -^  ;rrj  +  . . . . 

welche  Beihe  desto  schneller  conrergirt ,  je  gröfser  X  ist»  Sub- 
HL  Ff 


f 
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stitttirt  man  diesen  Werlh  von  Are  tg  X  in  der  deichung  (C)^  so 
erhält  man  durch  Umkehrung  der  Reihe 

4q        *         «    V  3««/ 

X  =  !:H^  —2.54640^  1.478880. 

Für  die  Erde  war  q  =  0.00346  (J.  6.  IV.),  also  ist  der  klein- 
ste AYerth  von.  A.. gleich  009316  und  der  gröbte  68o*5,  also  auch 
das  Yerhältnifs  der  Axe  des  Aequators  zu  dem  des  Poles,  wel- 
ches Verhältnifs  überhaupt  gleich  -JL.  — :  y/  i-j-A»  ist,  im  ersten 

Fall  gleich  1 .00433,  und  im  «wehrten  gleich  680,59  und  daher 
die  Abplattung  =  \/i-f-^«  —  i  im  ersten  Falle  gleich -L-,  und, 

201 

im  fEwejten  gleich  .  Wenn  daher  die  Erde  flüssig  und 

0001470 

gleichförmig  dicht  wäre ,  so  konnte  bej  der  gegenwärtigen  Ge* 
schwindigkeit  ihrer  Rotation  das  Gleichgewicht  ihrer  Theilchen 
in  den  zwey  Fällen  bestehen,  w(>  der  Durchmesser  ihres  Aequa- 
tors sich  zu  ihrer  Botationsaxe  verhält ,  entweder  wie  i«oo433 
zu  1  ,  oder  auch  wie  68o.5  zu  i«  Der  erste  Fall  ist  der  der  Na- 
tur, für  welchen,  wenn  der  Halbmesser  des  Aequators  860  geogr. 
HAeilen  hat ,  die  halbe  Botationsaxe  856.3  Meilen ,  also  die  Ab« 
plattung  nur  3*7  Meilen  beträgt ,  während  für  den  zweyten  Fall 
die  Erde  ein  sehr  stark  abgeplattetes  Ellipsoid  sej^n  würde ,  de- 

860 

ren  halbe  Botationsaxe  nur  v^,  ■■    =  i.s64  Heilen,  also  die  Ab» 

680.5 

plattufig  678.736  Meilen  betragen  würde. 

n.  Der  Werth  von  q  hat  eine  Gränze ,  übet  welche  hinaus 
das  Gleichgewicht  nicht  mehr  mit  einer  elliptischen  Gestalt  des 
Körpers  bestehen  kann«    Wenn   nämlich   die   oben   betrachtete 
Curve  die  Abscissenaxe  aufser  dem-Anfangspunkte,  wo  ^=0  ist,; 
sonst  nirgends  schneidet ,    sondern  sie  blofs  in  irgend   einem 
Punkte  blerührt,  so  hat  man  für  diesen  Berührungspunkt  die  Glei-' 
chungen  y  =0  und  d 7=0, weil  hier  die  Tangente  der  Curve 
mit  der  Abscissenaxe  zusammenfallt«    Dieser  Berührungspunkt  9 
in  welchen  hier  jene  zwey  Durchschnittspunkte  gleichsam  zusam- 
menfliefsen ,  so  dafs  jetzt  für  positive  Abseissen  x  die  Ordinateny 
nie  mehr  negativ  seyn  können,  wird  daher  den  Werth  von  q  ge- 
ben, über  welchen  hinaus  das  Gleichgewicht  bey  der  elliptischen 
Figur  unmöglich  ist«  Die  Gleichung  d  y  s  o  gibt  aber 

^jt-4-(,oq-6)^»  +  «,q  =  0,   oder  q  =  ~-p^^5^1^. 


45» 
und  dieser  Wertb  von  q ,  in  d«  Gleichung  (C)  substituirt ,  gibt 

und  dieser  letzten  Gleichung  thut  der  Wertb  % 8=9.5293  genug, 
i¥oraus  durch  die  yorletzte  Gleichung  qr=:o.3370c  gefunden  wird, 
und  daher  das  Yerbältnifs  der  Axe  des  Aeqnators  zu  der  des  Pales 
ss(/i+;i»  ==2.7197. 

ix 

IIU  Efi  war  q  =s  ^^  (g.  5.  IV.)  und  für  ein  anderes  Ellip- 

'öir  ^  ' 

»oid  q'  =  ;~p  ,  also  ist 

q  T'V'. 

Für  die  Erde  war  q<=5=  o..oo3.45  und  T'ä 0.99727  Ta^e  (§.  5 
IV.)  also  ist  für  ein  mit  der  Erde  gleich  dichte^  Ellipsoid ,  wo 
^  =  f  /  die  Umdrebungszeit ,  welche  dem  Gränzwerthe  von  q  = 
0.33701  entspricht, 


T  =  T/  t/?^«©'.  1009. 


Sind  aber  bej  zwej  EUipsoideu  die  Werthe  von  q  gleich, 
so  ist  —  *l  /  _  ,  also  auch  die  Umdrehungszeit  T*  dieses  Eliip- 

soids ,  bey  welchem  das  Gleichgewicht  aufhört,  möglich  zu  seyn 


T'=:oT.  1009 


V? 


Für  die  Sonne  z.  B.  ist  ^^  =  6.25  f,  also  T^==  o''  «2018.  Für 
Jupiter  ist  (»^  =  o.23<,  also  T'  =  o'^.2io4,  und  da  sich  diese 
Körper  viel  langsamer  um,  ihre  Axen  drehen,  als  die  gefunde- 
nen Gränzwerthe  v.oi)  T^  anzeigen,  so  ist  bey  ihrer  elliptischen 
Gestalt  das  Gleichgewicht  noch  möglich«  Wäre  die  Dichte  der 
Erde  nur  der  97.68*^<'  Tl^eil  der  gegenwärtigen  Dichte  derselben, 
so  gäbe  die  letzte  Gleichung  für 

^  ^  5^  T/  =  oT  1009  \/ 97.68 ,  oder  T'  =  o*  .99727» 

,  oder  dann  würde  die  Gestalt  der  Erde,  die  sie  bey  ihrer  gegen- 
wärtigen Umlaufszeit  annehmen  müTste,  die  Gränze  aller  ellipti- 
schen Gestalten  seyn ,  für  welche  das  Gleichgewicht  noch  beste- 
hen kann« 

Ff  2 


/|52 

IV.  TJebri^eii&  igi  diese  Gratize  Ton  q  Bicbt  diejenige ,  bey 

•welcher  der  flüssige  Körper  wegen  einer  zu  geschwinden  Axen- 

drebang  anfangen  würde,  sich  zu  zerstreuen.  Denn  nach  $•  5  ist 

Scbwe're  am  Pol  j •  Axe  des  Aequators  ,<r  /•    »x 

'■ =\/i-^A.*^=^ — 7 5 — '-^ ^  (5*  o.  1}, 

Schwere  ani  Ae<|ftajC0r ,    ^      "^  Axe  des  Pols 

und  dieses  Verhsü^ifs  haben  ^^.e^en  (^«  6.  II)  für  die  hier  zu 
betrachtende  Gränze  gleich  3.7197  gefunden^  so'dalji  also  selbst 
an  dieser  Gränze  die  Schwere  am  Aequator  noch  immer  gröfser 
ist,  als  die  aus  der  Rotation  entstehende  Schwungkraft,  und  dafs 
daher  blc>fs  wegen  dieser  Schwungkraft  die  unter  dem  Aequator 
liegenden  Theilchen  sich  noch  nicht  zerstreuen  können.  Auch  ha- 
ben wir  Kap.  VI.  §.  11.  II  gesehen,  dafs  die  Körper  amAequalor 
wegen  der  durch  eine  schnellere  Rotation  yergröfserten  Schwung- 
kraft erst  dann  anfangen  würden ,  sich  von  der  Erde  zu  entfer- 
nen,  wenn  die  Umdrehungszeit  der  £rde  gleich  5o6o  Secunden 
oder  o .  o586  Tage  wäre ,  während   nach  dem  Vorhergehenden 
das  Gleichgewicht  schon  bey  einer  Umdrehungszeit  von  o.  1009 
Tagen  ähfängt  unmöglich  zu  werden,  weil  bey  eiiier  schnelleren 
Botation  es  unmöglich  ist,  der  flüssigen  Masse  eine  elliptische 
GesUlt  zu  geben ,  so  dafs  die  aus  der  Attraction  des  Ellipsoids 
und  aus  derSchwungkraft  zusammengesetzte  Kraf(  noch  senkrecht 
auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  werde. 

V.  In  dem  Vorhergehenden  wurde  die  Gröfse  X'  positiv  an- 
genommen ,  d.  h.  das  Eilipsoid  an  den  Polen  abgeplattet  voraus- 
gesetzt« Für  solche  Ellipsoiden,  die  an  den  Polen  verlängert 
sind,  mu(s  X*  negativ  und  kleiner  als  i  seyn  (J.  4).  Sey  also 
A.*c= — ^'*  5  so  mufs  für  die  letzte  Gattung  von  Ellipsoiden  V* 
positiv  und  kleiner  als  1  seyn. 

IS^ach  ^.  6  ist  aber 

,     _  6X*  d\[q^-^+(ioq«-6)^a  +  9q] 

Snbstituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  statt  \  die  Gröfse  3l'|/^— i, 
so  erhält  itvan  '         •      . 

dy^v/llT    6 a./' dv [q (i  —  a-/«) Cq —X"y+ 6V«] 

und  man  sieht,  dafs  der  Werth  dieser  Gröfse      J^ ron  5l"  =  o 

bis  X'»  =  1'  immer  positiv  bleibt  oder  sein  Zeichen  nicht  ändert, 
woraus  folgt,  dafs  der  Werth  von  y  Zwischen  denselben  Grölten 
nicht  gleich  Null  werden*  kann,  d.  h.  dafs  bey  einem  an  den  Polen 
verlängerten  Eilipsoid  das  Gleichgewicht  unmöglich  ist* 

Wenn  übrigens  bey  den  ^an  den  Polen  abgeplatteten  Ellip- 
soiden die  Botation  noch  schneller  ist,  als  diejenige,  welche 
das  Gleichgewicht  noch  möglich  macht,    so  folgt  daraus  noch 
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nicht,  dafs  der  rötirende  Kürper  nie  sbm  Gleichgewichte  kom- 
men kann*  Denn  durch  diese  schnellere  Rotation  wird  sich  die 
flüssige  Masse  unter  den  Polen^noch  mehr  abplatten,  und  unter 
dem  Aequator  erhöhen,  so  dafs  die  unter  dem  Aequator  liegen- 
den Theilchen  mit  ihrer  vorigen  Geschwindigkeit  jetzt  gröfserc 
Kreise  beschreiben ,  un^  die  Umlaafs^eiten  dadurch  allmählich 
wachsen  werden,  wodurch  endlich  nach  vielen  Oscillationen  die 
flüssige  Masse  wegen  ihrer  Zähigkeit  in  das  GleichgeM'icht  kom- 
men, und  diejenige  Gestalt  annehmen  wird,  bey  welcher  vermö- 
ge der  gröTseren  Umlaufszeit  die  Bedingung  des  Gleichgewicht 
tes  eines  Ellipsoids  erfüllt  werden  kann. 

$•  7' 

Noch  ist  die  Bestimmung  der  Attraction  des  Ellipsoids  auf 
einen  auf seren  Punkt  übrig,  die,  wie  wir  bereits  zu  Ende 
des  ^.  I  erwähnt  haben ,  wenigstens  auf  dem  dort  betretenen 
Wege  grofse.  Schwierigkeiten  darbiethet.  Von  dieser  Aufgabe, 
welche  früher,  unter  mehreren  sie  erleuchternden  Beschränkung 
gen,  von  Newton,  Mac-Laurin,  I^agrange,  Legen- 
dre'u.  a,  aufgelöst  wurde,  gab  zuer3t  Gaufs  in  den  Commenl. 
Gotting.  folgende  alle  andern  übertreffende  und  vollständige 
Auflösung. 

Die  Gleichung   eines  Ellipsoids ;    dessen   den  Coordirraten 
x",  y,  z  parallelen  Halbaxen  A,  B,  C  sind,  ist  bekanutlicU 

X*     ,    y«     ,    z» 

A7  +  BT  +  eT  =  *- 

Behält  man  die  Bezeichnungen  des  Kap.  YII.  $.  i3  bey ,  so  ist 

Vdx/  "       A«z'  ^       V(iy/  B«z 

undR==   v/i+P'+0'=- 

wb  der  Kürze  wegen  W  =    \/ j«  ^ ■ ist. 

V   A*  ^   B*       C* 
Ferner  hat  oHn  eben  daselbst 

r     AM         *        f(*  — *)^    ,     (b  — y)y         (c  — z)^1 

Um  nun  zuerst  die  Oberfläche  dieses  Ellipsoids  zu  bestim- 
men, wollen  wir  nach  Kap,  L  §.  i6,  II  die  zwey  willkührlichen 
Gröfsen  p  und  q  so  annehmen,  ddfs  man  hat 

X  =i  A  Cosp  y  =  BSinp'Cosq  z  =  eSinpSinq. 
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Da  ilurch  diese  Annahme  der  gegebenen  GleidHing 

.    -f-   i—   -4-  =S     1 

A»         B*         C« 

genug  geschieht,  so  sind  dadarcb  die  drej  Gröfsen  x  j  z  auf 
zwey  p  q  zorückgebracht.  Nimmt  man  nun,  wie  in  d^fm  angeführ- 
ten Orte  an , 

dx==Ädp  +  j3dq,     dy  =  ÄMp-f-ß'dq,      dzc^a^'dp+ß^dq 

so  erhält  man 

(^  =  —  A  Sin  p  «'  =  B  Cos  p  Cos  q  a^^  ss  C  Cos  p  Sin  q 

ß=o  ß'  =  — B  Sinp  Sin  q      ß''=  CSinpCosq 

also  auch  ^ 

a/ß'/^cc''ß'  =  — ^xSinp, 

AC  ^^ 

a//ß—  aß/'    =    g-y  Sin  p,  aß^  —  a'ßss  '~     S  »P 

und  daher  das  gesuchte  Element  der  Oberfläche  des  EUip^oids 

ds=:ABC.W.dpdqSinp, 

M^elcher  Ausdruck  also  zweymahl ,  zuerst  nach  p  von  p  s=  o  bis 
1 8o^  u(id  dann  nach  q  von  q  =:  o  bis  36o^  zu  integriren  ist«  Yergl« 
Kap«  yii.  $.11«  Kennt  man  so  ds,  so  ist  das  Volum  des  EUip- 
soids  (Kap.  VII.  J.  14.  V.  Nro.  2) 

BG 
K  ^jTfx  d  8  Cos  Q  X  =  ^— X  ».dpdqSinp=:jörABC.dpdqCos«pSinp 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  nach  q,  so  erhält  man 

K=:2ff.ABC/dpCos«pSinp=-.  ABCydp(Sinp  +  Sin3  p) 

und  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  p  von  p  =sO  bis  p-:;  180 

K  =:  ~  «ABC 

welches  der  bekannte  Ausdruck  des  Yolums  des  ElHpsoids  ist* 

L  Es  sey  nun  X  die  Anziehung  dieses  Ellipsoids  auf  irgend 
einen  Ptinkt  M,  dessen  Goordinaten  a  b  c  sind,  nach  der  Richtung 

'  X      "     ■ 

der  Coordinatehaxe  x,  und  der  Kürze  wegen  |  =±  rvwr»   so  hat 

man  nach  Nro.  3  des  angeführten  Ortes  X  =  — /)Fr .  d  s  ^  Cos  Q  X, 
also  auch ,  wenn  das  Gesetz  der  Anziehung 
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f  r  _-  —  und  F  r  rs/f  r  d  r  = 


ist,  und  M'cnn  man  für  ds  und  CosQX  die  Torhergeliendie  Wer- 
the  substituirt 

.  1     >«*dpdq  Cos  pSinp 

^  =  iiJJ 1 — ^  •••<') 

Nacli  derselbeu  Nro.  ist  aber  auch 


a — V 


und  da  frssfr*  fr  •  dr  =  r  und  Cos  M  X  =s  .  ist^  so  hat  man 

/ydpdqSinp  ,        ^/(a— x)x  .  (b— y)y  .  (c^z)z\ 

wobej  man  nach  Nro«  3  des  a«  O.  bemerk^sn  mols«  dafs  die  Gröfst 
/*       C<»s]liQ  das  heifst,,  dafs  die  Gröfse 

yydpdqSinp  /(a— x)x    .    (^y)y  j.  (c— z)z\       .^. 
•^  r'  V     A»  B«  C*     /•'•^  ^ 

entweder  gleich  o  oder  gleich  —  •■■     '  je  nachdem  der  angezoge- 

ABC 

ne  Punht  M  entweder  aufser-  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt. 

II.  Wir  wollen  nun  die  drey  Gröfsen  A,  B,  C  als  die^be- 
sonderen  Werthe  der  drey  Teränderlich.en  Gröfsen « ß ^ 
ansehen,  deren  Natur  so  beschaffen  ist,  dafs  a* — ß«  und  a' — cy» 
immer  constante  Gröfsen  sind.  Diese  Gröfsen  aß<y  sind  also 
die  drey  Halbaxen  aller  der  EUipsoiden  ,  dqren  drey  Haupi« 
durchschnitte  mit  den  coordinirten  Ebenen  der  xy ,  xz  und  yz 
immer  aus  denselben  Brennpunkten  beschHebene  Ellipsen 
sind. 

Wird  nun  die  Gleichung  (i)  so  dargestellt 

« f  »♦  U^ — -^  Cosp  Sin  p 
und  differentiirt  man  sie  nach  derCkaracleristik  j",  so  erhält  man 
.  «^1+  S^g  =  -Jf^  P  ^ "^  Co.p8in.p  ■  \ .- 

El  ist  aber 

— r*r  =  Ca— x)*x+<b--)r)*y;^(c— z)*z 

SS  (a-— x>Co8p&4>(b-^y)SinpCoa  q.iß4"(C'^*)^^°P^*"9**V 
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oder  da  ä^a  —  ßißsso  qnd  aSa-^ySy  3=  o  i«t. 

-r*r  =  -«^a((a-x)Jl+(b-y)|J■  +  (c-B)~^ 

■t  ' 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 
aSi  +  löa 

Wird  davon,  nach  Verwandlung  von  A ,  B,  C  in  a,  ß,   cy   die  ^ 

durch  ^a  maltiplicirte  Gleichung  (si)  abgezogen ,  so  erhält  man 

t 

und  dieser  Ausdruck  von  a  S^  wird  nach  der  Gleichung  (3)   ent- 

4  3ra<5'a     , 
weder  =  o  oder  .=5  —  —      ;    ,  je  nachdem  der  angesogene  PnnKt 

M  aüfser-^  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt.  Man  hat  daher  für 
einen  äufseren  Punkt  Si=iO  ...  (4) 

und  für  einen  inneren  ^|  =  —  — t-z — .  . .  (5). 

a*ß«y 

5.  8. 

Wir  wolle.n  zuerst  die  Anziehung  des  Ellipsoids  auf  einen 
inneren  Pupkt  suchen. 

Es  ist  ß»  =a«  +  B«  — A%  und  cy«  =  «» +C» -r- A«.  Neh- 
roen  wir  an  sc  t  r=  A ,  und  substituiren  diese  Werthe  von  a,  ßj  y 
in^  der  Gleichung  (5)  ,  so  ist 


ist. 

Stellt  man  also  die  Characteristik  d.wieder  her  und  integrirl, 

so  hat  man  f  =  -77*  /'-tt— 5  «der  endlich  da  |.  ABC  s=  X  ist,  so 

ist  die  gesuchte  Anziehung  des  Ellipsoids  auf  ifgend  einen  innern 
Punkt  desselben  ,  nach  der  Richtung  der  x , 

'         Y  _4a-irBC^t°dt 

wo  das  Integral  von  t=:o  bis  1=1  zu  nehmen  ist.  Aendeft  man  in 
diesem  Ausdrucke  von  H  und  X  die  Gröfsen  X  ABCa  in  YBACb, 
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oder  in  ZCBAc,  so  erhält  man 'die  Anuäfhung  Y*  oder  %  de» 
Körpers  nach  der  Richtung  der  y  oder  der  z. 

Diese  Wertfae  Ton  XYZ  sind  Also  die  gesuchten  A^ttractionen 
des  EUipsoids  auf  alle  innerhalb  desselben  gelegenen  Punkte , 
und  da  diese  Ausdrücke  für  jedeh  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
auch  noch  so  nahen  Punkt  streng  genau  sind ,  so  gelten  sie 
auch  zugleich  für  die  in  dieser  Oberfläche  selbst  gelegenen 
Funkte.  -    . 

L  Für  ein-  dem-  Vorhergehenden  ähnliches  Ellipsoid  sind  die 
drey  Halbazen  A'sssmA,  B^=:mB,  C'^mCy-also  ist  die  At- 
traction  dieses  neuen  Ellipsoids  auf  «inen  innern  Punkt  dasselbe 
nach  der  Richtung  der  x 

4a^B^C^  ^t'dt 
A'«     y    H'   ' 

oder ,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  TOn  A^  B'  C^  sub- 
stituirt 

H'=H  und  X'  =  X,  undebenso  Y'^Yund  Z'=Z, 

woraus  folgt ,  dafs  für  innere  Punkte  die  Attraction  aller  ähnli« 
eben  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  ganz  dieselbe  ist.  Denkt 
man  sich  ein  solches  Ellipsoid  in  mehrere  Schalen  zerlegt ,  de- 
ren Oberfläche  der  äufsern  Oberfläche  des  Ellipsoids  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  sind,  so  werden  also  alle,  den  angezogenen 
Punkt  äufserlich  umgebenden  Schalen  keinen  Einflufs  auf  ihn 
haben,  und  es  wirdblofs  die  Attraction  des  innern  Kernes,  indes- 
sen Oberfläche  der  Punkt  liegt,  wirksam  bleiben. 

IL  Die  Integration  der  drey  gegebenen  Werthe  Ton  X  Y 
und  Z  kann  in  ihrer  ganzen' Allgemeinheit  nur  durch  Reihen  er* 
halten  werden,  die  desto  schneller  eonvergiren,.  je  weniger  das 
Ellipsoid  Ton  einer  Kugel  abweicht.  Sind  aber  zwey  der  Gröfsen 
ABC  einander  gleich,  etwa  C  =  B,  in  welchem  Falle  der  Kör- 
per durch  die  Rotation  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axcn  A  undJB 
sind,  Ton  der  Axe  der  A  entstanden  ist ,  so  hat  mau 


* 


x= 


4a]rB*    p  t*dt 


C-p)' 


A 


Ist  A'<B  und  ~  =  Cos  9 ,  so  ist  dieses  Integral  von  1  =  0 

B 

bis  t  SS  t  genommen 

.  V        4  s  jr  Cos  9  f.  V 

\  =  1_ Z.(tg,y— ?►) 

om   9 


i 


/|50 

und  fvr  A  >  B  hat  man 


v^«4aTAB«      .       A+l/A«— B«       4«^B* 


Eben  so  ist  für  A  <B  und  —  ss  Gos  9 

B 


also  Toa  t=:o  bis  t  ss  1  genommen 

Sin '9 
Itit  aber  A  >B  und — . ^  s  D*^  so  ist  das  Iniegral 


also  Ton  t  s  o  bis  t  sa  &  genommen 


Y  «  ab^A'  _  2b^rAB'    ^       A+VA>— B« 
A«— B«       (A»-B«){  5 

Verwandelt  man  endlich  in  diesen  Ausdrücken  von  Y  die  Grölse 
b  in  c,  so  erhält  man  die  Attra<$tion  Z  nach  der  Richtung  der  z, 
also 

Z  =  ^I^^^  (?)— »Sin  a  W^to  ^<B  «»*  ^«  ^os  9  und 
Sin'^  B 

A«^B»       (A'-B«>«     ®  B 

Für  die  Ku^el  endlich  ist  A  =  B  =.  C ,  ubd  daher 

.     II  X  =  4a»/t»dt=*?Ii!, 

also  das  Integral  von  "t  s  o  bi^  t  äs  1  genommen. 

X=:|  aar,  )and  eben  so  Ysssfbar,  Z  =  }  c*, 

das  heifst ,  die  Attraction  der  Kugel  auf  einen  innern  Punkt  der* 
selben  ist  identisch  mit  jener,  die  Statt  finden  würde»  wenn  die 
Masse  der  ganzen  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre , 
woraus  folgt,  dafs  auch  alle  äufsern  Punkte  von  einer  Kugel  teben 
so  angezogen  werden^  als  ob  die  Masse  der  ganzen  Kugel  in  ih- 
rem Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  (Vergl.  Kijp.  VH.  §•  lOV) 
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Die  Torher^henden  Ausdrttch«  tob  XYZ  6kt  iimei«  Punkt« 
sind  identisch  mit  jenen ,  welche  wir  oben  (  $.  6 )  gefunden  ha- 
ben. Denn  ist  A  i=  h,  A  ä  v'm,  vnd  X*  ts  ^*~^'  =  IZ^.  al- 

ß  A«  m 

so  auch  m  as L— >  so  ist  das  Volum  de*  SNibMäds 

3                  im 
Femer  ist  für  A  ^B  auch  Cos  9  ss  \/m ,  oder  tg  ^  s  A ,  also 
f = Are  tg  X,  und  f  Sin  9  9  s=  a  \/m— m's .  Substitairt  man 

diese  Werthe  in  den  rorhergehenden  AiMddmeken  von  XYZ,  so 
erhalt  man 

X=|^(X-Arctg*) 
T=iy'rArctgX— J_^ 

«h»a,»  V       *        i+x*y 

wie  an  dem  angezeigten  Orte. 

5.  9. 

• 

Für  die  Attraction  des  Ellipsoids  auf  einen  aufser  dem« 
selben  gelegenen  Punkt  folgt  aas  der  Gleichung  (4)  dafs  die  Attrac- 
tion X  in  allen  Ellipsoiden,  in  welchen  «*  —  ß'  und  «•  .^—  «y» 
constante  Gröfsen  sind,  der  Masse  des  Ellipsoids  proportional 
ist,  und  da  dieses  Resultat  auch  für  die  kleinste  Entfernung  des 
angezogenen  Punktes  von  der  Oberflache  des  Körpers  gilt ,  so 
läfst  er  sich  auch  auf  das  EUip^oid  ausdehnen ,  in  dessen  Ober- 
fläche der  angezogene  Punkt  selbst  liegt» 

Wir  wollen  also  zuerst  ein  dem  gegebenen  ähnliches  und 
aus  denselben  Brennpunkten  beschriebenes  EUipsoid  suchen. 
Sind  die  noch  unbekannten  halben  Axen  desselben  .m  A,  m  B  und 
m  C ,  so  ist  die  Gleichung  dieses  neuen  Eilipsoidil 


—  +  i—  +  — =m' 


Da  dieses  Ellipsoid  durch  den  angezogenen  Punkt  M  gehen 
soll ,  dessen  Coordinaten  a  b  c  sind ,  so  ist 


a»         b»  c»    _ 

A^  "■    ¥•   "'^  C* 


4^o 

und  da  ermit  dem  gegebenen  EHipsdide  dieselben  Brennpunkte 
haben  soll,  so  ist 

A»— B«=:D'  lind  A?— C*:^E* 

wo  m ,  D  und  E  constante  Gröfsen  sind.  Eliminirt  inan  aus  den 
drey  letzten  Gleichungen  die  Grofsen  B  und  C ,  so  hat  man 

a«-A4/'d«+e«+ !ilt*l±2l) 

*  *  » 

+  A«  yD«E»+  fa«+c«)P«+(««+b')E'\  _a«D«E'^^ 
V  m'  '/  m* 


und  da  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  A'  des  dritten  Grades 
i^t,  so  gibt  sie  immer  einen  möglichen  Werth  von  A"»«  Kennt 
man  so  A>,  so  findet  man  B'  und  C*  aus  B>  =  A**  —  D'  und 
Qt  — A* — E*  ,  und  wenn  man  diese  Werthe  von  ABC  in  der 
vorhergehenden  Gleichung 


X«  ?•  z« 

Li L  _ 

A«  ^  B«  ^  C* 


m' 


substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuchten  Ellip- 
soids ,  welches  mit  dem  gegebenen  dieselben  Brennpunkte  hat , 
und  welches  überdiefs  durch  den  angezogenen  Punkt  M  geht. 
Sucht  man  dann,  nach  J,  2,  die  Attractionen  XYZ  dieses /leuen 
Ellipsoids  auf  den  in  seiner  Oberfläche  gelegenen  Punkt,  so  hat 
man  dadurch  auch  die  Attractionen  des  gegebenen  Ellipsoids  auf 
einen  a  u  f s  c  r  ihm  gelegenen  Punkt  M ,  und  dadurch  ist  also  die 
Aufgabe  vollständig  aufgelofst. 


immm 
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SECHZEHNTES    KAPITEL, 


R  e  f  r  a  c  t 


1  o  n. 


W, 


§.  -i. 


cnn  tnan  die  die  Erde  amgebende  Atmosphäre  als  aus  concen- 
triscken  Schichten  bestehend  annimmt,  deren  Dichte  nach  einem, 
gewissen  Gesetze  veränderlich  ist,  so  wird  ein  Lichtstrahl,  wenn 
er  einer  dieser  Schichten  sehr  nahe  kömmt,  von  derselben  in 
einer  Richtung  angezogen  werden ,  welche  ,a«if  der  Oberfläche 
dieser  Schichte  in  ddtn  Funiite,  in  welchem  das  Licht  der  Schich- 
te begegnet  y  senkrecht  steht,  weil  die  Wirkung  der  Körper  auf 
das  Licht  nur  in. sehr  kleinen  .£nlfernungen  merkbar  angenom- 
men wird.  -Sind  daher  x  und  y  die  senkrechten  Coordinaten  eines 
Lichtstrahls ,  wodurch  die  Entfernung  desselben  von  einer  der 
Schichten  der  Atmosphäre  ausgedrückt  wird ,  und  nimmt  man 
die  Axe  derx  parallel  mit  der  die  Schichte  in  dem'£infallspunkte 
berührenden  Ebene ,  und  die  Ebene  der  x  7  als  diejenige  an , 
welche  durch;  die  Norntale  der ,  Schichte  in  jenem  Punkte  und 
durch  die  Richtung  des  Lichtstrahles  geht ,  so  hat  man ,  da  der 
vorhergehenden  Annahme  geniäfs,  das  Licht  von  der  Schichte  in 
einer  auf  diese  Schichte  senkrechten  Richtung  angezogen . wird^ 
nach  den  ersten  Gründen  der  Mechanik  (  Kap.  1l  $•  3  )  folgen- 
de zwey  Gleichungen 


11 
dt' 


=  0 


d^_ 
dt« 


=  P 


wo  P  die  unbekannte  Kraft  ist,  mit  welcher  das  Licht  in  der 
Richtung  der  y  von  der  Schichte  angezogen  wird,-  nnd^o  dt  das 
constante  Element  der  Zeit  bezeichnet*  Die  Verbindung  dieser 
zwey  Gleichungen  gibt 


dx*  +  dy«  _ 

dt«         "* 


Const4-2/P*y^ 


' , 
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wo  die  Constante  die  Geschwindigliert  des  Lichtes  in  der  Ent- 
fernung von  der  Schichte  ausdrückt,  in  welcher  die  Wirkang 
der  Schichte  auf  das  Licht  noch  nicht  angefangen  hat ,  oder  für 
welche  t:=o  ist.  Nennt  man  also  c  die  Geschwindigkeit  des  Lich- 
tes im  leeren  Räume ,  und  v  die  Geschwindigkeit  desselben  an  ir- 
gend einem  Punkte  der  Atmosphäre,  so  läfst  sich  die  letzte  Glei- 
chung auch  so  darstellen 

»»  =  c*+2/Pdjr 

wo  das  Integral  /Pdj  irgend  eine  Funktion  der  Dichte  <  der 
*  Luft  sejn  wird ,  daher  wir  dieses  Integral  durch  2  k  f  yorstellen 
wollen ,  wo  k  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist,  so  dafs  man, 
hat 

y*  =  C*4-4^f« 

Sey  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  der  Tan- 
gente der  Gurve,  welche  das  Licht  in  der  Atmosphäre  beschreibt. 
Da  sich  bey  allen  Bewegungen,  welche  durch  Centralkräfte  ent- 
stehen ,  die  Geschwindigkeiten  verkehrt,  wie  die  Lothe  aus  dem 
Centralpunkte  auf  die  Tangente  der  Bahn  yerhalten,  (Kap.  VH* 
V  2) ,  so  ist 

S      ,  S 

u  ===*  —  oder  n  =  —  ,' 

• 

wo  S  eine  Constante  bezeichnet.  Um  diese  Constante  zu  bestim- 
men, sey  z  die  scheinbare  Zenithdistanz  des  Sternes,  so  ist,  wenn 
der  Lichtstrahl  die  Erde  berührt,  u  =:aSin  z  und  ^=31,  wenn 
a  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet ,  und  die  Dichte  der  At- 
mosphäre an  der  Oberfläf he  der  Erde  für  die  Einheit  der  Dich- 

tigkeiten  angenommen  wird.  Also  ist  auch  S  =1  a  Sin  c .  y/c  ■  +  4  k 
oder ,  wenn  man  den  Halbmesser  der  Erde  auch  für  die  Einheit 

der  Entfernungen  annimmt,  S  =  Sin  z  •  \/c '  -|-  4  k ,  und  daher  die 
TOrhergehende  Gleichung 


V^ 


V 


.    4h^ 
1  +     — 
c» 


Kennt 'man  aber  dr|den  Winkel,  welchen  zwey  nächste  Tangen- 
ten jener  Curre  unter  einander  bilden,  so  hat  man  aus  bekannten 
ceometrischen  Gründen 

du 

dr  =  - L 

V/(i+x)««uf 


N 


,» 


463 

y90  (i  -f-x)  die  Entfernving  des  PoRktes  der  Curre  Ton  dcmM(it- 
icl punkte  der  Erde ,  und  d  r  das  Element  der  Krümmung  jener 
Gurre,  also  auch  dastllement  der  gesuchten Befraction  bezeich^ 
net.  Substitnirt  man  in  der  letzten  Gleichung  den  Torhergehen« 
den  Werth  jon  u,  so  hat  man,  da    - 

gkudf        . 


3k 


dr  = 


df.Sinz.-l/,  ^  4t 


(' + i^)  Y('+->- •  (■ + 7^9  -  (' -^i^>* ' 


und  das  Integral  dieser  Gleichung  wird  die  gesuchte  Refraction  r 
geben« 

§.  3. 

Um  die  letzte  Gleichung  leichter  zu  integriren  ,  uroUen  wir 
sie  zuerst,  ohne  ihrem  Werthe  merkbar  Eintrag  zu  thun,  einfa- 
cher auszudrücken  suchen« 

Zu'  dieser  Absicht  sey 

1  ,      ak  .      4k  See 

:s  1  — -  s  und  r  =  a  oder  —  = 


i+x  e*-l~4k  c«        1 — 2  a 

so  erhält  man 


(-^)Vc^('+^>C'+T^.>- 


oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  (i  —  s)  \/i  —  a«  mul- 
tiplicirt « 

—  tfdf  (t-^s)  Sinz 


drs= 


(i  — 2  a  -f>  a  a  ^) ,  y/i—^a  +  2«(»— ( i— s)  •  6in  «  z* 


und  auch  dieser  Ausdruck  ist  nooh  ohne  alle  Abkürzung.  Da  aber 
die  Gröfse  a  gegen  die  Einlieit  sehr  klein  ist,  so  ist  von  ( i-«aa-f  2«^)  ' 
der  STofst^s  Werth  gleich  t  für  ^  ss  i ,  und  der  kleinste  Werth 
gleich  1^—2«  für  f  SSO,  so  dafs  man  statt  dieser  Gröfse  (i -1-2 a+s«^) 
ohne  merklichen  Fehler  das  Mittel  aus  jenen  beyden  Werthen  t 


41)4 

oder  die  Gröfse  (i  * — a)  annehmeTi  kann*  Da  endlieh  auch  s,  so  wie  <x 
sehr  klein  ist,  so  wird  man.  die  Gröfsen  as  und  a*  Ternaehläs- 
si^en,  und  daher  statt  der.  leisten  Gleichung  die  folgende  er- 
halten 


a 


d^.Sin  z 


dr  = 


\/i — a«  +  2a^-^(i  —  ös)  Sin*z 


oder 


d^«  Sin  z 


dr  =  ^ 


I-— tt 


*   \/3S 2a(l— .f)  +  (l 9S>Co8«Z 


5.  4.        '    ^ 

um'  die  letzte  Gleichung  zu  inlegriren  ,  mufs  man  Tor  allem 
das  Gesetz  kennen ,  nach  welchem  die  Dichte  ^  der  Luft  von 
der  Höhe  x  derselben  über  der  Erdoberfläche  abhängt.  Da  aber 
dieses  Gesetz  unbekannt  ist ,  so  mufs  man  zu  irgend  einer  Hy- 
pothese Zuflucht  nehmen»  Die  einfachste  und  vielleicht  auch  die 
wahrscheinlichste  ist  die,  dafs  die  Dichtigkeiten  der  iiuftschich- 
ten  in  gleichem  Verhältnisse  mit  den  Tiefen  dieser  Schichten  un- 
ter der  obersten  Gränze  der  Atmosphäre  zunehmen.  Sind  also 
^  und  f '  die  Dichtigkeiten  zweyer  Schichte«  ,  und  x  x'  die  Hö- 
hen dieser  Schichten  über  der  Oberfläche  der  Erde ,  und  ist  ß 
die  Höhe  der  ganzen  Atmosphäre  über  der  Erdobei;^äche ,  so 
ist  jener  Annahme  gemäfs 

Bezeichnet  daher  f^  die  Dichte  der  Atmosphäre 'an  der  Erdoben- 
fläche,' so  ist  f'=  1  für  x^=o  ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

Da  ferner  nach  dem.  Vorhergehenden  x  as  ist|  und  da 


wir,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  die  zweyten  und  höheren  Poten- 
zen yon  s  nicht  mehr  heröcksichtigen,  soistx=:s,  und  daher  auch 
8  =  ß  (1  — 'f)«  Substituirt  man  diesen  Werth  Ton  s  in  der  letzten 
Gleichung  des  §.  3 ,  so  ist 

adf 


-^  Siü  z 


drrs 


■X 


lAM 


,  oder 


V/2|a(i— ^)— aa(i— ^)-+.[i  —  2ß(i_^)]  Cos»z 


hi>6 


— ^— — ^  binz 


dr  sa 


ii;-a. 


l/^Cos«  z  +  [ä  ß  Sin«  2  —  2  a]     (i-:u^)  ^  >' 

Integrirt  man  diesen  AasdtucJii  nach  der  bekannten  Foriniet 

dx       .  a 

\/A  — B 
so  erihält  man 


/►       dx       .  a  •    ■. 

,.       ■■        -  =='—  r£  V/A  —  Bx 


Sin  z 


II   .      ^£ L. 


r=Const+  y—; — ^ —  •KCos'H^a/iSin'z— aa— (3/JSin-z — aa)^ 

pSm'z — a 

Es  ist'  daher  das  gesuchte  Integral   zwischen  den  beiden  Grän- 
zen  f  =  o  und  ^  aK=,i 


r  =    _^Sinz      ♦  y/Cos«  z-J^ö  ßSin»  z  —  aa 
1 — » 


ß6in*  z — « 


_     "^     Sinz  .  \/Co8»  z+  Ä  ß  Sin»  z  --  2  a  — (2  ß Sin«z— 21a) 


1— a 


ßSin^Ä-« 

das  heifst 

u 
Sin  2 

1 Ol 

r  i 


((/^Cos'  z+2ßSin«Zr-öa— Cösz}     oitt 


^Sin«  z--.« 


— — Sin  z 


r  Ä  .. 


Cosa  4-i^Cos*  z  4-  2  ß  Sin'z  —  2  a 

Sät 


oder  eodlieh 


Sinz 


•a 


Cosa54-\/!*ß~A«+Ci-^-2ß>Cob'  z 

Um  diese   Gleichung  anzuwenden,    müssen  'wit*  ztttoi*'di€f 
Werlhe  der  Gröfse  a.  und  ß  bestimmen. 

Nennt  mari  Aden  Winkel,  welchen  der  einfallende  Straht 
mit,  der  Normale  der-brechenden  Fläche  in  dem  Einfallsjmnkt  bil- 
det, und  »^  den  Win^jöl  des  gebrochenen  Strahles  mit  derselben 
Normale ,  so  ist  bekaiötfe,  dals  die  Sinus  dieser  Winkel  für  das- 
111.  Gg 


selbe  brechende  Mittel  ein  constantea  Verhältnifs  haben«  und 
dafs  dieses  yerhähniCs  gleich  dem  der  bejden  Geschwindigkei- 
ten ist,  welche  der  Strahl  TOr  und  nach  der  Brechung  hat,  Uai 
dieses  auf  eine  sehr  einfache  Art  zu-  beweisen ,  sey  wie  zuvor  c 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Baume,  und  v  die  Ge- 
schwindigkeit desselben  hi  irgend  einem  Pqnkteder  Atmosphäre, 
die  hier  von  gleicher  Dichte  angenommen  wird*  Zerlegt  man  die 
erste  Geschwindigkeit  c^in  zwey  andere  unter  sich  senkrechte , 
deren  eine  c^  parallel  mit  der  brechenden  Fläche ,  und  die  an- 
dere &'  auf  dieser  Fläche  senkrecht  ist,  so  hat  man  c^=:=:cSin9 
und  c''=:c  Cos 5.  Zerlegt  man  eben  so  die  zweyte  Geschwindig- 
keit V  in  zwey  andere ,  deren  eine  v'  wieder  mit  der  brechenden 
Fläche  parallel ,  und  die  andere  w^  darauf  senkrecht  ist ,  so  ist 
auch  hier  W  =  v  Sin  S'  und  v"  ==  v  Cos  ^'*  Da  aber  die  Anziehung 
der  brechenden  Fläche  bMs  die  auf  diese  Fläehe  senkrechte  Ge- 
schwindigkeit ändert,  die  mit  dieser  Fläche  parallele  Geschwin- 
digkeit aber  ungeandert  läfst,  so  ist  W  =  c%  oder  wenn  man  die 
vorhergehenden  Werthe  dieser  Gröfse  $t:di&tituirt , 

Sin  »    _  t^ 
Sin  ^'         c 

welche  Gleichung  den  oben  aufgestellten  Satz  enthält.  Nach  $.  i 

ist  aber  auch  v*  =.c'-f-4kf,  also  hat  man,  wenn  man  der  Kürze 

Sin  d 
wegen  die  Gröfse durch  m  bezeichnet «   wo  die  Gröfse  c# 

^  Sin »' 

für  jeden  brechenden  Körper  durch  Versuche  bestimmt  werden 
kann, 

k  «  £l  («»■— i), 

durch  welche  Gleichung  man  daher  den  ^erth  des  oben  (^.  i ) 
angenommenen  Faktors  k  für  jede  brechende  Fläche  ,  deren 
Dichte  ^  und  d-eren  Brechungsverhältnifs  »  ist,  bestimmen  kann. 
Nach  den  Versuchender  Physiker  ist  das  Verhältnifs  des 
Sinus  des  Einfallswinkels  zu  dem  Sinus  des  gebrochenen  Win- 
kels bey  dem  Uebergange  des  Lichtes  aus  dem  leeren  Baume  in 
die  atmosphärische  Luft  gleich  m  z=z  \  .00039149  vorausgesetzt, 
dafs  diese  Luft  eine  Dichte  habe  ,  welche  der  Barometerhöhe 
von  2B  Far,  Zoll  und  der  Temperatur  von  o^  Therm«  Beaumur 
entspricht«  Dieses  angenommen  y  gibt  die  letzte  Gleichung 

—  Ä  «■  —  I  3s  o.ooo58an. 

i       4k 

2        c«  / 

Nach  5«  3  ist  aber    «  =3  — 


i*— • 


c* 


also  auch  ,  wenn  man  den  gefundenen  Werth  Ton—  tubttituirt, 


idt::s:O.da02t<^|38 


2« 


in  Theilen  des  Halbmessers ,  und  daher  die  Gröfse    ■  .    ,.,    oder 

1— a 

vielmehr^  da  wir  diese  Gröfse  nicht  in  Th^ilen  des  Halbmessers, 
sondern  in  Bogen  ausgedrückt  brauchen ,       , 


(1— «jöini'' 


wofür  wir  der  Kürze  wegen  i2o''.2  setzen  wolleh. 

Ueber  die  Gröfse  ^3,  öder  die  Höhe  der  Atmosphäre  über 
der  Erdoberfläche ,  in  Theilen  des  Il^lbmi^ssers  der  Erde  aus- 
gedrückt ,  haben  wir  keine  genauen  Bestimmungen*   Nimmt  man 
an  f  dafs  die  Dämmerung  anfängt  oder  aufhört ,  wenn  die  Söiine  ^ 
7**  45^  unter  dem  Horizonte  ist,  so  folgt  daraus 

^ fss  Cos  3^  52^  3o''  i  öder  ß  =  o.oosso  ^  und  daher 

2  (p  —  a)  =  Ö.Ö03997  i 
wofür  wir  der  Kürze  wegen  0.004  annehmen  wolleifi; 

Nach  diesl^n  Bestimmungen  der  GrÖfs^  et  und  ß  wird  also 
die  letzte  Glieichung  des  §.  4 

i20'^sSint 

r=s '    _  '^     '       '       -^   od^r 

Cos  z  -f-  Y/b.004 + o.  9954^  Cos '  z 

120^^2  Sin  z 

^  __   .  .       .       ,      ■  '      

I     r  rSS  '      II      — — ■   i|i  I  ■      11 1 m*    '       •  i— — ^^        II  M-ww- 

Cos  z-f-^/o.oo4+Cos'z — ö.oo458Cos*z 
wofür  man  hoch  ohne  merkliehen.  Fehler  setzen  kann 

I20^';2  8inz 

t Ä „^ ,  ,,     ■■■  —  ^  ^  .  ^i j^ 

Cokz4-[/o.oo4Sin*z+Cos*  z 

Sdbst  dieser  letzte  Ausdruck  läfst  sich  pdch,  ohne  der  Genauig- 
keit zu  schaden,  auf  deh  folgenden  einfacheren  bringen 

i2V^2Sin  z 

Cos  z  4- 1/0  *  004  +  C04"Ä 

In  der  That  ist  die  Diflerenz  dieser  beyden  Werthe   ron  i; ,  wie 

Ggi 


>k6ü 

sie  ans  den  Gleichungen  (i)  aad  (2)  folgt,    für  die  rerschiede- 
nen  ZeniUidis tanzen 

z  .  •  *  .     20«     4o*     5o*     6o*     70*     80**     85"*     87*    89®    90* 

Differenz  o".o   o",i   o''.i  o".a  o".2   o'^.a  o".2  o".3  o",i  o''.o 

alfo  unmerklich ,  wovon  sich  die  Ursache  leieht  finden  läfst. 

Für  die  Berechnung  einer  Tafel  von  r  aber  ist  die  erste 
Form  (1)  sogar  hoch  etwas  t^equemer.  Führt  man  nämlich  eine 
Hulfsgröfse  f  ein ,  so  dafs  man  hat 


t6f^\/o.oo.i.  tg  z, 
so  gibt  die  Gleichung  (1) 

120''.2 


=  .tgT  •.•(!) 


J/'o .  004  ^ 


Ist  eben  so  tinJ/  =s  —7: — 

^^         Cos  z 


so  gibt  die  Gleichung  (2) 

004 


/ •  Sin  z  tg  —   •  .  .  (II). 

V0.004  ^ 


Die  am  Ende  folgende  Tafel  ist  bis  z  ss85*  nach  Her  Gleichung 
(fl)  berechnet  worden  |  wo  man  hat 

log   \/ö.oo4  =  &8oio3  und  log   ■'^?'^.   =  3.a7887. 

V^o*oo4. 

5-7- 
Die  Gleichung  (2)  war 

•  Sm  z 


(1— a^  Sini'' 
r  s=s  ' ,  oder  auch 

Cos  z4-y^2(ß— a)+  Cos'z 
o  Sin  z  f  "^ 


oder  endlich 


rtSinz.(/^2  r-|  A   ^^  Cos'z    _        Cosz      1 

'  ^  (l~«)(/J^)iSini</  *  [  V  2(ß— a)  Y/3(ß_a)J 

und  dieses  ist  der  Ausdruck  der  mittleren  Befraction^  d*  h. 
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derjenigen  ^  welche  für  den  angenommenen  Normalzustand  der 
Atmosphäre  angenommen  wurde ,  wo  das  Barometer  B  =:  28 
Par.  Zoll,  und  das  Thermometer  o  Grade  Beaumur  zeigt« 
'■',  Wir  wollen  nun  sehen ,  welches  die  Befraction  r'  für  einen 
anderen  Zustand  der  Atmosphäre  isf,  für  welchen  das  Barometer 
überhaupt  b  Par.  Zolle  und:  das  Thermometer  t  Grade  B.  zeigt. 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Ausdehnung  eines  Volums  atmo-^ 
sphärischer  Luft  für  jeden  Grad:Beaum»  gleich  m  =  o.oo4555  be- 
trage ,  so  mufs  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  yon  r  die  Gröfse 

ß  in  ß  (1  -f>m  t),  und  die  Gröfse  a  in  ; — 1    Tcrwandeln, 

(1  ~|-mt)  B 

um  die  gesuchte  verbesserte  Befraction  r^  für  den  neuen  Zu- 
stand der  Atmosphäre  zu  erhalten.  (VergU  Voi.  L  S.  69).  Bringt 
man- die  letzte  Aenderung,  dat  sie  sehr  klein  ist,  nur  in  dem  er- 
sten Gliede  yon      ^      =±  a  4-a'  +<t*«.«  ad,  und  läfst  man  sie 

1  — u 

unter  dem  Wurzelzeichen,  wo  sie  unmerkbar  wird,  weg,  so  er« 
hält  man 

2  ab  Sin  z 

r'  =;  * . ■■ 


(1  — a)(i  +  mt)BSin  i"\/aß(i+mt) — «Ja 


I  V        .   «/3(i4-mt)— 3C6       y  ß/^(  i+mt)—  2a) 


oder  annähernd 

2  ah  Sin  z 


r'  = 


(t— a)(i+mt)'.BSini"\/2(ß  — a) 

Cos  z, 


f^  /      ,  Cos'z 


+  mt)(ß 
oder  endlich 

2  ab  Sin  z 


r'  = 


(i^a)(i  +  mt)«*BSini''v^2(ß— et) 

Cos'z  ^'^^  ^ 


i+mt-j- 


H 


Bs  war  aber  . 

=  i2o".a,  und  -4-i___  _  __!__  _    jS^Bi,,}, 


also  ist  auch 
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r 


r\/i+mt-|-(i5.Öi  14C0SZ)*  —  i5.8i  14  Cos  z  j  • ..  (3) 

und  diesen  ist  der  Ausdruck  der  corrigirten  Refraction  r^ 
Setzt  man  in  ihm  b  s  B  und  t  s  o ,  so  erhält  man  für  die  mitt- 
lere Refraction  r  wieder  die  Gleichung  (2). 

■ 

Da  aber  der  letzte  Ausdruck  von  r'  in  der  Gleichung  (3)  sur 
Berechnung  beschwerlich  ist  ^  so  wollen  wir  ihm  eine  zu  diesem 
Zwecke  bequemere  Gestalt  geben. 

Nach  dem  T  a  y  1 0  r's  c  h  e  u  Lehrsatze  hat  man 

r'  =  r4-t.~  +  (b  — B).il  +  oder 
dt  db 


dt         \B         /    db 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  zur  1>cqaemeren  Berechnung  durch 
Logarithmen  gleich 

(i+ml)"    \B/ 

so  wird  man  die  Werthe  der  beyden  Exponenten  n  und  n'   auf 
folgende  Art  bestimmen. 

£s  ist  (1  «^  m  t)— **  =  1  — n  m  1 4*  ^i^d  eben  so 

(ir=-+-'(5-)+ 

also  ist  auch  der  letzte  Ausdruck    ^ 

r'  =  r(i-nmt)  [t+««'(B  -  »)] 
oder  wenn  man  multiplicirt 

r^t^r  —  mnrt  +  i^ o'|  —  —  i  J. 

VB         / 


Vergleicht  man  aber  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorhergehendeil  ' 

dr 

db 
so  erhält  man 


^       dt  VB        / 


1       dr        ,     ,        B    dr 
— .  —  und  n'  5s  ^  •  — — 

mr    dl         '  r     db 


V 


*.7' 


y 


dr 
Es  ist  daher  nur  noch  übrig,   die  Wer(fae  Ton  und  yon 

db 

dr 

zu  suchen.  Zu   diesem  Zwecke  gibt  die  letzte  Gleichung  des 

.dt 
§•  7 ,  wenn  man  sie  in  Beziebung  auf  r^  y  b  und  t  differentiirt , 

dW        r'       , 
_^  SS  ^  und 

db     b 

d  r'  '^  m  W  ^  Q^^ « 53  m  b  Sin  z 

+ 


f**»!"— ^.— MMi 


dt  i+mt        «(i4.mt)*.Bv/i4-mt  +  05.0u4Cosz)* 


also  auch ,  wenn  moa  in  ^diesen  bejdea  Auadrücli^n  t  s  o  und 
b SS ß  und  daher  r^ sr  setzt, 

d  r         r        , 
—  =  ^  und 

db        B 

jp    '  t^oo.SättStaz 
=:  —  fl  m  r-+- 


dt  2\/i+(i5,8ii4Cosz)» 

Substituirt  man  diese  Werthe  Ton  —  und  ~Jl  in  den  ror"- 

db  dt 

hergehenden  Ausdrüchen  von  n  und  n^  so  erhält  man 

qSoSinz 

n  =s  9  —  '"  •   '  ""^^ 

r  \/i+(i<J.8i  i4  Co«  z)a 

und  n'  =  I 

und  wenn  man  so  die  Gröfse  n  kennt ,    so  ist  die  gesuchte  ver«- 
besserte  Befraction 


'"^'•(5)^'+"'^^ 


B- 

J.  9. 

Sammelt  man  alles  Vorhergehende,  so  ist  die  mittlere  Be- 
fraction 

iso'^.a  Sinz 

r  =s  "  ' 


Cosz  +  \/o.oo4  +  Cos»  z 
oder  zur  bequemeren  Berechnung 

^^         Co»z  \/o.oo4  = 
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Kennt  mtin  dai^n  die  Gröfse  n  aus 

i^5o  Sin  z 


n  =  3 


so  ist  der  Logarithmus  der  corrigirten  Befraction 

log  r'  z;:  log  r  +  log      —  n  log  (i  -J-m  t) 

M^o  m  =  o .  004555  und  R  =20  Par.  Zoll ,  und  wo  b  das  ßarome- 
ter  in  Par. Zollen  undt  das  äufsere  Therm.  Beaura.  bezeichnet. 
Noch  mufs  bemerke  werden,  dafs  die  Höhe  b  des  Barome- 
ters durch  die  yon  dem  an  seiner  Scale  hängenden ,  oder  durch 
die  von  dem  inneren  Thermometer  abhängende Correction  auf 
die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  gebracht  werden  mufs , 

indem  man  die  Gröfse  b  durch  , multiplicirt,  wot' 

i+o.oooaaSt' 

die  Höhe  des  ijfineren  Thermometers  Bist.  Setzt  man  ni'==.o.oooa25, 

so  ist  daher  der  vorhergehende  Ausdruck 

b  1 

iogr^  =  iogr+iog^^.^^^^^,^  +  "  W  7:;:^t 

Die  Tafel  am  Ende  dieses  Kap.  gibt  die  Werthe  YOn  n  nach 

dem  yorhergeuden  Ausdrucke  von  z=:o  bis  z  =  c)o*  y  und  iit 

drey  folgenden  kleineren  Tafeln  geben 

b 
für  jeden  Werth  des  Barometers  b  die  Gröfse  log  ^ 

B 

des  innern  Thermometers  t'  die  Gröfse  loe  ■ r; 

ö  i+m't( 

des  äussern  Thermometers  t  die  Gröfse  log(i+uit) 

Den  Gebrauch  derselben,  zeigt  folgendes  Beyspiel 
z    =  76°  45' o" 
b    =  26  7  Par.  Zoll 
t'   =  +  20*».  B 
t    =  +  25^  B 
z  gibt  log  r  =     2  .  39O9     und  n  =  1  •  020 

b  gibt  log  —      -     -     -     9  .  9794  t  gibt  r—  o .  0468 

B 

^     t'  .  .  ,  log  — ^U— :  -    -    9  .  9980  — (o.o468)n= — 0.0477 

i+m't' 

t -    —  0*  0477 

logr'«2.S286 

r  =3i3".  I  =  3'33"i 
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Die  Gleichungen  des  ^,  i)  sind  mit  /Vusnahme  der  Constan- 
ten, welche  nach  den  neuesten  Bestimmungen  gewählt  wurden, 
im  Grundedieselben,  welche  T  o  b.  Mayer  (Tabulae  motuum 
sölis  et  lunae.  Lond.1770)  gegeben  hat.  Es  läfst  sich  auch  leicht 
zeigen ,  dafs  dieselben  Ausdrücke  noch  mit  jenen  identisch  sind, 
welche  Simp«on  undBradley  (Vol.  I.  p*  71)  gegeben  haben* 

2  a 
Setzt  man  nämlich  in  der  *  ersten  Gleichung  des  J.  7  statt  

1 — M*  1 — M* 

die  Gröfse — „^^  ■ ,  und  statt  2(|3 — a)  dit  Gröfse  — «r-j —  ,  das 

'  heifst ,  nimmt  man  an 

M«  =  -^ r-r~  und  N  ^        J  yp       ^ 


so  wird  jene  Gle.ichung  in  folgende  übergehen 


Nr  Sin  1'/= 


•  Sinz 


Cosz+  l/!zf^+Cos«z 


M» 

,       o.    ^.                   (i  — M»)Sinz 
oder  Sin  N  r  =i  \ 1 


W[Cösz-J-\/i— M»  Sin«  z 


=  — USinzCoaz+Sinz.v/i-M'  Sin«  z 
also  auch 
Co8«Nr=i  —  Sin«Nr=Co8«z.(i  — M«8in*z) 

+M*  Sin^  z  +  2  M Sin«  z  Cos  z « v/^— M«  Sin «7 
oder  wenn  man  die  Wurzel  auszieht ,% 


Cos  Nr  =  Cosz,  v/i—M«  Sin«  z+MSin«  z- 
Es  war  aber  auch 


Sin  Nr  Cotgz^Cosz  \/i  — M>Sin«z  —  MCos*p 

und  daher  der  heyden  letzten  Gleichungen  Differenz 

Cos  Nr  —  Sin  Nr  Cotgz=H  oder 

Sin(z-^Nr)=MSinz 

welches  die  bekannte  Form  S  i  m  p  s  o  n's  ist ,  die  man  auch    so 
ausdrücken  kann. 

Sin  z :  Sin  (z  -^  N  r)  =  1  :  M ,  also  auch 

Sin  z  +  Sin(z  —  Nr): Sinz  —  Sin(z  —  Nr)  ä  i^-Mii  —  M 
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oder  endlich 


X        a      y         1 — M        9 


welches  die  F,onii  ist,  die  zuert^t  Bradiey  gegeben  hat.  Nimmt 
man  nach^.  5  an 

a  ==0.00029128  und  ß  9B0.oo9t<),  80  ist 
H  =  o  •  9i)8oi        und  N  ss  (» .  85o46 

$•  11. 

Die  letzte  Gleichung  des  S.  3  lälst  sich  jiuch  noch  in  dem 

t'alle 

1 — 8=:[i — aa(i  — ^)]« 

Tollständig  integriren ,    wo  m  irgend  eine  willhührliche  Gröfse 
ist*  Setzt  man  nämlich  der  Kürze  wegen 

■in — I 

[1 — a«(i — f)]    •     SInzsso» 
so  geht  jene  Gleichung  in  folgende  über 

«—  d  t» 


drs: 


(am — i).\/i — *»• 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  yon  ^  =  o  bia  f  s   t  oder  von 
»  SS  Sin  z  bis 


Sinz 


»m-^-i 


^=  -. =s(t— 3«)    •    •Sinz, 

SO  erhäk  man 

r  ts       /^z  —  AroSin[(i  —  a«)^»    •  Sinz]K  oder 


»m^i 


Sin[z  —  (am — i)-r5  =»  (i  —  3ä)  •     Sinz 

also  wieder  die  yon  Simpson  gegebene  Form ,  die.  daher ,  so 
wie  die  in  ^.  9  gegebenen  Ausdrücke,  nicht  blofs  der  in$.  4  ange- 
nommene!^ Hypothese  ssäß(i  «-^  f ),  sondern  auch  noch  allen 
denjenigen  Voraussetzungen  zwischen  s  und  g  entspricht  ,•  wel- 
che der  Gleichung 

1— s=[i  — 2a(i— c)]- 
genug  thun«  ^ 
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Die  Aiigemessoahqit  der  einfacbn  Annahm^  s  ==  ß(|  — ^),  , 
Ton  welcher  wir  oben  ausgegangen  and  ,  wird  auch  noch  durch 
folgende  Bemerl&ung  bestätiget.  Die  Gleichung  (^)  des  J.  6 

Qin  « 


1 — a 

r  =  •    '• 


Cos  i5+  \/a(/3— Ä)  +  Cps«« 
kann  man  auch  so  di;sdrüc]ien 


1— a 

r  =  . 


2a      ^ 
lg« 


>  +  /»  +  «  (fi—  «>    (.1  +  tg  »  z) 
oder  da  (ß  —  a)  sehr  klein  ist , 


tgz 


r  =  — . ,  oder  endlich 

r   =s    atgzYi  +  a4--5=E) (4). 

I.  Wenn  man  aber  in  dem  zweyten  Ausdrucke  Ton  dr  ^ei 
$•  3,  welcher  noch  yon  aller  Hypothese  über  die  Gröfsen  s  und 
C  unabhängig  ist,  die  Grofse  unter  dem  Wurzelzeichen  auf- 
löfst ,  und  die  dritten  und  hohem  I)imensiönen  der  sehr  kleinen 
Grofse  a  und  s  yernachlässiget ,  so  erhält  man 

1 — aa-f.2A^     {  \   Cos^z  /J 

=  —  ad^d — •)tg  z  •  [i+2a— aa  f] .  ^i  +  ~~y  —  8  tg»  z  y 

,  '    /^  8         .      ,  .(«Cos»  Ä+l)\ 

Integrirtman  diesen  Au8di*ack,  so  ist 

N  C0S»Z  C08*Z     4/  -/ 

» 

also  das  Integral  zwischen  den  Gränzen  (=s  o  und  ^  a>  1 
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£s  ist  also  noch  übrig,  das  Integral 

f  sdf  =  8f —  /"^ds 
zu  suchen*  Für  die  Oberfläche  der  Erde  ist 

8=^0,  also/sdf  = — y^ds. 

•  ■ 

Erhebt  man  sich  aber  in  ier  Atmosphäre  um  das  Element 
ds,  so  wird  der  Druek  p  ^erLuft,  der  bekanntlich  durch  das 
Barometer  gemessen  wird ,  un  die  GrÖfse  ^  d  s  vermindert  1  so 
dafs  man  hat 

dp 2=  —  ^ds,  also  Äuch  p= — J'^ds^ 

und  daher  y*s<l  (>  = -l- p* 
rie  letzte  Gleichung  wird  dah^r 

•  V  Cos  ■  z        '       / 

wo  ülso  p  der  Höhe  f!es  Barometers  oder  der  Höhe  der  Atmo- 
s|»häre  proportional  ist. 

Selzt  man  p  =  i/^9  so  ist  auch 

r  =  atgz.(.-i-a+    °~f- ^ 
•  \  3  Cos»  zy 

eine  Gleichung ,  die  mit  der  (4)  identisch  ist. 

Die  Gleichungen  des  ^.  9  haben  also  den  grofsen  Vortheil, 
dafs  sie,  wenigstens  bis  z.  =s  80^,  die  Befraction  ganz  unab- 
hängig von' dem  Gesetze  geben,  nach  welchem  die  Dichte  der 
Atmosphäre  von  ihrer  Höhe  bestimmt  wird.  Die  neuesten  Refrac- 
tionstafeln  von  L  a  p  1  a  c  e ,  die  D  e  1  a  m  b  r  e  in  den  Tables  du 
bur.  des  Longit.  gegeben  hat,  sind  bis  z  =i  74^  nach  der  Glei- 
chung (4)  berechnet  t^orden. 

5.  i3.' 

Die  Gleichungen  des  ^.9  und  die  darauf  gegründeten,*  unten 
folgenden  Tafeln  stimmen  auch  bis  z  =  85^  genau  mit  den  Be- 
obachtungen, so  wie  mit  den  Refractionstafeln,  welche  B  es  sei 
in  seinen  Fund,  astron.  gegeben  hat,  wenn  man  an  die  letzten  die  im 
Theile  Vil  der  Königsberger  Bgobachtungen  angezeigten  Verbes- 
serungen anbringt»  Für  gröfsere  Zenithdistanzen  -  aber  gibt  di« 
Gleichung  (2)  die  Befraction  offenbar  zu  klein,  und  es  ist  da- 
her nothwenclig,  für  diese  letzten  fünf  Grade  die  Refraction  un- 
ter einer  weniger  beschränkten  Hypothese,  als  in  ^.  4  geschehen 
ist,  zu  suchen. 

Bosse  1  nimmt  f  ==;  t'^ ^  an ,  wo  ^  die  Basis  der  natür liehen 
Logarithmen,  und  wo  3  eine  Constante  ist,  welche  so  bestimmt 
werden  kann,  dafs  die  unter  dieser  Voraussetzuhg  entwickelte 
Befraction  mit    der    unmittelbar    beobachteten    Refraction 


übereinstimme.  Er  fand  ß  =  j/^S^^S  oder  log  ß=5.o.8'f  28933,  und 
überdieis  aus  den  physischen  Versuchen  von  Ramnd,    Biot 

und  Ära  go  die  Grölse  a  =s  0,00027808449  beydesfür  die  Ba- 
rometerhöbe Ton  2(;.6  engl.  Zolen  und  für  +60°  Therm.  Fah- 
renheit. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  f  in  der  letzen  Gleichung 
des  ^  3  I  so  erhält  man 


^ß 


JZ!Lds«r-0»  .Sin« 
1 — a 


dr  = 


KCos'z  — 2a(i— «-<'*J  +  2sSin^k 

Um  diesen  Ausdruck  leiciter  zu  in%griren  ,  iv^ollen  wir  an« 
nehmen 


S'=s  6 


Sm'  z 


woraus  nach  dem  bekannten  Reversionssatze  (Vol.  IL  Seite  67) 
folgt  ^  /^ 


Sin 


»ß 


I.  2.  Sin^z 


-d  • 


c- 


(1— '«— fj»')\ff~«J'»' 


iliÜÜÜl^ 


1.2.3  Sin <^z        V 


ds 


ds'« 


)- 


etc. 


und  wenn  man  difiPerentiirt , 


Ä—r? » ds=f— 0  »'ds'  -j-  — - 


Sin*z      ^  ^ 


ds'    ' 


) 


4-        "        _d>.  (JL _J j+etc. 

^i>2,3Siii*z         V  ds/;  7 

Substituirl  man  diesen  Werth  von  «~p  •  d  s  in  der  vorhergehen- 
den Gleichunfi;,  so  ist 

«ß    -.         ,  ,  Sin»z      V  d  8'  / 

J- Oft/Sin' K     I 


V/Cos'z  -j-  as'Sin'z 


«' 


_         ds 

i,2.3Sin*z 

4"  ^'^^ 


•( 


ds' 


ds'» 


-) 
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oder  wenn  man  die  angezeig^n  Differenliationen  ausfuhrr , 

aß 


«  Sin  z « d  s^ 


dr  = 


1 — ■« 


\/C08»«-J-  üs'Sui"« 


r^.+ 


+ 


aß 


(si— *•*'  —  «-»•') 


1 
I 


a«ß' 


(3«r-3o.'^a.3  4^ioi'^4-ß.') 


I  « 3  Sintis 

^i.2.3Sin«zV  ^,.3  y 

+  «tc. 

lind  dieseif  Ausdruck  von  dr  sott  integrirt  werden  von  s  =  o  bis 
K  =  1 ,  oder  was  dassc»lbe  ist.    - 

von  8'= o  bis  s'  =  i—  iLLZifZIi. 

Sift'z 

Da  ab^r  c  gröfser  als  2  ^  und  ß  nAe  746  ist  ^  so  kann  man  aneh 
ohne  einen  merklichen  Fehler  annehmen ,  dafs  der  vorhergehen- 
de Ausdradk  von  s^  =  o  bis  s^  =  00  integrirt  werden  soIL 

I.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  mch^  wenn  mian  diq  Glieder, 
welche  zu  «^ »•' ,  r-»»»' ,  «~3o«'  .,,.  gehören,  zusammen  nimmt, 
und  der  Kürze  wegen 

aß 


k  =z 


Sin  •  15 


setzt , 


«ß 


dr  SS  - 


l — a 


.  Sin  z « ds' 


V/Cos»z  +  as^Sin^z 

>•  i.'j       t.2.3        1.2^.4  -^ 


l  V  1.2  lA.o  J 

Kl  \  1.2        i.2«3  y 

liÄ.Ö       *  \  1«2  1.2.3  ^ 


oder,  wenn  man  noch  ferner  zusammenzieht. 


479 


:^  Sinz.ds' 


1«— o 


\/Co8  •  z-f-os'Sin  *  z 

I  1.2 

1«2.3 

Mun  sieht  fro ,  dafs  alle  Glieder  des  Ausdruckes  von  d  r  sich  auf 
die  Form  biingen  lassen 

M.ßSinz.ds'.«-*^' 

y'Cos *  z  +  2  s' Sin  «z 

Mvo  M  eine  constante  Gröfsei  und  n  nach  der  Ordnung  gleich 
1 )  2,  3  •  •  •  •  ist« 

11.  Um  den  letzten  Attsdrtick  za  integriren ,  trollen  y^ir  an- 
nehmen 

i  Cotg'  Z'4-»'=»  — j5  ,  also  auch 

ßtdt 

wodurch  nnser  Au&drnck  yon  dy  in  den  folgenden  übergeht 

I 

* 


ay  =  M(^)\dt. 


Ton  welchem  daher  das  Integral  yon  t==:  C — j   Cotg  *  z   bis 
ts  00  genommen  werden  soTl« 

Es  sey/e       dt==e     •  .%|/(n)..^(ik) 

so  wird  man,  wenn  man  diesen  Ausdruck  ton/  ä— *'  d  t  in  der 
Torhergebenden  Gleichung  f  d«  h«  in 


,  =  M(l^/..^«-V-"a 


substituirt,  für  das  gesuchte  Integral  eines  jeden  einzelnen  Glie- 
des  von  dr  erhallen , 


y=M(!£)\  +  (n) 


4Bo 


So  ist  für  das  erste  Glied  M  =  und  n  =.  i ,  also  das  Integral 


i-«-a 


des  ersten  Gliedes 


i-^a 


Oi3)'*vKi) 


Für  das  zWeyte  Glied  ist  M  =   -*    '    ■■ und  n  =  2  ,  also  Has 

1  — ä 

Integral  des  zwejien  Gliedes 


1  — tt        \  n  y 


Sammelt  maii  so  alle  Glieder,  so  ist 


r  = 


V/i^ 


+  2ik.t-*''.^(Ä) 


<• 


1  .3 


k*  .  e^J* .  vj/  (3) 


1— a    Sin  1^' 


+  JL>».£-4U4(4) 


+ 


1.2.3 

1.2.3.4 


.k^£-5k.,l;(5)-J.... 


und  dieses  ist  der  gesucKre  Ausdrück  der  Befraction. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 


sn — 1 


J^n       £^— nk 

WO  ^  das  bekannte  Summenzeichen ,    und  n  nach  der  Ordnung 
a ,  2 ,  3  • « .  ist ,  das  heifst  also ,  setzt  man 

2^  k*   £ — *^ 

P=k..-''^/(0-l —^ «K2) 

+  '    .   ^    u      4^(3)  +  - ^ >l'(4)  +  - 


1.2.3 


1 . 2 .  3 « 4 


so  geht  der  yorhergehende  Ausdruck  von  r  in  deii    folgenden 
über 


i—a    V/3/        Sini'^ 


4^1 

Um  die  vorhergehen  Je  Gleichung  (5)  entwickeln  zu  können, 
muf»  man  zuvor  deti  Weriji  von  4^  (n),  das  heifst,  von  dem  Inte- 
grale/«—v'-^dt  zwischen  den  Gränzen  t=  o  und  t  =  qO,  haben. 

Nimmt  man  die  folgen  den  Integrale  zwischen  x=;ö  und  x=i 
so  hat  man  bekannt  lieh 

P     dx      it  xdx  . 

^  \/i— X«       3  y  V/i— X» 

/>x«  dx    ^  i     nr  pXldx g 

/^^^^  '*^    *  ^x^dx     ^  2.4    ^ 

^l X»  2.4a  y  y^Tüx*  ^  •  ^ 


wo -r  =  3.  i4»Ö9...,  also  auch' allgemein 

/x^"dx  1.3.5.,.  .(2n — \^    nr 

y/i — St«  2.4.(),..'2n         2 

\,    .,x»"4-»dx  !S.4.6..«dn 

und    /    ■      ■■..  =  ^. : T r 

J  \J\ — y*        1  .3.5.7. •.(2n+i) 
und  beyder  Produkt 

yvx^'^dx       ^x»"+>dx  1  jr 

■       >  ■   "  I  ■      i  '  '  *  ^  ^  .      ,> 

Nehmen  wir  die  Gröfse  t  so  an,  dafs  man  hat  x  =  «— «*•  ,   to  Ist 
dx==  —  3 qtdt.fi— 9t*  ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

,  tdt.t~qt»  (i+«n)    _.,t d t.fi-»9**  0+«)  1       '  ar 

4(j»./ — ,  ./ —  =  — 7-- 

*y       Vi — £— «qta         »/      y/i — fi—»qta  2n+l      s 

Sey  iie  willkührliche  Gröfse  q  =;  ^— j — -  oder  n  =  '^^^  so  wird 
die  letzte  Gleichung  . 

tÄt.£-t*  tdt*€-t«    (i+q)  ^ 


V^-'V 


und  da  diese  Integralien  ron  x  =  o  bis  x  =  i  genommen  w'erelen 


>  < 


sollen ,  so  sind  sie  auch  ron  q  ^=:  o  bis  q  =:  CO «   oder  von  t  s=   o 
bist  =:  00  zu  nehmen.  Aber  für  q=:o  ist  der  Werth  ron 

'•   ■  gleich  — ^ _i  =  _1  s=  t*  , 

2q  d,aq  sdq 

also  gibt  die  yorhergebende  Gleichimg 

/i-f  dt.A-t*  dt=:  ^  oder 

das  letzte  Integral  Ton  t  =  o  bis  t=  00    genommen,    also  anch 
yt— **  dt=  (/3r,  dieses  Integral  yon  t=^00  bist=;+  00 
genommen. 

1.  Dieses  vorausgesetzt ,  wollen  wir  nun  den  Werth  des  In« 
tegrals  ftr-  ''dt  zwischen  den  Gränzen  t  =:  T  und  t  ==  00  su- 
chen ,  wo  T  irgend  eine  willkührliche  Gröfse  bezeichnet. 

Es  ist/«-**  dt  =/ *  .  «-*•  tdt, 
und  wenn  man  theilweise  intcgrirt, 

-  .  s-t»  .tdt=--  .  r-*»  -^  i  /  — — . 

t  9t  ^^         t« 

Setzt  man  diese  theilweise  Integration  fort ,  so  ist 

und 


'/^' 


woraus  daher  folgt 

/*    ,.  ,  «-*•      /         1.1/3         1,3.5      N 

» 

Für  t  s  00  ist  das  letzte  Integral  gleich  Null,  also  ist  der  Werth 
des  Integrals/t— **  dt  zwisdien  den  Gränzen  t  s  T  und  t  =  00 

y*       ^^-    aT   •V~aT«+a«,T4""ft*.T«  +/ 

Nach  der  Gleichung  (a)  des  $.  i3  hat  man  aber 

vKn)  =  tT.y4^ta  dt,  wo  t  =  (^—f^  Cotgz  ist, 
also  ist  auch 
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^mf^o^^'®^®''  ^®''*  ^^'^  "^  C*^)  "^"^  ^a««  brauchbar   ist 
wenn  1,>  3  ist ,  so  wollen  wir  noch  einen  andern  Ausdruck  von 
^Kn)  suchen,  der  dann  convergirt,   wenn  der  erste  diverffirt 

Man  erhält  ebenfalls  durch  theil weise  Integrationen  * 

/i~t»  •  dt  =  «-t»  .  t  4-  2/fi-t»  .  t«  d  t 


I 


/*-«•  .  t«   d  t  =  .-««  .   3  + 1  /  .-'»  .  t*  d  t  «.  S.  f. 
und  daraus  folgt 

Für  t  =  o  itt  dieses  Integral  selbst  gleich  Null,  und  für  t=T 

Da  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  der  Werth  desselb 
Integrals  A-*»  .  dt  von  t  =  o  bis  t  =  OD  gleich  f  l/V  ist    so  ist 
auch  der  Werth  dieses  Integrals  von  t  =  T  bis ^  cO 


ist 


en 


und  daher. 

*+ Tä  +  1X5  +  7X5:7  +  -v  ••••  («) 

^     Die  beyden  Gleichungen  (b)  und  (c)  geben  den  gesuchten 
Werth  der  FunhUon  v^  (n).  Ist  z.  B.  T  =  a.9 ,  so  ist  nach  (b> 

1.0000000      • 
.    -~  -— -    =  —  o.oo7Qa54    - 
3 

■  35 


log  0.9933633  s  9.9966369 

log  -pj^        =  8.7989700 

log  v|.  (n)  s  8.7965969 

Hh2 
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Eben  to  gibt  T  =  o.o5  nach  (c) 

\  l/^r  =s  0.8562270 

—  T  SS  —  o.oSooooo 
,i|T«  |/^  o  +  o/oo22i56  • 
_?Z1  s  —  O.O0O0833 

JT*|/Ir   =a  +  0,0000028 

— .  JL.  T*  s=  —  0.0000001 


3.5  

4/  (n)  rs         O.U3Q3620 

Vm  alies  Yorbergdhende  besser  zu  übersehen,  v» ollen  wir 
die  znr  Berechnung  der  Befraction  nothwendigen  Ausdrücke 
hier  zusammenstellen*  «    ^ 

a  =  o.«»oo2788844         ß  =  745^7$ 
lüg  «ß  =9.3181259  log (ßy  =  i.2«Ä783i 

iog__i_ .  flY  «=  4.0287632         k  =  i!^ 

^i^i— «)Siai''     \ßy  Sin«z 

T  rs^^y,  Cotgz>  won  =r  1,  2,  3  ...« 

t  ,  V       i       /*  1      ,     1.3         I.3.5    .   1^3.5.7      \ 

oder  M*«!»!  T  klein  ist 

X         1,3        1.3.5        1.0.5.7  ^ 

»I   ift   .~Bk  ^S    k'   e— 31^ 


;  ^         Sin»  z  /a  \t 


Um  darauf  *ein  Bejrspiel  anzuwenden,    sey  diö  beobachtetje  Ze- 
nithdistanz  z  s=;  85*,  so  ist     ' ' 

log  k  =s  9 .  32 1 4375 ,  log  (k., «"-!')  »  o .  2308997 


/fis 


n  -  - 

-   T   - 

1  -  - 

0.22773/J9 

21 

0.8782499 

3 

«.4662955 

4 

0.55^87649 

5 

0.5772199 

6 

o.6i6Bio5 

7 

o.65o2839 

8 

0.6792799 

9 

0.7048561 

to 

0.7277347 

.  x^n)  .  -  - 

-  -P 

9.4i4857'2  -  • 

0.0441557 

9.2887076 

0.0079437 

9*2102461 

0.0020706 

9.1529194 

0.0006332 

9. 1 0767O 1 

0.0002118 

1 

9.0702913 

0.0000750 

9.0384253 

0.0000277 

9*oio65m 

0.0000  io5 

8.9860350 

0.900064 1 

8.9639334 

0  0000016 

Summe  P  s=^ 

o.o55i339 

logP  = 

8.7414187 

log  Sin"  z  = 

9  9966884 

4.0287632 

log  r  ^ 

:  2.7668703 

r  = 

:  584  ".61. 

> 


5-  16. 

Allein  dieser  Werth  von  r  gilt,  urie  im  Eingänge  des  §.  i3 
gesagt  wurde ,  für  einen  Zustand  der  Atmosphäre ,  in  welchem 
das  Barometer  29.6  engl.  Zolle  oder  27.773  Pariser  Zolle,  und 
das  Thermometer  +  5ö'  Fahrenheit  zeigt.  Eigentlich  zeigte 
das  Thermometer  Bradicy's,  welches  hier  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  alle  Zahlen  um  1. 25  gegen  Fahrenheit  zu  niedrige 
so  dafs  jene  Refraction  für  48.75  des  B r a d  1  e y'schen  Ther- 
mometers gilt.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  ein  Volum  Luft  für 
jeden  Grad  dieses  Thermometers  sich  um  seinen  h  =  o.oo2o833'^^'^'^ 
Theil  ausdehnt ,  und  dafs  sich  das  Quecksilber  des  Barometers 
für  jeden  Grad  des  wahren  Fahrenheitischen  Thermometers 
um  seinen  h^=  0.0001025^**^''  Theil  ausdehnt,  so  hat  man,  wenn 
man  die  in^.  8  und  9  angenommene  Bezeichnung  yon  b  und  n  bey- 
behäU,  für  die  verbesserte  Refraction  r' 

^,^..  (  YY  b         1 \ 

\  i-f.h(t— 48.75)>'      V  27.773    1  -|-h'(t'— 5oy 

wo  t  das  äufsere Thermometer,  t^  das  innere  nach  Fahrenheit, 
und  wo  b'das  Barometer  in  Pariser  Zollen  bezeichnet,  und  nach 
diesem  Ausdrucke  ist  die  Refractionstafel  berechnet ,  welche 
B  e  s  s  e  1  in  seinen  Fund*  astron.  gegeben  hat.  M«  s.  Annalen  der 
Wiener  Sternwarte,  Vol.  IV.  S.  XX(X.  An  diesem  Ausdrucke 
brachte  der  Verf.  später  (astron ^  Beob.  in^  Königsbei^g  Vol.  VH.) 
noch  folgende  Verbesserungen  an. 
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Um  die  unbekannten  Faktoren  a  b  c  d  zu  bestimmen ,  findet  man 
säuerst  aus  jenen  Tafeln  für  sehr  kleine  ZenithdLstanfsen,  wo  man 
die  Gvöfsen  b  c  d  Temachlässigen  kann,  den  YVerth  ron  a:?=:o.o5325. 
Kennt  man  dann  für  einen  gegebenen  gröfs^rn  Werth  von  z  die 
Befraction  r  jener  Tafel ,  so  findet  man  den  W^rtb  Ton  A  un- 
mittelbar durch  die  Gleichung  (d)  oder  bequemer  durch  die  Aus  • 
drücke  • 

ß 

Tg  v|/  =        Sinz  4  =="^Cip8z.tg{5\^ 


Nehmen  wir  also  z«  B«  an ,  dafs  man  die  Befraction  r  lener  Ta- 
feln durch  die  Formeln  des  $.  i5  für  drey  grofse  Zenithdistan - 
zen  berechnet  9  und  dafs  xnän  ^9  gefunden  liabe 

z  =  jn^  -  -  r  =  044''.  07  also  nach  den   A  =s  o.oSsyil 

z  as  85*  -  -  r  =  584  •  61         lotsten  A  ==:  o.oSoc)4i 

z  rs  89**  -  -  r  =1478  .  20    Qleicbungen     A  =  o.o4/|558 

Substituirt  man  diese  Werthe  Ton  A  und  r  nebst)  a  =;  0*053^5  in 
der  vorh6rgehenden  Gleichung 

A  =  a-}-b  r+cr ' +dr* 

so  erhält  man  drey  Gleichungen ,  aus  welchen  man  die  Werthe 
von  b,  q,  d  finden  wird.  Es  ist 

b   =  —  000000060173 
c   =  —  0.000000007138 

d  zs-^  0.0000000000024^^  ' 

und  daher 

A  =p  o.o53d5  —  (0.7794017-^7)  r 

— .  (o.Bff 35765  —  9)  r.» 

+  (0.3833773— la)  r» 

wo  die  Faktoren  von  r,  r*,  r*  schon  Logarithmen  sind.  Mit  die- 
sem Werthe  von  A  gibt  dann  die  Gleichung  (d) 

A      • 


tg  X  =•  ^ 

•  Cos  it 


r  =-2i6<y.8Sin  z  tg-* 

o  2 


1  <    1 1 , 


Die  folgende  kleine  Tafel  ist  durch  diese  drey  letzten  ein- 
fachen Gleichungen,  construirt  worden. 


* 
\ 


BctflrI's  Tafet 

Diflr«tr«nK. 

Jf 

• 

5".o4  -  - 

0/'. 

OQ 

hmS  -  - 

Q   . 

Ol 

!i(*.95  -  . 

0  • 

O'J 

i3  22    .   - 

0  . 

Q4 

48.26,   -   . 

Q  - 

04 

(>U48  -  - 

9  • 

ab 

99.34  -  - 

0  . 

«7 

1 56  75  -  - 

0  . 

i5 

3i5.i3  -  - 

Q    i 

o3 

34Ö.14  -  - 

0  . 

Ol 

430.27  -  - 

0  • 

02 

m^.bi  -  - 

0  . 

04 

055.97  -  - 

0  • 

86 

lzi7B.20   •    - 

Q   • 

04 
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1  ^ 

,  Z  A  V 

'   ^    5'  -  -  o.o53'247  -  -      5<'.o4  t  - 
10  -  -  Q.0532.43  -  -       10.16  ".  - 

30  -  r  0.053334  *   •        20  97   -  - 

3o  -  -  o  o53332  -  -  33.^^6  -  - 
4o  -  -  o,o53'2o5  -  -  48  3o  -  -. 
v5o  -  -  Q  053176  -  -      68.54  -  - 

6i>  -  -  Q.o53i39  -  -      994*  -  - 

70  -  -  0053990  -  -     156.90  -  - 
s        80  -  -  00524^7  -  -    3i5.io  -  - 

Öl  -  -  0.053277  -  -    348*1 1  -  - 

«3  *  -  o.o5i0ia  -  -    438.25  .  - 

Ö5  -  -  o*o5o94t  -  -    5B4.57  -  - 

87  -  -  0.049018  -  -    855.11  -  - 

89  -  .  0.044554  T  -  1478.16  -  "  1478-30, 
eine  UebereinstimmUngi  die  man  bey  so  ausammengesetzren  Aus- 
drücken ,  'Wie  die  deft  g.  i5  sind,  kavm  erwarten  sollte.  Diese 
Bemerkung,  auf  die  wir  weiter  unten  wieder  zurückkommen 
werden ,  kann  nicht  Hofs  dienen  ,  die  Construction  jener  Tafeln 
selbst  ungemein  abzukürzen,  i^ondern  sie  wird  selbst  bey  der 
Entwerfung  ganz -neuer  Befractiqnstafeln,  die  unmittelbar  aus 
astronomischen  Beobachtungeji  abgeleitet  sind,  sehr  anwendbar 
seyn. 

§.18* 

Noch  ist  übrig,  das  Verehren  näher  anzuzeigen^,  welches 
Laplace  in  seiner  Mec.  ccL  »Vol.  IV  anwendete,  und  nach 
welchen  die  Ton  den  Astronomen  gewöhnlich  gebrauchten  Tafeln 
entworfen  wurden^  die  Del  ambro  in  den  Tables  astr.  du  b^i- 
reau  des  Longitiides  gegeben  hat.  ^ 

Die  letzte  Gleichung  des  §.'3  geht,  da  s'  ein  sehr  kleiner 
Pruch  ist,  M^ennman  2  s  Cos«  z  gegen  Cos«  z  vernachlässiget, 
in  folgende  über , 

— d^.Sinz 

1 — a 

dr  =r  —        '     ^  • 

\/C0S*Z  —  3tt(l— 0-f-3S 

Um  diesen  Ausdruck :  einfacher  zu  riiacheu  y  nehme  i  wir  an 

u  =  8 — a(i  —  ^),  so  ist 


a 


r-  d  ^  Sin  z 

1—« 

d  r  xr  .■ 


\/<Jos'  a4"3^ 
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Um  die  Abhängigkeit  denGröfscn  ^  und  s,  oder  was  dasselbe  ist, 
der  Gröfsenf  und  a  su  bestiinmon ,  nimmt  Laplace  an 


«    s 


wo  wieder  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  und  wo  f  und 
g  zwey  Constanten  sind ,  die  erst  nach  der  yollendeten  Integra- 
tion des  TOrhergehenden  Ausdruckes  für  d  r  so  bestimmt  wer- 
den sollen ,  dafs  sie  den  beobachteten  Aefractionen  und  beson- 
ders der  beobachteten  Horizontalrefraction  entsprechen.  Der  an- 
genommene Ausdruck  von  ^  gibt 


a 


g,     N  s^ 

und  daher  wird  der  vorhergehende  Ausdruck  der  Bcfracüon 


dr=  -"        6  ^  6  ^ 


u\     .—  -.«. 

I     g  oin  z 


*~*  \/Cos »  z  4-  2  u 

Sey  der  Kürze  wegen,  Cos*  z^au  ==  a  g  t*,  also  auch  agtdt=.du, 
so  ist 


_         a«dtSinz  /       ^     ^Cos*z.^     \     ^2!l 
dr= --Ji_f_f  . hft'J.s   «s 


und  Ton  diesem  Ausdrucke  soll  das  Integral  zwischen  den  Grän- 
zen  8  =  o  und  s  =  QQ  d,  h.  yon  u  =  o  bis  u  =  00  ,    oder  endlich 

'    Cos  z 
von  t  SS,  — __  bis  t  sss  00  genommen  werden. 

Vag 

.   ,  Cosz 

8ey  wieder  T  =  r-=r  und/s-^»  d  t  =  4~t«  ^  (T)  «o  ist  das 

Integral  der  Torbergehenden  Gleichung 

.aaSinz       ^       «««,.      ^™.      ., 
r  =  ' rr.(i— f— fT*)./«T«  -t«  dt 

(i— a)v^ag% 

aafSinz 
H — - -/t»  «T»  ^t«  dt, 

(i_a)j/2g 

Um  das  letzte  Integral /t*.  s^'*  d  t  =/t  •  «-*■  .jt  d  t  auf 
die  Form 

/xdy=xy— /ydx 
zu  bringen ,  sey  x  =  t ,  d  y  ä  e-*«  .  t  d  t  also  auch  y  a=  —  1 1-»*  , 
und  daher  /t .  e~i"  .  t  d  l  ä  —  J  t .  t~*'  -J-  i/r-*"  d  t . 
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Unser  vorhergehender  Ausdruck  von  r  wird  daher  in  den  folgen- 
den übergehen        , 

a  a  Sin  z 
r  = =•(!  — f-fT»).«Tay^tVdt 

(1— ciV2g 

«  tff  Sinz 

+  — — . ««  .  C-it*-»«  -K/s-*'  d  t) 

(l— o)v/3g 


•■**Smz^.(._f_fT.)v|,T 


oder 


(1— a)(/«g 

für  t  =  T  ist  dieser  Ausdruck 

2  a  Sin  z               .     .                          safSinz 
— — —  .(,_f-fT.)>|'(T)  +  , — pr  [-jT+iv^T)] 

(I— o)\/2g  (,— «)\/3g 

und  für  t  =  00  ist  er  . 

See f Sin z      t  ♦  e-T"        ,         ,  •  i.  tvt'h 
■  ■  _^  ,  ^ —   oder  gleich  Null. 

(i— a)Y/2g         2«* 

Der  gesuchte  Ausdtuch  von  r  zwischen  den  gegebenen  Gränzen^ 
t  •=  T  und  t  =  00  ist  daher 

saSinz       ^  n     „^  V       ,^  afSinzCosz 

""  =  / — =^0-if-fT0/4^(T)+    .,_^w^ (6) 

(i— a)\/3g  (1— «>ag 

T«  Für  die  Horizontalrefraction  ist  z  =  qo  ,  also  T  ±=  o «  und 
daher  nach  ^.  i4,  4^(T)s  >  \/nj  flso  auch  die  Befraötion  selbst 

-— ^^^ — =.(»— ff). 
(1— a)J/2g 

Setzt  man  diese  mit  Laplace  gleich  21  o6^^  so  ist  . 

— ?L!l2IL_,(i_if) --2,06. Sin  I" 
(1— a)v/3g 

und  dieses  ist  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den  zwey  zu 
bestimmenden  Gröfsen  f  und  g* 

Weiter  war  (in  §•  12)  dp  =  — fds,  oder  wenn  man  denvor- 
.hergehenden  Werth  von  s  =s  u  +  a  (1  •^-  f)  substituirt 

dp  =  — «fdu  —  ofd^, 


oder  wenn  man  au  eh  hier  den  gegebenen  Werth  von 
^  =  (  1  +  —  J  .«     g  f|ib9tituirt, 


g 


und  dessen  Integral 


=  (g+fsQ+. ))••"• 


+  i  «e^* 


^n  der  Oberfläche  der  Erde  ist  ^=  i  ($.3)  und  u=o.  also  die 
letzte  Gleichung  p  =  g  (i  +0  +  ia^  oder  da  die  Baronieeer- 
böhe  p  der  IHöhe  I  der  Atmosphäre  über  der  Erdoberfläche  pro- 
porlionirt  ist, 

l=^g(i+f)  +  i  u, 

\iclcbes  die  zwejte  der  gesuchten  Bedingungsgleicbungeii  zwi- 
schen den  Ga^örsen  f  und  g  ist. 

Setzt  man  mit  Laplace  1  =;=  o.ooisSsS  Halbmesser  der 
Erde,  und  a=i  6o''.(»i627,  so  geben  diese  zwey  BedingUngsgtei- 
chungcn       £=0.49042     und  g=  0,00074181b« 

rJso  geht  die  vorhergehende  Gleichung  (6)  in  folgende  über 

24/(T) 

r  =  2790".  1584(0.75479 — 0.4*>»4äT  ')Sin  z .  -— ^^ — 

-|- ioo2i'',4i7  8in2z  •. .-  (7) 

wo  T  =  25  961924  Cos  z,  und- 

4/  (T)  =  i^^  S  «^**  dl,  das   Integral  von  t  =  T  bis  t  ss  OD  ge- 
nommen» 

Nach  diesem  Ausdrucke  (7)  berechnete  Delambre  die 
Refractionstafel  der  Tables  astron.  dubureaudcs  Longit.  I«"  par- 
tie  von  z  =  74'*  bis  z=*9o'*.  Für  Uetnere  Zenithdistanzen  aber 
ist  dieselbe  Tafel  von  z  =  o  bis  9=74**  nac^  der  vorletztffn  Glei- 
chung des  5.  12,  4-  h.  nach,  der  Fonxiel 

(ia(2Cos'  Z  +  O  —  0.00 120254 \ 

Nach  derselben  Gleichung  (7)  hat  auch  Carlini  ( Mayl. 
Ephem.  für  1B17)  die  Befractions tafeln  gegeben,  die  auch  hier 
(Vol.  II.  S.  45o>  enthalten  sind.  Von  einer  etwas  vÄrSnderteo 
Bestimmung  der  Gonstänten  ol  und  1  ausgehend ,  entwickelte  er 
seine  Tafel  nach  der  Formel 

r  Ä  1634//  Sin  z  [(2  —  a  ~  »  a  T «)  4/  (T)  -{-  a  T] 
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iivo  0  =  0.7175935,  T  =  28Cosa,  und  vj.  (T)=  «t«  .  /  «-i«  .  dt 
das  Integral  von  t==T  bis  t  =  00  genommeni  (Vergl.  I.  S.  78.) 

Diese  Refracliön^fel  von  Carlinilafst  sich,  nach  der  Be- 
merkung des  5.  17  bis  auf  die  letzten  drey  Grade  von  z  durch 
den  einfachen  Ausdruck  darstellen 

ABSinz 

r  =s  .    —    ■ 

Cosz+^^A»+Cos*z 

wo  B  =  i045".>7  die  Horizontalrefraction  dieser  Tafeln,  und  wo 
A  =  ö.o6265  —  000002  tgz  ist.  Setzt  man  nämlich 


tgx 

= 

-p; ,  SO  ist  r 

Cosz 

=  1845"  7  Sin 

ztg 

-...(e) 

und,  man  findet 

i 

z     -  - 

*50^   -    • 

Gleichung  (e)  -  - 

Carlini's  Tafel 

•  •• 

Differep« 
.    o'^  0 

c  '   1 

4t» 

48  .  5 

48  •  6 

60 

. 

99  •  8 

160  «  0 

0    .    ?5 

'    7» 

157  •  4 

157  .  9 

0  •  5 

80 

817  •  3 

3i7  .  9 

■ 

0  .  6 

81 

35o  .  8 

35/.  3 

^ 

6  «  5 

82 

391  .  6 

J92  .  0 

0  •  4 

•       83 

• 

442  •  2 

44'^  •  6 

0  .  4 

84 

5o6  .  6 

5o6  •  7 

0  .  1 

85 

590  .  5 

590  .  2 

0  .  3 

86 

703  ,^ 

702  •  6 

ö  •  4 

O7 

85^  .  6 

858  .  Ö 

0  .  2 

nnd  man  würdctV^ne  Zweifel  die  Annäherung  noch  höher  treiben, 
wenn  man,  wieJ^^  §.  7,  die  Gröfse  A=a+br-|-cr*  -j-di^'4"  annähme. 

Zum  Schlüsse  diese»  Gegenstandes  wollen  wir  nun  auch  die. 
terrestrische  Refraction,  d,  h,  diejenige  Strahlenbre- 
chung utitersuchen,  Welche  der  Lichtstrahl  leidet,  wenn  er  von. 
einem  niedrigen  terrestrischen  Gegenstände  in  das  Auge  des  Be- 
obachters kommt.  Da  die  Hi)he  dieser  Gegenstände,  in  Beziehung 
ahf  ihre  Entfernung,  von  dem  Bephachter  imr  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird,  so  ist  es  hier  zweckmäfsiger ,  die  B^fraction  nicht 
mehr,  wie  bey  der  eigentlich  astronomischen  Strahlenbrechung, 
als  eine  Funktion  d^r  Höhe  des  Gegenstandes ,  somdern  als  eine 
Funktion  von  der  Entfernung,  d.  h.  von  dem  Winkel  zu  geben, 
welchen  die  zwey  Halbmesser  der  Erde  in  ihx^m  Mittelpunkte 
bilden ,  die  nach  dem  Beobachter  und  nach  dein  irdischen  Ob- 
jecte  gezogen  werden.  Ist  aber  v  dieser  Winkel,  und>  wiein$«  a. 


t 

(i  4*x)  die  Entfernung  des  Objecles  von  dem  Mittelpunkte    der 

Erde,  in  Halbmessern  der  Erde  ausgedrückt,    und  ^  das  UolH 

Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  tiuf  die  Tangente  der  Gurre  des 

Lichtstrahles,  so  ist  ans  bekannten  geometrischen  Gründen  (Ana- 

lyt.  Geom.  8.  893) 

T  udx 

dy=: I     , 

(i+x)\/(^i+x>»— u* 

Sinz.l/i+*^ 
Es  war  aber  (§.  2)  u  =  •——===: 1  ako  «t  auch 


.      dxS 


inz.  1/  1  4-  jL 
V  c» 


und  daher  die  letzte  Gleichung  de«  J.  a, 

drss 

c« 

'1  1 

Da  die.  Höhe  des  Objectes  sehr  klein  isi^  go  hat  man  sehr  nahe 
(f  =  1  — 9  wo  m  eine  constante  Gröfse  Vt,  die  von  der  Ab- 
nahme der  Temperatur  der  atmosphärischen  Sclßchtea  mit  ihrer 
Höhe  über  der  Erde  abhängt.  Substituirt  man  dieb^n  Aufdruck 
YOn  (  in  der  letzten  Gleichung ,  so  hat  man 

«km     ,     ,     N  j 

.   c*l 
dr=— — ^ 


-f$('-f)' 


oder  da  x  und  ZT  sehr  kleine  Gröfsen  sind, 

d  r  SS   .,_  •  d  y ,  also  auch  dessen  Integral 
skm 


c»l 


• 


V 
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wo  r  Jie  Summe  der  terrestrischen Refraction  an  dem  Objecte  and 
an  dem  Beobachter  ist.  Da  aber  die  Refraction  an  diesen  beyden 
Endpunkten  der  Gurre  sehr  nahe  dieselbe  ist ,  so  ist  die  ge- 
suchte terrestrische  Refraction  R  gleich  ^,  oder  es  ist 

cM  ^ 

für  eine  gleichförmige  Temperatur  der  Atmosphäre  ist  m  s  i« 
Ferner  ist  nach  ^.  5 

Z^  r=  2  a  =  0.000582569  und  nach  ^.  18,  Iss 0*00125259 
also  ist  die  terrestrische  Refraction 

-n  0.00014564  V  r^        i\ 

R  Ä  «: Z !:  .v  =i =  (0.116).  v* 

0.0012525  8-6o 

Man  könnte  die  Gleichung  (f)  auch  noch  auf  folgende  Art 
bestimmen*  Aus  §*  18  L  folgt 

(f      \         « 
1  ^  ^  a  J  *  t—^     oder  da  g  sehr  klein  ist , 

^2=  (  1  +•-  u  ),  und  überdiefs  u  ssx  — «  (1  — f)* 

Aus  diesen  bejden  Gleichungen  aber  folgt,  wenn  man  u  eliminirt 

f 
g— «£ 

Es  war  aber  a=0'0002(|i28,     £=0.4904^  und  g=o.o(^074i8i6  , 

also  ist  f  =1  —  (8i8.78)x»  Oben  aber  wurde  f  =  i  —  t  •*  *°" 

i 

genommen*  Setzt  man  daher  in  der  Gleichung  (f)  statt 

m  k 

-T-  die  Gröfse  818*78,  und  —  =0.00014564,  so  ist 
l  ^ 

^         t      m  «f         ,  X 

Rs=  ~  •  T  •  ^  =  cTT*  ==(o»iiq)  V 
c«      1  8-39      ^        '^ 

nahe  wie  zuvor.  V^rgl-  VoL  1, 8, 329.  Doch  ist  dieser  Faktor  yon 
V  sehr  yeränderlich ,  da  m  es  ebenfalls  ist ,  und  es  kann  gesche- 
hen, dafs  die  oberen  Luftschichten  sogar  dichter  sind,  als  die 
unteren ,  so  dafs  die  terrestrische  Refraction  die  irdischen  Ge- 
genstände nicht  mehr  erhöht ,  sondern  erniedriget,  wodurch  be- 
kanntlich die  Fata  Morgana  und  andere  ähnliche  Erscheinun- 
gen erklärt  werden. 


4t)b 

5.  20. 

Endlich  läfst  sich  auch  durch  den  yorhergehenden  Ausdruck 
der  Reft'action  die  Schwächung  bestimmen,  welche  das  Licht  dei* 
Gestirne  leidet,  wetia  es  durch  die  Atmosphäre  der  Erde  geht« 
Ist  d  die  Intensität  des  Lichtes  bey  dessen  Ankunft  in  einer  der 
atmosphärischen  Schichten  ^  deren  Entfernung  yön  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  (1  -l-x)  ist,  die  Intensität  bey  dem  Eintritte  in 
die  Atmosphäre  als  Einheit  yorausgesetzt ,  so  ist  offenbar 

ds  =  — Qf«,ds 

wo  d  s  das  Element  des  Bogens ,  welchen  das  Licht  beschreibt , 
und  wo  Q  eine  cönstante  Gröfse  bezeichnet.  Es  ist  aber 

ds»  =::[d.(i+i:)]«+(i+x)«di;»=.dx»+(i-f.x)*di'« 

oder  da  x  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 

ds«  ==dx»+dy». 

Nach  $•   IC)  ist  aber,  w6nii  man  die  sehr  kleine  Gröfse    T.-  Ter- 

c» 
nachlässige t  und  wieder  x  =  o  setzt , 

dy  s=.  dx.  tgz 

also  ist  auch  ds'  = ,  und  daher  di^  erste  der  Torhcvge- 

Cos*  z 

henden  Gleichungen 

^  Cos  z 

Nach  ^.  12  ist  aberyif  dx  der  Höhe  des  Barometers  oder  der  Hö- 
he 1  der  Atmosphäre  (^,  18)  proportional,  also  ist  das  Integral 
der  letzten  Gleichung 

log  ^  =  —  -^V    ,/)»dx  =  — -Xl, 

Cos  z  Cos  z 

Nennt  man  6  den  Wcrth  yon  S  für  das  Zenith ,  wo  Cos  z  =  1  , 
so  ist  log  @  =&  —  Q.l ,  also  auch 

Cosz 

Deh  Werth  von  0  kann  man  erhalten,  wenn  man  die  Inten- 
sitäten dös  Lichtes  eines  Gestirnes  für  zwej  verschiedene  Zenith- 
distanzen  vergleicht.  Auf; diese  Art  fand  Bouguer,  dafs  das 
Licht  eines  Gestirnes  iin  Zenithe  des  Beobachters  «  wenn  es  die 
Atmosphäre  der  Erde  zurückgelegt  hat,  *auf  seinen  o.8i2i3*|^* 
Theil  reduzirt  wird.  Der  brigl  Logarithmus  die^r  Zahl  ist 
o«i)0972  —  I  od^r  —  0.09028,  also  findet  man  die  kit^nsität  des 
Lichtes  für  jede  andere  Zenithdistanz  durch  den  Ausdruck 
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log  brig  e  =  li£22£2 

Cos  z 

Die  folgende  Refracticmstalcl  gibt  den  Werth  ron  r  und  n 
nach  J,  <|,  den  ersten  bis  z=:85^*  Für  gröfsere  Zenithdis tanzen 
ist  der  Werth  yon  r  oder  eigentlich  von  R  nach  flen  Ausdrücken 
des  $.  i5  nnd  nach  der  yoi^Ietzten  Gleichung  des  ^/  16  berech- 
net worden*  Die  drey  angehängten  Tafeln  geben  dieWerthe  von 

h 
für  das  Barometer  b  Par.  Zolle 

38 

für  das  innere  Therm.  Reum.t^ 


14-0.000225 1^ 


1 


für  das  äufsere  Therm«  Reaum*  t 


14-0.004555 1 
Die  corrigirte  Refraction  r^  ist  dann 

2Ö    14-0.000225 1'    V  i4-*o*oo455 1/ 

Exempel:  z«  84''23'64'' 

b SS  28.75  Pw-  Zolle  t'  CÄ  —  140  inn.  Therm.  B. 

t  rs—  18.0  äufs.  Therm«  B. 
z    gibt     log  r  SB  2*7476  und  n  =  i*o8i 

b  -  r  -  log  —  =0.0114 

B 

t'  -   log  ,•„■■■      m     =  o*ooi4 

14-0.000225 1' 

t   .  n  Idg  _ — ^-r.  =  0.0402 
14-0.00455 1        • 


log  r' as,  2.8006 
r'  s  63i'^9  =  10'  3i"  9 

i-f-o»oo455t 

(o»o372)  n  Ä  o.o4o3. 


m. 


li 
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Refractions -Tafeln   für    Barometer, 
38.0  Par,  Zolle  und  0°  Tbemu  Keaumur/ 


DiiF.  für 

B= 

DiiF.  für 

e 

log  r 

1  Min. 

J 

E 

log  r 

1  Min. 

■ 

0.000 

0.000  ' 

0**  0' 
20 

m      ^      t^     ^ 

9.543a 

10« 

0' 

ao 

1 .0247 
1.0893 

73 
70 

40 

9.8443 

40 

1.0534 

68 

1   0 

0.0204 

11 

0 

1.0671 

66 

30 

0.1453 

30 

1.0804 

64 

40 

o.a4aa 

40 

1.0933 

63 

a   0 

o«3ai3 

13 

0 

i.io59 

61 

30 

o.388a 

ao 

1.1183 

69 

40 

0..4465 

40 

i.iSoi 

58 

3   0 

0.4976 

i3 

0 

1.1418 

5fi 

ao 

o.543a 

ao 

i.i533 

65 

40 

0.5846 

40 

1.1643' 

S4 

4   0 

o.6a3i 

14 

0 

1.1762 

63 

ao 

0.5578 

30 

1.1868 

5a 

40 

0.690a 

40 

1.1963 

61 

5   0 

o.7ao5 

i5 

0 

1.3064 

5o 

ao 

0.7487 

ao 

i.3i65 

4q 

40 

0.7760 

40 

1.3363 

48 

6   0 

0.8001 

16 

0 

1.2369 

u 

ao. 

o,8a38 

■ 

30 

1.2463 

40 

0.8460 

40 

1.3646 

45 

7   « 

0.8676 

»7 

0 

1.3637 

44 

ao 

0.8880 

• 

30 

1.3737 

44 

40 

o«9o74 

40 

1.3816 

43 

8   0 

0.926a 

n 

t8 

0 

1.3903 

4« 

30 

0.9443 

30 

1.3987 

43 

40 

0.9615 

83 

40 

1.3071 

41 

9  0 

0.9781 

80 

»9 

0 

1.3 1 63 

40 

ao 

0.9943 

77 

30 

1.3334 

40 

40 

1.0097 

75 

40 

i.33i6 

" 
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DifL    für 

.* 

• 

Diff.  für 

3 

logr 

1  Min. 

£ 

log  t 

1  Min. 

0.000 

0.000 

SO®      o' 

1 .3394 

39 

3o*    0' 

i  .5397 

39 

20 

i#3472 

38 

do 

1 .5455 

29 

40 

i«3549 

38 

40 

i.55i3 

39 

21         0 

1.3625 

37 

3i       0 

1.5570 

i^ 

SO 

1.3700 

37 

20 

1.5628 

40 

1.3774 

36 

40 

1 .5684 

28 

22         0 

1.3852 

35 

32      0 

1.6741 

38 

20 

a.3920 

35 

20 

r.5797 

«7 

40 

1.3991 

35 

40 

1.5852 

«7 

23      0 

1.74062 

84 

33      0 

1.5907 

«7 

20 

i.4i32 

34 

20 

1.5962 

27 

40 

1^420 1 

34 

» 

40 

i.6oi8 

«7 

24     0 

14269 

34 

34      0 

'  1.6072 

37 

20 

1.4.337 

34 

so 

1.6126 

37 

.     40 

1.4404 

33 

40 

1.6180 

27 

25      0 

14470 

33 

35      0 

1.6234 

37 

20 

1.4536 

82 

so 

1.6288 

s6 

4e 

1.4601 

82 

40 

1.6341 

s6 

r 

26      0 

14665 

3? 

36      0 

1.6394 

ü6 

20 

1.4729 

3i 

so 

1.6447 

26 

40 

1.4792 

3i 

40 

i.65oo 

36 

27     ® 

1.4855 

3i 

37     0 

1.6553 

36 

2U 

14917 

3i 

20 

i.66o5 

36 

40 

• 

1.4979 

3o 

40 

1*6657 

a6 

28     0 

i.5o4o 

So 

38      0 

1.6710 

36 

20 

i,5ioi 

3o 

20 

1.6761 

s6 

40 

i.5i6i 

29 

40 

1.681 3 

26 

«9      0 

1.5220 

3o 

39         0 

1^6865 

26 

20 

i  .5280 

29 

20 

1.6917 

,       26 

40 

1.5339 

29 

/  40 

1.6968 

26 

1 

lii 


»  7* 


5oo 


log  r 


Diff.  für 

1  Min. 

o.ooo 


40 

41    o 

40 


42  o 
20 

40 

43  o 
20 

40 


44  o 

30 
40 

45  O 

20 
40 


46  ou 
10 
20 
3o 
4o 
öo 


47  o 
10 
20- 
3o 
40 
öo 


1,7020 

1.7071 

1,7I22 

1.7173 
1.7224 
1.7274 


1.7325 

1.7376 
1.7427 

1.7477 
1.7527 

J.7578 


.762(5 
.7579 
.7729 
.7780 
.7O30 
.7881 


1.7931 
1.7956 
1.7982 

^  .8007 
1 .8o32 
1.8057 


.8o83 
.8108 
.8i33 
.8168 

.8184 
.8209 


n 


log  r 


Dfir.  für 

1  Min. 

0.000 


o5 

25 
25 

üd 

25 


J^ 


25 

a5 

25 
2D 

25 
25 


25 
25 

25 
25 
25 

25 


25 
25 
25 
25 
25 
25 


25 
•25 
25 
5J6 

26 

25 


48^0'  1.8235 


1.001 
1.001 
1.001 

V*' 


1.001 
1.00 1 

l.OOl 
1.001 
1.001 
1.001 


1.002 
1.002 

1,001? 
1:002 
1.002 

1.002 


10 
30 

3o 

40 

5o 


49  o 
10 

20 

3o 

40 

5o 


5o  o 

10 
20 

3o 

40 

5o 


5f  o 

10 

20 
3o 

40 

5o 


52  o 
10 

20 

3o 

40 

5o 


1.8260 

1.8285 

11.83 1 1 
.1.8336 
i.836i 


1.8387 
1.8412 
1.8438 
K8463 
1 .8489 
i.85i4 


1.8540 
1.8566 
1.8591 
1.8617 
1.8643 
1.8660 


i«86<^4 
1.8720 
1.8746 
1 .877 1 
1,8797 
U8823 


1.8849 
1.8875 
i  8901 
1.8927 
1.8953 
1.8979 


25 
25 
26 
25 
25 

26 


25 

26 

25 

26 

35 


26 

25 

26 
26 

25 

26 


26 
26 

26 

26 

26 


26 
Ö6 
26 

26 

26 

26 


n 


1^002 
K002 
1.002 
1*002 

i.oo3 
i.oo3 


i«oo3 
i.oo3 
i.oo3 
i.ooS 
i.öo3 
i.oo3 


i«oo4 
1.004 
1.004 
1.004 
1.004 
i«oo4 


i«oo5 
i.oo5 
i.oo5 
i.oo5 
i«0o5 
)«oo5 


i»oo6 
1.006 
1.006 
1.006 
1.006 
1.006 


C^Ol 


e 

log  r 

Diff!  für; 
1  Min. 
0.000 

• 

.  n 

* 

.     z     » 

log'r 

Diff.  für 
1  Min. 
0.000 

n 

•  lO 

so 
3o 
4o 
5o. 

54  o 

•     lO 

■iO 

3o 
40 
5o 

i.<)oö5 
1 .9032 
i  .9058 
1.9084 
1.91  i  1 
1.9137 

36 

27 
•  •  27 
27 
36 
26 

•1.007 
1.007 
e.007 
1.007 
1.007 
1.007 

1 

58 -o' 
10 
20 
3o 
40 
5o 

1.9815 
1*9843 
1.9871 
119900 
1:9928 
1:9956 

28 

c8 

2<> 
38 
2O 
28 

1  .009 
1.009 

i«oo9 
1.009 
1.009 
1.009 

1.9163 
1.9190 
1.9216 
i.9ri43 
i, 9*270 
1.9296 

■■  ^ 

■    27- 
27 
26 

.    27- 

• 

i.oo8 
1.008 
1.008 
1.008 
1.008 
1.008 

59  0 
10 
20 
3o 
40 
5o 

1.9985 

2.00  t  3 

2.0049 
2.0070 
2.0090 
2.0128 

28 

2q 
38 
29 

39 

• 

1.009 
1.009 
1.009 
1.009 
1.009 
1.009 

55  a 
10 
so 
3o 

40 
5o 

» 

1.9323 
1.9350 
1.9377 

1.9404 
1.9431 
1.9458 

27 

.«7    . 

■     37. 
37 

27 

• 

1.008 
i.oo8 
i.oo& 
1.008 
1.008 
1.008 

60  0 
10 
20 
3o 
40 
öo 

61  0 
10 
3o 
3o 
40 
5o 

2.0167 
2.0186 
2.021 5 
2.0244 
2.0274 
2.o3o3 

29 

29 

3o 

"9 
3o 

1.009 
1,009 
1.009 
1.009 
1.009 
1.009 

56  0 
10 

'  ao 
3o 
40 
5o 

1 .9485 
1.9512 
1.9539 
i,9567 
1 .9594 
1.9621 

37 
37 
28 
27 
27 

2U 

1.008 
1.008 
1.008 
i«oo8 
1.008 
i.oo8 

2.0333 

2.0362 

2.039*?, 
0.0422 
2.0452 
2.0482 

39 
3o 
3o 
3o 
3ü 
3o 
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1 .009 
1.009 
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1.009 
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• 

DHE  flir 

• 

Diir.  für 

s 

logr 
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n 

s 
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n 
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so 

2t0758 

3a 

1.009 

20 

2.1766 

^ 
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37 
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38 

1.011 

3o 

2.0980 

33 

1.009 

3o 

2  2026 

38 

l.Oll 

40 

2.lOl3 

33 

1.009 

40 

2*2064 

39 

1.011 

5o 

2*1045 

33 
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5o 

2*2 103 

38 

1.011 
1.011 

65  0 

2.1078 

33 

1.010 

70  0 

2.2 141 

S' 

10 

2*1111 

33 

i.OiO 

10 

2.2180 

89 

1.011 

ao 

2.1143 

33 

i.oio 

20 

2.9219 

40 

l.Oll 

3o 

2.1176 

34 

i.oio 

3o 

2.2259 

39 

1.012 
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2,1210 

33 

1.010 

40 

2*2298 

40 

1*012 

5o 

2,1243 

34 

l*OIO 

5o 

2*2338 

•4» 
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2*1277 

34 

i.oio 
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10 
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4» 
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34 
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so 
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4t 
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3o 
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3o 
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43 
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40 
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84 
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4t 
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5o 
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35 

I.OIO 

5o 

2.9584 

4a 
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1.0l3 
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36 

I.OIO 

73  0 
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4« 

10 

2,1617 
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1.010 

10 

2*2668 

43 
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ao 

2.1 552 

35 

1^010 

ao 
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43 
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So 
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5o 
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44 

d 
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Barometer  in  Pariser  Z allen.                        1 
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SIEBENZEIINTES  KAPIT  EL. 

< 

Bewegung  der  Planeten  im  wiclerstehenden  Mitte). 


xJm'Aie  Bewegung  der  Horper  unseres  Planetensystemes  in  ei- 
nem widerstehenden  Mittel  zn  finden  ^  welches,  als  eine  Flüssig« 
keit  Ton  sehr  geringer  Dichte  die  Sonne  nach  aUen  Seiten  nm- 

gibt,  sey  9   |->}  die  Dichte  dieser  Flüssigkeit  in  der  Entfernung 

r  Tondem  Mittelpnnhte  der  Sonne,  und  d  s  das  Element  der 
Bahn  ,  welches  der  Planet  in  demAugenhlicke  dt  zurücklegt,  so 
wird  der  Widerstand,  welchen  der  Planet  in  der  Richtung  sei- 
nes Weges  yon  diesem  Mittel  leidet,  gleich  Ik.f  (L\  .^JL  seyn, 

wenn  man,  wie  gewohnlieh,  annimmt,  dafs  der  Widerstand 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Horpers  pro- 
portionirt  ist ,  und  wenn  k  einen  constanten  Faktor  bezeichnet, 
der  Ton  der  Gestalt  und  der  Dichte  der  Planeten  abhängt*  Dieser 
Widerstand ,  in  der  Ebene  der  Planetenbahn  betrachtet,  und  nach 
der  Richtung  der  rechtwinklichten  Coordinaten  der  x  und  y  eer- 
legt,  wird  sejn 

^Vr/       dt«  Vry       dt« 

Bezeichnet  man  daher,  wie  in  Hap.  X.  $.  7  die  Kräfte,  welche 
auf  den  Planeten  nach  der  Richtung  der  x  und  der  y  wirken , 

4urch  -—  T— -- )  und— (  .-^  )  1  so  wird  man  hier  haben 


dsd 


CD 


607 


»  I 

Weiter  ist  nach  demsclhen  Kapitel  (.  lo,  wenn  man  rlie  8uinmc 
ft.  der  Massen  der  Sonne  und  der  Planeten  für  die  Einheit  nimmt, 


d.i  =adfi. 

a 


_  4  ■ 

Vernachlässiget  man  aber  die  dritte  Coordinate  z,  so  ist  Kap.  IX» 
$»   I  das  vollständige  Differential  Ton  R,  oder 

also  ist  aueh 

Ferner  ist  Kap.  X.  §•  8 

und  f  Ä  eCos  w,  f '  c=  e  Sinw ,  wo  e  das  Verhältnif»  der  Excen- 
tricität  zur  halben  grofsen  Axe  der  Planetenbahn,  und  w  die 
Länge  des  Periheliums   bezeichnet.    Substituirt  man  in  diesen 

Ausdrücken  Ton  f  und  f'  die  Torhergehenden  Werthe  Ton  T—-  V 
und  r-— ) ,  so  erhält  man 

d.(e8inv)=ah.9  fl^  .  li.^*  .  (xdy  — ydx) 

\ry      dt« 

4 

di.CeCosw)  =  — 2k.9flY.£ii!.(xay— ydx). 

\ry       df* 

Endlich  ist  Kap*  IX.  {.   i  |bi  =  n*  a* ,  also  auch 

1 3nda         San    ,    u 

aa  Sfi.  a 

oder  da  d  .  ^  =  2  dB  und  /is=i  ist,  dnssSan.dR  das  heifst 

dn  =  3b.an.9f-)'  -^ — 

^  Vr/     d  t« 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  wird  man  die  Aenderungen 
der  drey  Elemente  a  e  und  w  der  Planetenbahn  erh^ltpn  ,  wel- 


5o8 

che  darch  den  Widerstand  des  Mittels  erzeuge.  wer4en,  da  die 
Lage  der  Bahn  oder  die  Neigung  i&nd  die  Lange  der  Knoten  der- 
selben durch  diesen  Widerstand  offenbar  nicht  geändert  werden 
können. 

4 

Nach  Kap.  VIT.  $•  4  ist  p  =»:  n  (i  — e»)  und 

xdy — ydx  tAdt.  v^a(i-^e*),  sowie 


t 


a(i  — e*) 

r  s=s  — ; — ;:; — 7 ; ,  und  endlich  überhaupt 

i+eC«s(y — w)'  * 


\.  dÄn=\/dr*4-''>  dy« 

Aus.  diesen  Gfcichungen  folgt  sofbrt 

r'  dv.\/T+2eCos(v — w)+e» 
ds  ^  ■ 

a(»— e») 

r'  d  V 
und  da  nach  Kap.VH.  Glelchang  (6)  dt=:  — ^  ist, 

\/i('-e') 

ds»       r' di',[i+2eCos(f — w^  +  e*]* 
dt«  ™  a=»(i~e»)* 

1  /*\    ds* 

Es  war  aber  d.-'=s2h.9  i-J*  t —  aiso  ist  auch 

a  ^  \r/    dt» 

Nehmen  wir  an ,  dafs  der  Ausdruck 

k  .  9  (iVr«  [i  +  MCo8(ir— w)  +  e*]* 

in  eine  Reihe  der  Form 

A+e  B .  Cos  (v— w)  +  e»  C  •  Cos  2  (f— w)  + 
entwickelt  sey,  so  ist 

^*  i  ^  a»(i— I')*  •  ^^^^ €Cos(v->v)+e'].[A+eBCo5(i-w)+] 

3di^ 
-a«(i-.e«)«  ^ 

^A  +eBCos(y-w)+aAeCo8(v-.w)+e  «B[  1+0082(1/— w)]+e » A^ 
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oder  wenn  tt»an  die  blofs  periodischen  Glieder,   die  liier  "anfser* 
unserer  Betrachtung  fallen ,  weglafst ,      ' 

,1  2  d  V 

a       a«(i— e»)»    »-    i,   ^     ^-r         J 

Weiler  ist  x  =r  Cos  v  und  y  =:rSinv,  also  auch 

dx=drCosy — rdvSiny  und 
d  y  =  d  r  Sin  V  +  r  d  V  Cos V 

Allein  die  Gleichung  r^rs  ^    ■  — ^  ,       gibt 

1  -+-  e  Cos  (v— w) 

■•     ^^  r  etil/ Sin  (v  —  w) 
I  +  e  Cos  (y  —  w) 

also  auch  wenn  man  diesen  Werth  von  dr  in  dem  vorhergehenden  . 
Ausdruckcyun  dx  substituirt, 

.c^re  d  vSin  w  —  r.d  V  Sin  V        ,     . 
clxss.«.-. —  ,   . ,  oder 

1  +  e  Cos  {y  —  w) 

r*  d  V 
dx= —   ♦  [Sin  V  4"®  Sin  w],  und  eben  so 

a(i  —  e») 

dr'= X  .  rCosv-l-»eCoswl. 

a(i  — eO 

» 
Substituirt  man  diese  TVerthe  ronds,  dx,  dy    in  den    yorher- 

geheiuloii  Ausdrücken  yon  d.  ;eSinw)  und  d.  (e  Cosw),  und  setzt 

1.  r'dv  11,      -/»\  A  +  eBCosCv — w) 

d  1 1=  — -  und  k  •  ^f  I  —  j  =  ^  .  ^  , 

\/a(i— e»)  ^r/       r«v^i+2eCos(v— w)+e« 

so  erhält  man 

1    /^o.' V  ö  TA+e  B  Cos  (j'^— w)l  rc       i   -.e«      t    ji 

d .  (e  Sm  w)  r=  —  — L«-JL . 1 i:?.  [Sm  v-f-  e  Sm  w]  .  dv 

a(i  — e*) 
"    ^       «  [ASiny+BeSinyCo8(f/ — w)+AeSinw] 


a  (i  — e»; 

oder  y  wenn  man  die  periodischen  Glieder  weglafst ,  also 

ASinv=o  und  BeSinvCos(v  ~  w)=BeSinv(Co8vCosw-[-Sinj'Sinw) 
=  ^BeSinw(i — Cosai^)  —  jBeSinw  setzt 

j    ,   c-      \  (2A-f-B)eSinw      , 

a(i-e») 
und  eben  so 

d .  (eCo»  w)  =  ~  (^^4-B)eCos;v  ^  ^  ^ 

a(i  —  e") 
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MuUiplicirt  man  die  ersten  dieser  bcydeii  Gleichungen  durch 
Sin  w ,  and  die  zwey te  durch  Cos  w ,  so  gibt  ihre  Summe 

'  A^ (aA+B)edy 

a(i — e») 

HuItipKcirt  man  aber  die  erste  durch  Cos  w,  und  die  zweyte 
durch  Sin  Wy  ^^  &^^  ^^^^  Differenz 

dw  =  o. 

Die  vorletzte  Gleichung  gibt  die  gesuchte'  Aenderung  der  Ex- 
centricität  der  Planetenbahn,  welche  durch  die  Wirkung  des  wi- 
derstehenden Mittels  entsteht^  und  die  letzte  Gleichung  zeigt, 
dals  die  Länge  des  Periheliums  oder  die  Lage  der  grofsen  Axo 
der  Planetenbahn  durch  das  widerstehende  Mittel  keine  Aen* 
derung  leidet* 

$••  3.     • 

Eliminirt  man  aus  den  bejden  vorhergehenden  Ausdrucken,  welche 

id^'^und  de  durch  dir  geben,  die  Grofse  dir,  so  erhält  man 

..^      (.A  +  B)eO-e»)     ,^ 
aa[A(i+e«)+e»B] 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  gibt  die  Grofse  e  als  eine 
Funktion  von  a ;  substituirt  man  dann  diese  Funktion  in  der  oben 
erhaltenen  Gleichung 

.      ,  ö[A(i4-e»)  +  e»B]    , 

so  erhält  man  durch  die  Integration  auch  die  Grofse?  alsFunl^tion 
von  a ,  oder  auch  a  als  Function  von  y. 

Um  aber  den  Werth  von  v  als  Funktion  der  Zeit  t  zu  erhal* 
ten,  so  hat  man,  wenn  man  die  periodischen  Glieder  wegläfst, 

wie  Kap  X*  $*3,  dirssndt  und  überdiefs  n  a» ss  i,  also  auch 

dt  =  a*  .  d  V 

« 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  den  vorhin  erhaltenen  Werth 
von  a  durch  p  ,  und  integrirt ,  so  erhält  man  die  Grofse  t  als 
Function  von  p  und  umgekehrt ,  y  als  Function  von  t« 

5-  4. 

Setzt  man  voraus,  dafs  die  Bahn  des  Planeten  nur  sehr  we- 
nig excentrisch  ist,  so  hat  man^  wenn  man  die  zwejten  Poten- 
zen von  e  wegläfst , 

h9^'yr*[i-|-2eCos(v-^w)4-e»]*  =  A-feBCos(ir— w) 


I 


Sil 

öder  da 

r  =  a[i— eCos(v — w)},  also  p*  sa*  [i— fleCo&(v — w)]  ist, 

h<pfl\^  [i— 3cCos(v— w)].[i+eCo8(r— w)]=:A+€BCos(f— w) 

oder 

k^  ^i^  a*[i— cCo»(r— w)]=A+cBCo8(f— w) 

und  diese  Gleichung  gibt 

A  =sia« .  f  (C)  and  B  «  —  ka«.^  C£\  «  ^A 

Vernachlässiget  man  aber  die  zweite  Potenz  Ton  e,  so  ge- 
ben die  zwey  ersten  Gleichungen  des  ^*  3 

da=:~!iAdvund  ii  =  <li±ü2da 

e  aaA. 

also  ist  auch,  wenn  man^  f^j  statt j&  T  — j  setzt, . 

t 

da  si— a  ka*«f  T— J^dy  und 

—  =a  —  ka-j>(-i).dy    • 
c  Va/ 

Da  nun  die  Dichte  des  widerstehenden  Mittels  oder  dieGro- 

fse  9  Ti.  j  ihrer  Natur  nach  immer  eine  positiye  Grofse  ist  ^  so 

folgt  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen ,  dafs  durch  den  Wi' 
derstand  des  Mittels  beyde  Gröfsen  a  und  e  immer  kleiner 
werden,  od^r  dafs  sich  der  Planet  der  Sonne  immer  mehr  nähert, 
während  zugleich  seine  Bahn  immer  mehr  kreisförmig  wird.  Di- 
vidirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  durch  einander,  so 
erhält  man 

da         .  ie 
a    "*        e        , 

und  wenn  man  integrirt 

log  a.C*  ssaloge  das  faelfst  e  =  C  •[/! 

wo  C  eine  Constante  ist,  woraus  ebenfalls  folgt,  dafs  wenn  a ab- 
nimmt )  auch  e  immer  kleiner  wird* 


5l2 


r**. 


« 


V    •     » 


ACHTZEHNTES    K  A.  P  I  T  E  L. 


Abweichung   frey fallender    Korper    von   der 

'     V  e  r  t  i  c  a  l  e. 


S 


5.  1. 


eyen  XTZ  die  senkreehten  Coor^lnaten  eines  Korpers,  welcher 
in  einer  beträchtlichen  Höhe  über  der  Oberfläche  unserer  Erde 
der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird ,  wo  T  in  der  £bene 
des  Meridiafns  liegt,  in  welcher  sich  der  anfängliche  Ort  des 
Körpers  befand ,  während  Z.  mit  dem  Aequator  parallel  ist.  Der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  A  dieser  drej  Coordina- 
tenaxen  sey  irgend  ein  willkührlicher  Punkt  der  Rotationsaxe- 
der  Erde. 

Dieselbe  Lage  des  Körpers*  kann  auch  noch  durch  drey  an- 
dere senkrechte  Coordinaten  xyz  gegen  denselben  Anfangspunkt 
A  so  bestimmt  werden,  dafs  y  senkrecht  auf  den  anfänglichen 
Meridian  des  Körpers ,  und  z  parallel  mit  der  Richtung  der 
Schwere  ist.  Wählt  man  dann  den  Punkt  A  der  Kotationsaxe  der 
Erde  se,  dafs  für  ihn  x=a,  7  =  0  und  z  =r  b  ist ,  und  bezeich- 
net man  durch  9  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortcii ,  und  durch 
w  den  Winkel ,  um  welchen  sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  Ton 
West  gen  Ost  dreht,  so  findet  man  die  Abhängigkeil  dieser  zwey 
Coordinatensysteme,  wenn  man  Kap.  IV.  §,  3  in  den  Glei- 
chungen, welche  x'  y  z'  durch  x  7  z  geben,  die  Gröfsen  3  >|/^ 
und  (p  in  derselben  Ordnung  in  90  —  9,  90  — w  und  (^0°  rerwan- 
delt^  so  dafs  man  hat 

X  =  X  Sin  9  Cos  w  +  Y  Sin  f  Sin  w  —  Z  Cos  9  -}"  * 

y  =  YCosw  —  X  Sin  w 

z  =  X  Cos  9  Cos  w  +  Y  Cos  JD  Sin  w  -j-  Z  Sin 

also  auch  durch  Umkehrung 

X  =  (x — a)  Sin  9  Cos  w  —  y  Sin  w  -J-  (z — b)  Cos  9  Cos  W 
Y  =s  (x — a)  Sin  w Sin  p  +  y  Cos  w  +  (z — b)  Cos  p  Sin  w 
Z  =  (z— -b)  Sin  9  —  (x — a)  Cos  9  J 


1 


5i'i 

DifFerentiirt  man  die  drey  letzten  Ausdrücke  zweymahl  in  Be- 
ziehung a&f  X  YZ  ,  auf  xy  z  und  auf  »  ,  so  ist 

d*  X==d'xSin9  Gos»  —  d^ySincö  +  d^  z Cos 9  Cos« 

.  — 2  d  ft) (dx  Sin  9  Sin  (^  +  dy  Cos  «  +  dz  Cos  f  Sin  0))— X  d  w » 

d*  Y  =  d"  xSin^Sincö  +  d'y  Cosöo  +  d*  z  Tos  9  Sin® 

-|-2d  «(dxSinyCosflD  —  dj Sin»-}- dz  Cos  9 Cos  «)  — Y  d  o&' 

d»Z=  — d«xCos9  +  d«z  Sin  9 

Ist  aber  g  die  Schwere ,  und  der  Kürze  wegen 

r»=;X«+Y*  +  Z»-, 

60  hat  man  für  die  Bewegung  des  Körpers  (Kap*  11.  ^,  2) 

d»X         gX 
dt«    ^    r 


o  = 


O   SS 


d>Y         gY 
dt»    "*^    r 

d«  Z         gZ 

dt«    ^   r 


^•(A) 


5*2. 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  leitet  Gaufs  (Ben- 
zenberg's  Versuche  über  das  Gesetz  des  Falls,  Dortmund 
1804)  folgende  einfache  Bestimmung  der  Abweichung  frey  fallen- 
der Körper  vOn  der  Verlicale  ab. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (\)  nach  der  Ordnung 
durc\i  Sin  f  Cosw  ,  Sin  9  Sin  00  und  Cos  9 ,  so  gibt  die  Summe 
dieser  Produkte 

.     d»x^;      ^      '        d«Y  .  d«Z^ 

^-^SmyCos  (o  +  ^jj^ Sm 9 Sm « -J- -^^  Cos ^  =  P 

Kultiplicirt  man  sie  aber  durch  —  Sin  cd,  Cos  cound  0|  so  ist 

d*X  d^Y 

—  •*= Sin(»H — 77rCo8ft)  =  Q 

dt«  dt«  ^ 

Multiplicirt  man  sie  endlich  durch  Cos  9  Cos  m  ,    Cos  9  Sin  w  und 
Sin  9  9  so  ist 

d*X  '  d"  Y  d'  Z    . 

^  —  C0S9C0SC0+  -^ — •  Cos  9Sin»  +  -r—  Sin95=sR 
dt*  dt*       ,  dt« 

wo  die  Gröfse  P ,  O  und  R,   die  man  nicht  erst  zu  entwickeln 
HL  ^  Kk 


*> 


5i4 

braucht,  offenbare  Functionen  von  X ,  Y,  Z  ohne  den  DifTeren. 
tialen  ron  X,  Y,  Z  sind*  Snbstitairt  man  in  den  drey  letzten 
Gleichungen  für  d*  X,  d*  Y  und  d'  Z  die  qj^n  gegebenen  Wer- 
the  dieser  Gröfsen,  so  erhält  man,  wenn  man  derHKürze  wegen 

d« 
n  SB  -TT  setzt ,  folgende  Gleichungen 

o  =  — —  —  2n  v^Sin9  +  P' 
dt"  dt        ^^ 


dy 


d«z 

o=    , 3n 

dt» 


dt 


.C0S9  +  R' 


wo  P',  Q',  R'  wieder  Funktionen  von  t  j  z  ohne  den  Differen- 
tialien  dieser  Gröfsen  sind« 

Da  aber  die  Versuche  j  welche  über  diesen  Gegenstand  von 
uns  angestellt  werden  können ,  immer  nur  in  so  kleinen  Höhen 
über  oder  unter  der  Oberfläche  der  Erde  angestellt  werden  » 
dafs  man  die  Schwere  g  als  constant,  und  ihre  Richtung  als  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  z  annehmen  kann,  so  wird  es  erlaubt 
seyn ,  die  vorhergehenden  Gröfsen  P'  und  Q^  gleich  Null  und 
H«  =  g  zu  setzen.  Man  hat  daher  für  die  in  dem  leeren  Räume  f rey 
fallenden  Körper  folgende  Gleichungen 


^*^  dy 

o  =  -^ 2n  -  ^«  bmo 

dt«  dt 

d*v  /dx 


1 


d"  y  /dx  ,    d«  ^        > 


(B) 


d«z         dy .  ^ 

Um  die  Gleichungen  (B)  zu  integriren,  multiplicire  man 
die  erste  derselben  durch  Sin  9 ,  und  die  dritte  durch  Cos  f , 
HO  gibt  die  Summe  dieser  Produkte ,  wenn  man  sie  integrirt , 

dx  dz 

0=3—  Sin  9  +  -- —  Cos  9  —  *ny+gt  Cos  9 
dt  dt 

v;o  die  Constante  der  Integration  verschwindet ,  weil 

dx       dz 

y  SS  - —  SS  -—  =s  o  für  t  =3  o  ist« 
'         dt         dt 


. 
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A])er  die  zweyte  der  Gleichungen  (B)  gibt 

d  X  .  d  z  _  I      3*  y 

^dt  •       ^  '    dt  ^  «n     dt*  ' 

also  ist  die  vorhergehende  Gleichung 

o  =  -j^  +  4n«y  — agntCos^ 

„      Ja 

Da  aber  von  0=  -LZ  +  a'y — ^^/St  das  Integral  ist 

dt» 

A  ,  ßt 

y  =  —  -•Sin(Ät-}-B)+— , 


y  =  —  —  Sin  (ant  +  B)  +  —  Cos^ 


so  ist  auch  das  Integral  des  vorhergehenden  Ausdruckes 

—  Sin(ant  +  B)  +  — 
an        ^  '   '    an 

oder ,  da 

> 

dy  g 

v=  -r^  Ä  o  für  t  ==  o  ist ,  B  =  o  und  A  =  — r 
^       dt  an 

also  auch 

V  =  —  Cos  9  .  1 1  —  —  Sin  a  n  t  I 
"'  an  ^V  3;n  /^ 

welches  das  trste  der  gesuchten  Integrale  ist« 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

dy       ßCos9  ^ 

5^=^ 21(1— Cosant) 

d  t         an      ^ 

also  ist  auch  die  erste  der  Gleichuagen  (B) 

d«x 


o  = 


dt* 
wovon  das  letzte  Integral  ist 


gSin9Gos9  (i  — Cosan  t) 


g 


o  =  x— igt*  Sin9Cos9—  -^Sin9Cos9Cosant+Ct  +  C' 

dx 
Da  aber  wieder  x  =    *-  =  *>  für  t  =  o ,  so  ist  C  =  o  und 

dt 


C'  ä'— ^  Sin  9  Cos  9 ,  also  auch 
4n» 


5i6 


x=  XsinoCosoC  nt« L  (i — Co8«nt)) 

sn  Van  / 

velqhes  das  zweyte  der  gesuchten  Integrale  i&t. 

dy. 
Substituirt  man  denselben  yorhergiehenden  Werth  ron  "ip-in 

der  dritten  der  Gleichungen  (B) ,  so  ist 

d«z 
o  s=  y-ji  +gSin*9-J-gCos*  9Cosan  t 

und  davon  ist  das  letzte  Integral 

o  SS  z  +  i  gt'  Sin«  f ^  Cos*  ^  Cos  a  n  1 4-  C  t+C 

Da  aber  z  =-— -  =o  für  t  sao,  so  ist  C==o  undC'=-^Cos*9, 

dt  4n» 


c  Cos*  9 


also  auch  das  dritte  der  gesuchten  Integrale 

OS*  9  /        11^       ^ 

i  (  n  t* h  —  Cos  3  n  t  j 

n       \  2h        an  ^ 

Wir  haben  daher  für  die  Auflösung  unseres  Problemes  folgende 
drej  Gleichungen 

x=  — Sin9Cos9.  I  nt'» — •— /i  —  Cosant)) 
an  \  an  / 

y  =  —  Cos  9  •  I  t  —  —  Sin  a  n  t  I 
an         "^    V  an.  / 


«  =  — 4gt"+  —Cos« 
ö  -  •    an 


^.r  nt* (i  —  Cosant)  j 


Löfst  man  die  ,Gröfsen  Sin  a  n  t  und  Cos  a  n  t  in  Reihen  auf ,  in- 
dem man  die  fünfte  und  höheren  Potenzen  yon  nt  vernachlässi- 
get ,  so  hat  man  als  Endresultat 


X  =  ? ♦  Sin  9  Cos  9 


«iliÜ.Cos 


9 


>./.  (C) 


z  =  — igf  + 


gn«t4 


Cos*  9 


und  in  diesen  Ausdrücken   bezeichnet   x   die  Abweichung  der 


